
微分法: ?)( =′ xF求

积分法: ?)( =xF求

第四章 不定积分

),(xF ′已知

已知F (x),
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二、基本积分表

三、不定积分的性质

一、原函数与不定积分的概念

第一节
不定积分的概念与性质

第四章
不定积分

暨南大学电气信息学院苏保河主讲

主要内容



一、 原函数与不定积分的概念

引例: 的作tAF sin=

下沿直线运动, ).(tv

因此问题转化为: 已知 ,sin)( t
m
Atv =′ 求 ?)( =tv

在变力

试求质点的运动速度

根据牛顿第二定律, 加速度
m
Fta =)( ,sin t

m
A

=

定义1.
满足 ),()( xfxF =′ 则称 F (x)为 f (x)在区间 I 上的一个

如引例中, t
m
A sin 的一个原函数为 .cos t

m
A

−

原函数.

若在区间 I 上定义的两个函数 F (x) 及 f (x),

一个质量为 m 的质点,
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问题: 

1. 在什么条件下, 

2. 若原函数存在, 

定理1 ,)( 上连续在区间若函数 Ixf

上在则 Ixf )( 的原函数存在.

(以后证明)

注

所以初等函数在定义区间上有原函数.

一个函数的原函数存在?

它是否唯一, 如何表示?

因为初等函数在定义区间上连续,
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,)()( 的一个原函数是若 xfxF定理 2 的任意一则 )(xf

个原函数都可记为 CxF +)( (C为任意常数) .

证 ,)()( 的任意一个原函数是设 xfxΦ

),()( xfx =Φ′

又知 ),()( xfxF =′

])()([ ′−Φ∴ xFx )()( xFx ′−Φ′=
,0)()( =−= xfxf

故 ,)()( CxFx =−Φ

).( 为某个常数C即 CxFx +=Φ )()(

即
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定义 2 )(xf 在区间 I 上的原函数全体称为 Ixf 在)(
上的不定积分, .d)( xxf∫

∫ — 积分号; )(xf — 被积函数;

xxf d)( — 被积表达式.x — 积分变量;

若 ,)()( xfxF =′

则 CxFxxf +=∫ )(d)( (C为任意常数).

C 又称为积分常数
不可丢 !

例如, =∫ xe xd ;Ce x +

=∫ xx d2 31 ;3 x C+

=∫ xxdsin .cos Cx +−

记作

注
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不定积分的几何意义:
)(xf 的原函数的图形 )(xf称为

的图形

的所有积分曲线组成的平行曲线族.)(xf

0x

的积分曲线. 

CxFxxf +=∫ )(d)(

y

0 x

CxFy += )(
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例1  设曲线通过点(1, 2), 其上任一点处的切线斜率

等于该点横坐标的两倍, 

解

,2xy =′∵
xxy d2∫=∴ ,2 Cx +=

所求曲线过点(1, 2),
故有 ,12 2 C+=

,1=∴ C
因此所求曲线为 .12 += xy

y

xo

)2,1(

12 += xy

求此曲线的方程.

).(xfy =设曲线方程为
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=][
d
d)1(
x

( )df x x∫ )(xf

注 从不定积分定义可知:

=]d[ ( )df x x∫ ;d)( xxf或

(2) dx =∫ )(xF ′ CxF +)( 或 =∫d )(xF .)( CxF +
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2
d(4)

1
x
x

=
+∫ Cx +arctan

=∫ xxdcos)6( Cx +sin

或 Cx +− cotarc

2

d(5)
1

x

x
=

−
∫ Cx +arcsin 或 Cx +− cosarc

=∫ xxdsin)7( Cx +− cos

二、 基本积分表

(1) dk x =∫ ( k 为常数)Cxk +

=∫ xx d)2( μ 11
1 x Cμ

μ
+ +

+
d(3) x
x

=∫ ln x C+

)1( −≠μ常数

时0<x
( ln ) [ln( )]x x′ ′= −

1
x

=
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=∫ xxx dtansec)10( Cx +sec

=∫ xxx dcotcsc)11( Cx +− csc

=∫ xe x d)12( Ce x +

=∫ xa xd)13(
ln

xa C
a
+

2
d(8)

cos
x

x
=∫ =∫ xxdsec2 Cx +tan

2
d(9)

sin
x

x
=∫ =∫ xxdcsc2 Cx +− cot
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例2   求 .d
3∫ xx
x

解 xx d3
4

∫
−

13
4 +−

=

.3 3
1

Cx +−= −

例3  求 .dcossin2 22∫ xxx

解 xx dsin∫ .cos Cx +−=

13
4+−x C+原式 =

原式 =
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三、不定积分的性质

1. ( )dk f x x =∫
2. [ ( ) ( )]df x g x x±∫

推论
1

( )d
n

i i
i

k f x x
=
∑∫

( )dk f x x∫
( )d ( )d .f x x g x x= ±∫ ∫

);0( ≠k

1
( )d ,

n

i i
i

k f x x
=

= ∑ ∫
.0,,, 21 不全为其中 nkkk "
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例4 求 .dtan2 xx∫
解 xx d)1(sec2 −= ∫

∫∫ −= xxx ddsec2

.tan Cxx +−=

原式
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例5   求 .d)5(2 xe xx −∫

原式 xe xx d)25)2[( ⋅−= ∫

)2ln(
)2(
e

e x
=

2ln
25

x
−

.
2ln

5
)2ln(

2 C
e

e x
x +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

C+

解 (自算)
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.d
)1(

1
2

2
x

xx
xx

∫ +
++

解 (自算)

x
xx
xx d

)1(
)1(

2

2

∫ +
++

=

x
x

d
1

1
2∫ +

= x
x

d1
∫+

xarctan= .ln Cx ++

例6 求

原式
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第二节
换元积分法 (一)

第四章
不定积分

暨南大学电气信息学院苏保河主讲

主要内容

一、第一类换元法



一、第一类换元法

定理3 ,)()( uFuf 有原函数设 ,)( 可导且 xu ϕ=

则有换元公式

[ ( )]d ( )f x xϕ ϕ∫
(也称配元法, 凑微分法)

=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ

证 ='xF })]([{ ϕ∵ )]([ x'F ϕ )(x'ϕ⋅ ,)()]([ x'xf ϕϕ=

=′∴ ∫ xxxf d)()]([ ϕϕ 证毕.)]([ CxF +ϕ
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例7 求 ).1(d)( −≠+∫ mxbxa m

解 =+∫ xbxa md)(

11 ( ) .
( 1)

max b C
a m

+= + +
+

想到公式

11d
1

m mu u u C
m

+= +
+∫

∫ ++ )(d)( baxbxa m1
a

[ ( )]d ( )f x xϕ ϕ∫=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ
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例8   求 2 2
d .x

a x+∫

解 2 2

1 d

1 ( )

x
xa
a

=
+

∫2 2
dx

a x+∫

2

d( )

1 ( )

x
a
x
a

+
∫

1
a

1 arctan( ) .x C
a a

= +

想到公式:

2
d arctan

1
u u C
u

= +
+∫

=

[ ( )]d ( )f x xϕ ϕ∫=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ
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例9   求 2 2

d ( 0).x a
a x

>
−

∫

2

d

1

u

u
=

−
∫想到公式 Cu +arcsin

解 (自算)
2

d

1 ( )

x
xa a−

∫
2

d( )

1 ( )

x
a
x
a

=
−

∫

arcsin .x C
a

= +

2 2

dx

a x
=

−
∫

[ ( )]d ( )f x xϕ ϕ∫=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ
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例10  求 tan d .x x∫
sin d
cos

x x
x

= ∫
dcos
cos

x
x

= −∫
ln cos .x C= − +

?dcot =∫ xx

ln sin .x C= +

dsin
sin

x
x

= ∫

∫ xxdtan

类似可得

解

cos d
sin

x x
x

= ∫
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1 ln .
2

x a C
a x a

−
= +

+

例11  求 2 2
d .x

x a−∫

解 2 2
1

x a−
∵

( )( )x a x a− +
)()( axax −−+1

2a
=

1 1 1( )
2a x a x a

= −
− +

∴原式
1
2a

⎡
= ⎢

⎣

d dx x
x a x a

−
− +∫ ∫ ⎥⎦

⎤

1
2a

⎡
= ⎢

⎣

d( )x a
x a
−
−∫ ⎥⎦

⎤

[1
2a

= ln x a− ln x a− + ] C+

d( )x a
x a
+

−
+∫
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常用的几种凑微分形式:

=+∫ xbxaf d)()1( ∫ + )( bxaf )(d bxa +
1
a

=∫ − xxxf nn d)()2( 1 ∫ )( nxf nxd1
n

1(3) ( ) dnf x x
x

=∫ ∫ )( nxf nxd1
n

1
nx

=∫ xxxf dcos)(sin)4( ∫ )(sin xf xsind

=∫ xxxf dsin)(cos)5( ∫ )(cos xf xcosd−
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1 2ln x
=

+∫

=∫ xxxf dsec)(tan)6( 2 ∫ )(tan xf xtand

=∫ xeef xx d)()7( ∫ )( xef xed

1(8) (ln ) df x x
x

=∫ ∫ )(ln xf xlnd

例12  求
d .

(1 2ln )
x

x x+∫

1 2ln x+∫
xlnd

解 原式 =
1
2

)ln21(d x+

1 ln 1 2ln .
2

x C= + +
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例13  求
cos(5 4) d .x x

x
+

∫

原式 cos(5 4)dx x= +∫2

2 cos(5 4)d(5 4)
5

x x= + +∫
2 sin(5 4) .
5

x C= + +

解 (自算)
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6sec d .x x∫
解 原式

2 2 2(tan 1) sec dx x x= + ⋅∫ xtand

xxx tand)1tan2(tan 24∫ ++=

51 tan
5

x= 32 tan
3

x+ xtan+ .C+

例14 求
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例15  求 d .
1 x

x
e+∫

解 (自算)
d

1 x
x
e+∫

(1 ) d
1

x x

x
e e x

e
+ −

=
+∫ ∫= xd d(1 )

1

x

x
e

e
+

−
+∫

x= .)1ln( Ce x ++−

法2 d
1 x

x
e+∫ d

1

x

x
e x

e

−

−=
+∫

d(1 )
1

x

x
e

e

−

−
+

= −
+∫

.)1ln( Ce x ++−= −

法1
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作 业

习题4-2  1(2,4,6,8,10,11,13,14);
2(2,6,8,9,11,13,14,16,18). 

习题4-1 2(3,5,13,14,16,18,20,21,23,24,25,26); 5; 7.

下次课内容

第四章 不定积分 第二节 第一类换元法(续)

第五章 定积分 第一节 定积分的概念与性质
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定义1.

满足 ),()( xfxF =′ 则称 F (x) 为 f (x) 在区间 I 上的一

个原函数.

若在区间 I 上定义的两个函数 F (x) 及 f (x),

内容小结

定义2. )(xf 在区间 I 上的原函数全体称为 ( )f x I在

上的不定积分, .d)( xxf∫记作

一、原函数的概念

二、不定积分的概念
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三、不定积分的性质

1. ( )dk f x x =∫
2. [ ( ) ( )]df x g x x±∫

推论
1

( )d
n

i i
i

k f x x
=
∑∫

( )dk f x x∫
( )d ( )d .f x x g x x= ±∫ ∫

);0( ≠k

,d)(
1

xxfk i

n

i
i ∫∑

=
=

.0,,, 21 不全为其中 nkkk "
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2
d(4)

1
x
x

=
+∫ Cx +arctan

=∫ xxdcos)6( Cx +sin

或 Cx +− cotarc

2

d(5)
1

x

x
=

−
∫ Cx +arcsin 或 Cx +− cosarc

=∫ xxdsin)7( Cx +− cos

四、 基本积分表

(1) dk x =∫ ( k 为常数)Cxk +

=∫ xx d)2( μ 11
1 x Cμ

μ
+ +

+
d(3) x
x

=∫ ln x C+

)1( −≠μ常数
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=∫ xxx dtansec)10( Cx +sec

=∫ xxx dcotcsc)11( Cx +− csc

=∫ xe x d)12( Ce x +

=∫ xa xd)13(
ln

xa C
a
+

2
d(8)

cos
x

x
=∫ =∫ xxdsec2 Cx +tan

2
d(9)

sin
x

x
=∫ =∫ xxdcsc2 Cx +− cot
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五、第一类换元法

定理 ,)()( uFuf 有原函数设 ,)( 可导且 xu ϕ=

则有换元公式:

( ( ))d ( )f x xϕ ϕ= ∫

(也称配元法, 凑微分法)

[ ( )] ( )df x x xϕ ϕ′∫
CxF += )]([ϕ
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常用的几种凑微分形式:

=+∫ xbxaf d)()1( ∫ + )( bxaf )(d bxa +
1
a

=∫ − xxxf nn d)()2( 1 ∫ )( nxf nxd1
n

1(3) ( ) dnf x x
x

=∫ ∫ )( nxf nxd1
n

1
nx

=∫ xxxf dcos)(sin)4( ∫ )(sin xf xsind

=∫ xxxf dsin)(cos)5( ∫ )(cos xf xcosd−
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=∫ xxxf dsec)(tan)6( 2 ∫ )(tan xf xtand

=∫ xeef xx d)()7( ∫ )( xef xed

1(8) (ln ) df x x
x

=∫ ∫ )(ln xf xlnd
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1  若 )(xf 是 xe− 的原函数,  则

提示 已知
xexf −=′ )(

Cexexf xx +−== −−∫ d)(

C
x

xf +−=
1)(ln

x
C

xx
xf

+−= 2
1)(ln

1ln1 CxC
x

++

练 习

=∫ x
x

xf d)(ln

所以
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2  若 )(xf

;sin1)( xA + ;sin1)( xB −

的导函数为 ,sin x 则 )(xf 的一个原函数

是 (       ).

;cos1)( xC + .cos1)( xD −

提示

B

由题意 ,cosdsin)( 1Cxxxxf +−== ∫
其原函数为∫ xxf d)( 21sin CxCx ++−=

注意 也可求二阶导数.
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3 已知
2

2
2 2

dd 1 ,
1 1

x xx A x x B
x x

= − +
− −

∫ ∫
求A, B.

解

=
− 2

2

1 x
x

2

2
2

1
1

x
xAxA
−

−−
21 x

B
−

+

,
1

2)(
2

2

x
xABA

−

−+
=

⎩
⎨
⎧

=−
=+

∴
,12
,0

A
BA

1 ,2
1 .2

A

B

⎧ = −⎪
⎨
⎪ =
⎩

等式两边对 x 求导, 得
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