
第三章
微分中值定理与导数的应用
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主要内容

一、弧微分

第七节 平面曲线的曲率

二、曲率及其计算公式

三、曲率圆与曲率半径

四、第三章小结
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一、弧微分

( )y f x=设 在(a, b)内有连续导数, 其图形为 AB,
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则弧长微分公式为 2 2d ( ) ( ) d .s x' y' t= +

2( ) 1 ( ) ,s x y′ ′= +

2d 1 ( ) d ,s y x′∴ = + 或 2 2d (d ) (d ) .s x y= +

dx x+
dx

xo

y

x

M dy
T

α

几何意义: d ,s MT=
d cos ,
d

x
s

α=

d sin .
d

y
s

α=

若曲线由参数方程表示:
( ),
( ),

x x t
y y t
=⎧

⎨ =⎩
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二、曲率及其计算公式

在光滑弧上自点 M 开始取弧段, 其长为 ,sΔ 对应的

,αΔ 定义

弧段 上的平均曲率sΔ

,K
s
αΔ

=
Δ αΔ

点 M 处的曲率

0
lim
s

K
s
α

Δ →

Δ
=

Δ
d .
ds
α

=

注意: 直线上任意点处的曲率为0.

切线转角为

M

M ′
sΔ
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例1. 求半径为 R 的圆上任意点处的曲率 K.

解: 如图所示,
,s R αΔ = Δ

0
lim
s

K
s
α

Δ →

Δ
=

Δ
1 .
R

=

可见: R 愈小, 则 K 愈大, 圆弧弯曲程度愈大;

R 愈大, 则 K 愈小, 圆弧弯曲程度愈小.

αΔ
sΔ

R
M

M ′

αΔ
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有曲率近似计算公式1,y′ <<若

tan ,yα ′= ,
2 2
π πα− < <

arctan ,yα ′=得

d (arctan ) dy xα ′ ′= 2 d ,
1

y x
y
′′

=
′+

2d 1 d ,s y x′= +

故曲率计算公式为

d
d

K
s
α

=

d
d

K
s
α

=

.K y′′≈

又

曲率 K 的计算公式:

( )y f x= 二阶可导,设曲线弧 则由

2 3 2 .
(1 )

y
y
′′

=
′+
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说明: 

(1) 若曲线由参数方程
( ),
( )

x x t
y y t
=⎧

⎨ =⎩
给出, 则

2 3 2(1 )
y

K
y
′′

=
′+

由 可得：

(2) 若曲线方程为 ( ),x yϕ= 则

2 3 2 .
(1 )

x
K

x
′′

=
′+

2 2 3 2 .
( )
x' y'' x'' y'

K
x' y'

−
=

+

3
1 , x''y' y''
x' x'

= = −
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例2. 我国铁路常用立方抛物线
31

6
y x

Rl
= 作缓和曲线,

且 l << R.

处的曲率.
2

(0, 0), ( , )
6
lO B l
R

其中R是圆弧弯道的半径, l 是缓和曲线的长度, 

求此缓和曲线在其两个端点

解: [0, ],x l∈若

2
l
R

≤ 0,≈

1 ,y x
Rl

′′ =

K y′′≈得
1 ,x

Rl
=

显然 0 0;xK = =
1 .x lK
R= ≈

21
2

y x
Rl

′ =由
R

B

y

o x

31
6

y x
Rl

=

l
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例3. 椭圆
cos ,
sin ,

x a t
y b t
=⎧

⎨ =⎩
(0 )b a< < 在何处曲率最大?

故曲率为：

                                   .= ab
2 2 2 2 3 2( sin cos )a t b t+

sin ,x' a t= −
cos ,y' b t=

cos ,x'' a t= −
sin ,y'' b t= −

K 最大
2 2 2 2( ) sin cosf t a t b t= + 最小,

2( ) 2 sin cos 2 cos sinf t a t t b t t′ = −
2 2( )sin2 , 0 2 .a b t t π= − < <

求 f ( t ) 的驻点: 

2 2 3 2( )
x' y'' x'' y'

K
x' y'

−
=

+

解:

f ( t ) 显然在 连续. [0, 2 ]π
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( ) 0,f t′ =令
3, , , 0 2 .

2 2
t tπ ππ π= < <得

由于

2 2( ) ( )sin2 , 0 2 .f t a b t t π′ = − < <

t

( )f t

0 2
π 3

2
π

2ππ
2b 2b 2a 2b2a

从而 K 取最大值.

这说明椭圆在点

0 ,b a< < 0, , 2t π π=所以

( , 0)a± 处曲率

计算驻点和端点处的函数值:

y

x

b

a

b−

a−
( ) ,f t 取最小值

最大.
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三、曲率圆与曲率半径

T

y

xo

( , )D α β

R
( , )M x y

C

设 M 为曲线 C 上任一点, 在点

在曲线

1 .DM R
K

= =

把以 D 为中心, R 为半径的圆叫做曲线在点 M 处的

曲率圆 (密切圆 ), R 叫做曲率半径, D 叫做曲率中心.

在点 M 处曲率圆与曲线 C 有下列密切关系:

(1) 有公切线; (2) 凹向一致; (3) 曲率相同.

M 处作曲线的切线和法线,

的凹向一侧法线上取点 D 使
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设曲线 C 的方程为 ( ),y f x= 且 0,y′′ ≠ 求曲线上点

M 处的曲率半径及曲率中心 ( , )D α β

设点 M 处的曲率圆方程为
2 2 2( ) ( ) ,Rξ α η β− + − =

故曲率半径公式为

1R
K

=                   ,=
2 3 2(1 )y′+

y′′

满足方程组,α β

⎩
⎨
⎧

2 2 2( ) ( ) ,x y Rα β− + − =

y′ = .x
y

α
β

−
−

−

的坐标公式.

T

y

xo

( , )D α β

R
( , )M x y

C
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由此可得曲率中心公式:
2(1 ) ,y yx

y
α

′ ′+
= −

′′
21 .yy

y
β

′+
= +

′′
(注意 β−y 与 y ′′异号)
当点 M (x, y) 沿曲线 ( )y f x= 移动时,
相应的曲率中心的轨迹 G 称为曲线 C 的渐屈线,

曲率中心公式可看成渐屈线的参数方程(参数为x).
曲线 C 称为曲线 G 的渐伸线,

T

y

xo

( , )D α β

R
( , )M x y

C

y

o x

M 渐伸线

渐屈线
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例4. 设一工件内表面的截痕为一椭圆, 现要用砂轮

磨光其内表面, 问选择多大的砂轮比较合适?

解: 设椭圆方程为
cos ,
sin ,

x a t
y b t
=⎧

⎨ =⎩
(0 2 , )x b aπ≤ ≤ ≤

由例3可知, 椭圆在 ( , 0)a± 处曲率最大,

或有些地方磨不到的问题.

o

y

xa

b

2 2 2 2 3 2( sin cos )
abK

a t b t
=

+

2 2 2 2 3 2( sin cos )
0

a t b tR
ab t
+

=
=

即曲率半径最小, 其值为
2

,b
a

=

显然, 砂轮半径不超过
2b

a
时, 才不会产生过量磨损



暨南大学电气信息学院苏保河主讲

例5. 求摆线
( sin ),
(1 cos )

x a t t
y a t
= −⎧

⎨ = −⎩
的渐屈线方程. 

解:
d ( )
d ( )

y y' t
x x' t
=

sin ,
1 cos

t
t

=
−

2

2
d d 1d ( )d d ( )d

y y
t x x' tx

= 2
1 ,

(1 cos )a t
−

=
−

代入曲率中心公式, 得渐屈线的参数方程：

( sin ),
(cos 1).

a t t
a t

α
β
= +⎧

⎨ = −⎩

2(1 ) ,y yx
y

α
′ ′+

= −
′′

21 .yy
y

β
′+

= +
′′

渐屈线的参数方程(曲率中心公式):

y

o x

M 摆线

渐屈线



作业
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习题3-7 2; 4; 5; 7; 8; 9*; 11*.
总习题三 7; 8; 10; 13; 14*; 17*.

下次课内容

第四章 不定积分

第一节 不定积分的概念与性质

第二节 换元积分法(第一类换元法)



且 )( 0xf ′ 存在,)()( 0xfxf ≤
( )≥或

0( ) 0f x′ =,)( 0 有定义在 x∪)(xfy =
费马(fermat)引理

罗尔(Rolle)定理 )(xfy =如果 满足:
(1) 在闭区间[a, b]上连续,
(2) 在开区间(a, b)内可导,
(3) f (a) = f (b),

使 .0)( =′ ξf则至少存在一点 ),,( ba∈ξ
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四、第三章小结

微分中值定理



复习

拉格朗日中值定理

(1)在闭区间[a , b]上连续,
)(xfy =设 满足:

(2)在开区间(a , b)内可导,

则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使
( ) ( )( ) .f b f af

b a
ξ −′ =

−

则 )(xf 在 I 上必为常数.
若函数 在区间 I 上满足 ,0)( ≡′ xf)(xf推论
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复习

柯西(Cauchy)中值定理

(1) 在闭区间[a , b]上连续,
(2) 在开区间(a , b)内可导,

则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使
( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f b f a f
F b F a F

ξ
ξ

′−
=

′−

(3) 在开区间(a , b)内 ,0)( ≠′ xF

:)()( 满足及设 xFxf
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复习

洛必达法则

0
0( ) ( )lim lim ( )

( ) ( )x x

f x f ' x A
F x F' x∞→ →

∞

= = ∞
□ □

洛必达法则的一般形式:

其它不定型解决方法:

通分

转化

0
0

∞
∞

∞⋅0
取倒数

转化

00
∞1
0∞

取对数

转化
∞−∞
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复习

技巧1  将极限存在且不为0的因子分离.

技巧2  结合等价无穷小.

技巧3  数列极限 欲利用洛必达法则,lim ( )
n

f n
→∞

需转换成 后再用:lim ( )
x

f x
→+∞

.)(lim,)(lim anfaxf
nx

==
∞→+∞→

则如果

洛必达法则的常用技巧
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泰勒 ( Taylor ) 公式

+= )()( 0xfxf +−′ ))(( 00 xxxf 2
0

0 )(
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)( xxxf
−

′′

n
n

xx
n

xf )(
!

)(
0

0
)(

−++" )(xRn+

=)(xRn

ξ在 x与 x0之间,
拉格朗日余项

])[()(
!)1(

)(
0

1
0

)1(
nn

n
xxoxx

n
f

−=−
+

+
+ ξ

若函数 0)( xxf 在 的某邻域内具有n + 1阶导数, 
则在该邻域内有:

∑
=

−=
n

k

k
k

xx
k

xf

0
0

0
)(

)(
!

)( )(xRn+

0 0( ) (0 1).x x xξ θ θ= + − < <

复习

暨南大学电气信息学院苏保河主讲

佩亚诺(Peano)余项



=)(xf )0(f xf )0(′+ "+

1
)1(

!)1(
)( +

+

+
+ n

n
x

n
xf θ

2
!2

)0( xf ′′
+ n

n
x

n
f

!
)0()(

+

∑
=

=
n

k

k
k

x
k

f

0

)(

!
)0( ( 1)

1( ) (0 1).
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n
nf x x

n
θ θ

+
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+

麦克劳林 (Maclaurin)公式
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复习



常用麦克劳林 (Maclaurin)公式
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复习



常用麦克劳林 (Maclaurin)公式
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+
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复习



泰勒公式的应用
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1) 泰勒公式在近似计算中的应用

2) 利用泰勒公式求极限

3) 利用泰勒公式证明不等式

复习



注意: 

2 单调区间的可能分界点: 
3 如果在某区间上 0)( ≥x'f

单增

且等号仅在有限),0(≤

(单减).
个点(或一些离散的点)成立, 

若在开区间(a, b)内
定理 1. ,],[)( 上连续在闭区间 baxf

0)( >′ xf

则 在闭区间)(xf

,)0)(( <′ xf

(递减).

(a, b)内可导.

[a, b]上单调递增

1 如果把闭区间[a, b]换成其它区间,

单调性的判别

则函数在该区间上

有类似结论.
驻点和导数不存在的点. 

设函数 在开区间

复习
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定义 . )(xf 在区间 I 上连续,
,, 21 Ixx ∈∀

1 2 1 2( ) ( )( ) ,
2 2

x x f x f xf + +
<若恒有

则称曲线 )(xf 是上凹(凹)的;

1 2 1 2( ) ( )( ) ,
2 2

x x f x f xf + +
>若恒有

则称曲线 )(xf 是下凹(凸)的.

曲线凹凸与拐点

设函数

:21 xx ≠且

拐点 — 连续曲线上凹凸弧段的分界点.

复习
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定义’

(1) 若曲线弧位于其上任意一点的切线的上方,
则称曲线在区间 I 上是上凹(凹)的;

y

o x

y

o x

)(xf 在区间 I 上连续,设函数

(2) 若曲线弧位于其上任意一点的切线的下方,
则称曲线在区间 I 上是下凹(凸)的.

上凹(凹)

下凹(凸)

复习
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2 可能拐点 — 使二阶导数为零和不存在的点.
3 如果在某区间上 ,0)()( ≤≥x''f
个点 (或一些离散的点 )成立,

上是凹 (凸)的.

定理(凹凸判定法) ,],[)( 上连续在闭区间 baxf设函数

在开区间(a, b)内有二阶导数, 0)( >x''f且

上是凹的在闭区间则曲线 ],[)( baxfy =
,)0)(( <x''f

.)(凸的

注意

1 如果把闭区间[a, b]换成其它区间, 

则曲线在该区间

且等号仅在有限

有类似结论.

复习
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复习

连续函数的极值

定义
o

0U( ) :x x∀ ∈

0( ) ( ),f x f x<若恒有(1) 则称 为 的极大点,0x )(xf

称 为 f (x)的极大值;0( )f x

(2) 则称 为 的极小点,0x )( xf
称 为 f (x)的极小值.0( )f x

极大点与极小点统称为极值点;
极大值与极小值统称为极值.

0( ) ( ),f x f x>若恒有
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复习

极值的判别方法

(2) 可能极值点: 驻点和导数不存在的点.
(3) 第一充分条件: 设 f (x) 在x0连续,

两侧邻近左正右负,)( xf ′ 在 0x )( 0xf则 为极大值;
在 两侧邻近左负右正,)( xf ′ 0x )( 0xf则 为极小值.

(4) 第二充分条件:
0)(,0)( 00 <′′=′ xfxf )( 0xf 为极大值;

)( 0xf 为极小值.0)(,0)( 00 >′′=′ xfxf

(1) 设函数在 x0 取得极值且可导, .0)( 0 =′ xf则
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连续函数的最值

复习

求闭区间上连续函数最值的方法:

(1) 求 在 内的可能极值点)(xf ),( ba

(2) 求最大值 M 和最小值 m
maxM = 1{ ( ),f x ,)( 2xf ,)(, mxf" ,)(af ( )},f b
minm = 1{ ( ),f x ,)( 2xf ,)(, mxf" ,)(af ( )}.f b

1 2, , , .mx x x"驻点和导数不存在的点:
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• 当 在 上只有一个可能极值点时,)(xf [ , ]a b

特别:

• 当 在 上单调时,( )f x ],[ ba 最值必在端点处达到.

若在此点取极大 值 , 则也是最大 值. (小)

• 应用问题:  可以根据实际意义判别可能极值点

是否为最大值点或最小值点.

(小)

复习

• 利用三行表判断最值是一种很有效的方法.
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曲线渐近线的求法

( )
( )

lim ( ) ,
x
x
x

f x b
→+∞
→−∞
→∞

=若 则曲线 )(xfy = 有水平渐近线 .by =

0

0
0

( )
( )

lim ( ) ,
x x
x x
x x

f x
+

−
→
→
→

= ∞若 则曲线 )(xfy = 有铅垂渐近线 .0xx =

复习

有则曲线 )(xfy =
斜渐近线 ,y k x b= +( )

( )

lim [ ( ) ( )] 0,
x
x
x

f x k x b
→+∞
→−∞
→∞

− + =若

( )
( )

( )lim ,
x
x
x

f xk
x→+∞

→−∞
→∞

=其中
( )
( )

lim [ ( ) ].
x
x
x

b f x k x
→+∞
→−∞
→∞

= −
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函数图形的描绘

步骤:
1. 确定函数 )(xfy = 的定义域,

及周期性;
2. 求 ,)(,)( xfxf ′′′

3. 列表判别增减及凹凸区间, 
4. 求渐近线;

并求出 )(xf ′ 及 )(xf ′′ 为 0 和
不存在的点;

并考察其对称性

求出极值和拐点;

描绘函数图形.5. 确定某些特殊点, 

复习
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2 2( ) ( ) dx' y' t= +

21 ( ) dy x′= +

2 2d (d ) (d )s x y= +

dx x+
dx

xo

y

x

M dy
T

α

几何意义: d ,s MT=
d cos ,
d

x
s

α=

d sin .
d

y
s

α=

弧微分

( )y f x=

( ),
( ).

x x t
y y t
=⎧

⎨ =⎩
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曲率及其计算公式

在光滑弧上自点 M 开始取弧段, 其长为 ,sΔ 对应的

,αΔ 定义弧段 上的平均曲率sΔ

,K
s
αΔ

=
Δ

αΔ
点 M 处的曲率

0
lim
s

K
s
α

Δ →

Δ
=

Δ
d
ds
α

=

切线转角为

M

M ′
sΔ

( )y f x=

2 3 2(1 )
y
y
′′

=
′+

( ),
( )

x x t
y y t
=⎧

⎨ =⎩

2 2 3 2( )
x' y'' x'' y'
x' y'

−
=

+
( ),x yϕ=

2 3 2 .
(1 )

x
x
′′

=
′+

有曲率近似计算公式1,y′ <<若 .K y′′≈

复习
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曲率圆与曲率半径

T

y

xo

( , )D α β

R
( , )M x y

C

设 M 为曲线 C 上任一点, 在点

在曲线

1 .DM R
K

= =

把以 D 为中心, R 为半径的圆叫做曲线在点 M 处的

曲率圆 (密切圆 ), R 叫做曲率半径, D 叫做曲率中心.

M 处作曲线的切线和法线,

的凹向一侧法线上取点 D 使

曲率半径公式: 1R
K

=                   .=
2 3 2(1 )y′+

y′′

复习
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渐屈线的参数方程(曲率中心公式):

当点 M (x, y) 沿曲线 ( )y f x= 移动时,

相应的曲率中心的轨迹 G 称为曲线 C 的渐屈线,
曲线 C 称为曲线 G 的渐伸线.

2(1 ) ,y yx
y

α
′ ′+

= −
′′
21 .yy

y
β

′+
= +

′′

渐屈线及其参数方程(曲率中心公式)

复习

y

o x

M 渐伸线

渐屈线




