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主要内容



定义
o

0U( ) :x x∀ ∈

0( ) ( ),f x f x<若恒有(1) 则称 为 的极大点,0x )(xf

称 为函数的极大值;)( 0xf

(2) 则称 为 的极小点,0x )( xf
称 为函数的极小值.)( 0xf

极大点与极小点统称为极值点;
极大值与极小值统称为极值.

0( ) ( ),f x f x>若恒有

注：极值与最值的定义有区别.
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一、函数的极值及其求法



注意:
2)  对常见函数, 
1)  函数的极值是函数的局部性质.

3 2( ) 2 9 12 3,f x x x x= − + −例如, 
1=x 为极大点 , 2)1( =f 是极大值; 

1)2( =f 是极小值. 2=x 为极小点 , 
1
2

xo

y

1 2

或导数不存在的点.

定理1. .0)( 0 =′ xf则设函数在 x0 取得极值且可导, 

极值可能出现在导数为0

(由费马引理易证)
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0x

定理2 (极值第一判别法)

,)( 0连续在设函数 xxf 且在 x0 的某去心邻域内

有导数, ,x当 在该去心邻域内取值时

(1) )(xf ′ “左正右负”,

.)( 0 取极小值在则 xxf(2) )(xf ′ “左负右正”,

;)( 0 取极大值在则 xxf

(自证)

x0

y )(xfy =
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例1  求函数 3
2

)1()( xxxf −= 的极值 .

解 1) 求导数: )(xf ′ 3
1

3
2)1( −⋅− xx .3

5
3

5
2

x
x −
⋅=

2) 求可能极值点

令 ,0)( =′ xf 得 ;5
2

1 =x 又: 时导数不存在.2 0x =

3) 列表判别:

x
)(xf ′
)(xf

∃不 0
5
20

+ − +

连续

)0,(−∞ ),0( 5
2 ),(5

2 ∞+

0=∴ x 是极大点，其极大值为 ;0)0( =f

是极小点，其极小值为5
2=x .33.0)5

2( −=f

连续

+= 3
2

x

(驻点和导数不存在的点):
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定理3 (极值第二判别法)
二阶导数, 且

处有在点设函数 0)( xxf
,0)( 0 =′ xf ,0)( 0 ≠′′ xf

,0)()1( 0 <′′ xf若 则 f (x) 在点 x0 取极大值;

,0)()2( 0 >′′ xf若

证 (1) )( 0xf ′′
0

0 )()(lim
0 xx

xfxf
xx −

′−′
=

→ 0

)(lim
0 xx

xf
xx −

′
=

→

,0)( 0 知由 <′′ xf 存在
0

( ) 0,f x
x x
′

<
−

时，故当 00 xxx <<− δ ;0)( >′ xf

时，当 δ+<< 00 xxx ,0)( <′ xf
0x

+ −

由第一判别法知 .)( 0 取极大值在 xxf
(2) 类似可证.

则 f (x) 在点 x0 取极小值.

0x δ+−0x δ

o

0U( ) :x x∀ ∈
o

0U( ),x

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



例2  求函数 1)1()( 32 +−= xxf 的极值 . 

解 1) 求导数

,)1(6)( 22 −=′ xxxf ).15)(1(6)( 22 −−=′′ xxxf

2) 求驻点和不可导点

令 ,0)( =′ xf 得驻点 .1,0,1 321 ==−= xxx

3) 判别

,06)0( >=′′fQ 故 为极小值;0)0( =f

又 ,0)1()1( =′′=−′′ ff 故需用第一判别法判别:

,1)( 左右小邻域内不变号在 ±=′ xxfQ

.1)( 没有极值在 ±=∴ xxf
1 x

y

1−注 也可列表求极值.
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试问常数 为何值时,a xxaxf 3sin
3
1sin)( +=

π
3
2

=x在 处取得极值,

解 =′ )(xfQ 由题意应有

=′ )
3
2( πf

;2=∴ a

又 =′′ )(xfQ )
3
2( πf ′′

)(xf∴ 取得极大值 2( ) 3 .3f π =

例3

,3coscos xxa +

)
3
2(3cos)

3
2(cos ππ +a ,0=

,3sin3sin2 xx −− ,0<

并求出该极值.

指出它是极大值还是极小值,
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例4 设 ,1
)(

)()(lim 2 −=
−
−

→ ax
afxf

ax
则在点 a 处(         ).

)()( xfA 的导数存在 , ；且 0)( ≠′ af
)()( xfB 取得极大值;

)()( xfC 取得极小值;

)()( xfD 的导数不存在.

B

提示 利用极限的保号性和极值的定义 .
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例5  设 )(xfy = 是方程 042 =+′−′′ yyy 的一个解,

若 ,0)( 0 >xf 且 ,0)( 0 =′ xf 则 )(xf 在 ).(0x

(A) 取得极大值;
(B) 取得极小值;
(C) 在某邻域内单调增加;
(D) 在某邻域内单调减少.

提示: ,)( 代入方程将 xf

.0)(4)( 00 <−=′′ xfxf

A

得令 ,0xx =
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,],[)( 上连续在闭区间若函数 baxf 则其最值通常

在可能极值点或端点处达到.

求闭区间上连续函数最值的方法:

(1) 求 在 内的可能极值点)(xf ),( ba

(2) 求最大值 M 和最小值 m
maxM = 1{ ( ),f x ,)( 2xf ,)(, mxfL ,)(af ( )},f b
minm = 1{ ( ),f x ,)( 2xf ,)(, mxfL ,)(af ( )}.f b

y

o x
a

b

( )y f x=

ix

1 2, , , .mx x xL驻点和导数不存在的点:
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二、最大值与最小值问题



• 当 在 上只有一个可能极值点时,)(xf ],[ ba

特别:

若在此点取极大 值 , 则也是最大 值. (小) (小)
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y

o x

)(xfy = y

o x

)(xfy =



特别:

• 当 在 上单调时,( )f x ],[ ba 最值必在端点处达到.

• 应用问题:  可以根据实际意义判别可能极值点

是否为最大值点或最小值点.
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注 1 非闭区间最大值和最小值的求法:

利用极值和增减性分析求出.

注 2 怎样讨论方程有且仅有 2个实根?

)(xfy =y

x
0x

1x 2x
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最大值与最小值问题的一个例子

RESEARCH ON THE INSPECTION POLICES OF
2-FAILURE-MODE SYSTEMS

Su Baohe

1 23 12 1 23 1 2 3 2 12 23 12

1 12 23 1 1 12 23 2 23 12 3

1 1 23 12 1 23 1 2 3 2 1 12 23 12

1 12 23 1 1 12 23 2 23 12 3

{ ( )( )(1 ) [

( ) ( ) ( ) ]

( )( )(1 ) [

( ) ( ) ( ) ]

L R e qe qe R

q q e q q e q e

E e qe qe E

q q e q q e q e

E

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

= − + − − + + − −

− + + + − + − −

− + − − + − − −

− + + + − + − −

3 12 23 23 12 1 12 23 1 1 12 23 2

23 12 3 4 12 1 12 1 23 1 2

5 23 12 1 12 1 23 1 3

6 1 12 1 23 23 1 12 2 23 12 3

[ ( ) ( )

( ) ] ( )( )( )

( )( )( )( )

( )( )[ ( ) ]}/

q q e q q e

q e E q e e

E p e qe

E e e q e B

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

− − − + + + − +

− − + + − −

− + + − −

+ + − − −
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]1,0[)( 在xf试求,N,)1()( +∈−= nxxnxf n设

).(lim nM
n ∞→

解 =′ )(xfQ

,0)( =′ xf令 内的唯一驻点得 )1,0(
],)1(1[)1( 1 xnxn n +−−= −

例1         

nxn )1( − 1)1( −−⋅− nxnxn

( )M n上的最大值 及

故所求最大值为 1( ) ,
1

nn
n

+=
+

1( ) ( )
1

M n f
n

=
+

=∴
∞→

)(lim nM
n

.1−= e11lim (1 )
1

n

n n
+

→∞
−

+

1 ,1x n=
+

x

)(xf ′
)(xf

0+ −

最大

1[0, )
1n +

1
1n +

1( , 1)
1n +

连续

1

)1()1( −⋅+− n

连续
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20

A B
100

C

D

(k为某一常数)

例2  铁路上 AB 段的距离为100 km , 工厂C 距 A 处20
AC⊥AB , 要在 AB 线上选定一点 D 向工厂修一条

已知铁路与公路每公里货运价之比为 3:5 , 为使货

问D 点应如何选取?  

解 ,(km)xAD = 则 ,20 22 xCD +=

)100(3205 22 xkxky −++= ),1000( ≤≤ x

,)3
400

5(
2
−

+
=′

x
xky ,

)400(
4005 2/32x

ky
+

=′′

令 ,0=′y 得 ,15=x ,015 >′′ =xy 所以 为唯一15=x
的极小点, 故 AD =15 km 时运费最省.

总运费

物从B 运到工厂C 的运费最省,

也是最小点,

km,
公路, 

设

x
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清楚(视角θ最大)? 
观察者的眼睛1.8 m,

例3  一张 1.4 m 高的图片挂在墙上 , 它的底边高于

x
解 则

=θ
x

8.14.1arctan + ,8.1arctan
x

− ).,0( ∞+∈x

=′θ 22 2.3
2.3

+
−

x 22 8.1
8.1

+
+

x
,

)8.1)(2.3(
)76.5(4.1

2222

2

++
−−

=
xx

x

令 ,0=′θ 得驻点 ).,0(4.2 ∞+∈=x
根据问题的实际意义, 

值点唯一,
可能极

因此观察者站在距离墙2.4m处看图最清楚.

问观察者在距墙多远处看图才最

设观察者与墙的距离为 xm,

观察者最佳站位存在,

1.4

1.8θ
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例4 证明:当 时，1,10 >≤≤ px .1)1(
2

1
1 ≤−+≤−

pp
p xx

.1],1,0[,)1()( >∈−+= pxxxxf pp令

上连续，在 ]1,0[)( xf
1 1( ) (1 ) , (0, 1),p pf ' x px p x x− −= − − ∈

,0)( =x'f令 ，解得驻点 210 =x

证

由初等函数的连续性, 

另外: f (x)无不可导点. 

,1)0( =f ,1)1( =f

(0) (1) 1,M f f= = =最大值
1(1 2) 1 2 ,pm f −= =最小值

时，故当 1,10 >≤≤ px

,21)21( 1−= pf因为

所以

.1)1(
2

1
1 ≤−+≤−

pp
p xx
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,2
2

3

v
akvsy' −

⋅=

.0),( 3 >+= vkva
v
sy

例5  其中,3kva +设船航行时单位时间的费用为

解 总费用为 y,则

是常数，)0(, >ka v为速度,且船匀速前进,

求最经济的航速.

0,y' =令 ,
2

3
k
av =解得

由上表可知,当航速

v

)(vf ′
)(vf

0 +−

)
2

,0( 3
k

a 3
2k
a ),

2
(3 ∞+

k
a

设总航程为 s, 

.
2

3 时最经济
k
av =

连续

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



例6 

解

一公司有 50 套公寓出租. 当月租金为1000元时,

设一套公寓月租金为 x , 

x

)(xf ′
)(xf

1800
0

)1800,1000[ ),1800( ∞+

+ −

连续

由上表可知,  x = 1800 时函数取得最大值, 
1800 元时可获得最大收入.

公寓会全部租出去. 当月租金每增加 50 元时, 就会多一
套公寓租不出去.  而租出去的公寓每月需花费 100 元的
维修费. 问房租定为多少时可获得最大收入?

则租出去的公寓套数为
50/)1000(50 −− x

公司的净收入为
[50 ( 1000) / 50]( 100), 1000,y x x x= − − − ≥
72 / 25, 0 1800,y' x y' x= − = ⇒ =令

即月房租定为
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)1292( 2 +− xx

1224)9( 2 ⋅⋅−−=Δ 09681 <−=

01292 2 >+−∴ xx

                         )( xxf =

1 04 x− ≤ <
50 2x< ≤

例7 xxxxf 1292)( 23 +−=求函数 在闭区间 ]2
5,4

1[−
上的最大值和最小值.
解: 51( ) [ , ],4 2f x C∈ −易知 且

⎩
⎨
⎧

=)(xf
,)1292( 23 xxx +−−

,1292 23 xxx +−

⎩
⎨
⎧

=′ )(xf
12186 2 −+− xx

12186 2 +− xx

内有可能极值点在 ]2
5,4

1[)( −xf ,2,1,0 321 === xxx

,32
193)4

1( =−f,0)0( =f ,5)1( =f ,4)2( =f ,5)2
5( =f

故函数在 0=x 取最小值0; 在 1=x 及 2
5 取最大值5.

,)2)(1(6 −−= xx
,)2)(1(6 −−−= xx

1 04 x− ≤ ≤
50 2x< ≤

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



作业

习题3-5  1(1,2,5,7,10); 2; 3; 4(2,3); 
5; 6; 8; 9; 10; 13*; 15*.       

下次课内容

第六节 函数图形的描绘

第三章 小结
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内容小结

1. 连续函数的极值

定义
o

0U( ) :x x∀ ∈

0( ) ( ),f x f x<若恒有(1) 则称 为 的极大点,0x )(xf

称 为函数的极大值;)( 0xf

(2) 则称 为 的极小点,0x )( xf
称 为函数的极小值.)( 0xf

极大点与极小点统称为极值点;
极大值与极小值统称为极值.

0( ) ( ),f x f x>若恒有
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内容小结

2. 极值的判别方法

(2) 可能极值点: 驻点和导数不存在的点.
(3) 第一充分条件: 设 f (x) 在x0连续,

两侧邻近左正右负,)( xf ′ 在 0x )( 0xf则 为极大值;
在 两侧邻近左负右正,)( xf ′ 0x )( 0xf则 为极小值.

(4) 第二充分条件:
0)(,0)( 00 <′′=′ xfxf )( 0xf 为极大值;

)( 0xf 为极小值.0)(,0)( 00 >′′=′ xfxf

(1) 设函数在 x0 取得极值且可导, .0)( 0 =′ xf则
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3. 连续函数的最值

内容小结

求闭区间上连续函数最值的方法:

(1) 求 在 内的可能极值点)(xf ),( ba

(2) 求最大值 M 和最小值 m
maxM = 1{ ( ),f x ,)( 2xf ,)(, mxfL ,)(af ( )},f b
minm = 1{ ( ),f x ,)( 2xf ,)(, mxfL ,)(af ( )}.f b

1 2, , , .mx x xL驻点和导数不存在的点:
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• 当 在 上只有一个可能极值点时,)(xf ],[ ba

特别:

• 当 在 上单调时,( )f x ],[ ba 最值必在端点处达到.

若在此点取极大 值 , 则也是最大 值. (小)

• 应用问题:  可以根据实际意义判别可能极值点

是否为最大值点或最小值点.

(小)
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• 列表法是判断最大值点或最小值点的有效方法.




