
第四节

一、函数单调性的判定法

二、曲线的凹凸性与拐点

函数的单调性与
曲线的凹凸性

第三章
微分中值定理
与导数的应用
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主要内容



一、函数单调性的判定法

若在开区间 (a, b) 内
定理1. ,],[)( 上连续在闭区间 baxf

0)( >′ xf

则 在闭区间)(xf

,)0)(( <′ xf

(递减).

证 .0)( >′ xf设 任取 ),(],[, 2121 xxbaxx <∈ 不妨设

f (x) 在 [ x1, x2] 上满足拉格朗日中值定理条件,
))(()()( 1212 xxfxfxf −′=− ξ

),( 21 xx∈ξ ),( ba⊂
0>

故 ,)()( 21 xfxf < 这说明 在[a, b]上单调递增.)(xf

(a, b)内可导.

证毕时类似可证.0)( <′ xf

[a, b] 上单调递增

注 如果把闭区间[a, b]换成其它区间, 有类似结论.

设函数 在开区间

所以
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例1   确定函数 31292)( 23 −+−= xxxxf 的单调区间.

解 12186)( 2 +−=′ xxxf 6( 1)( 2),x x= − −

令 ,0)( =′ xf 得 .2,1 21 == xx

x

)(xf ′
)(xf

)1,(−∞ 2

0 0

1 )2,1( ),2( ∞+

+ − +
连续 连续

故 )(xf 的单增区间为 ,]1,(−∞ );,2[ ∞+

)(xf 的单减区间为 ].2,1[
xo

y

1 2

)(xfy =
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注意:
1) 单调区间的分界点除驻点外, 

例如,

),(,3 2 ∞+−∞∈= xxy

,
3

2
3 x

y =′

.0 不存在=′ xy
3 2xy =

x

)(xf ′

)(xf

)0,(−∞

∃不

0 ),0( ∞+

+−

连续

故 )(xf 的单调递减区间为 ,]0,(−∞

)(xf 的单调递增区间为 ).,0[ ∞+

y

xo

也可是导数不存在的点. 
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注意:

例如, ),,(,3 ∞+−∞∈= xxy

,03 2 ≥=′ xy ,00 0 =′= =xyx 时且仅当

y

o x

3xy =
2) 如果在某区间上 0)( ≥x'f

成立, 

号仅在有限个点 (或一些离散的点)

),0(≤

(单减).

)(xf∴ 的单调递增区间为 ).,( ∞+−∞

且等

则函数在该区间上单增
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例2  证明 tan 0, (0, ).
2

x x x π
− < ∈

证 ( ) tan ,x x xϕ = −令 则

)(xϕ′

x2tan−= 0, (0, )2x π< ∈

( ) (0) 0,xϕ ϕ∴ < =

即 tan 0, (0, ).2x x x π− < ∈

 ,)
2

,0[)( 连续在
πϕ x

x2sec1−=

( ) [0, )2x πϕ∴ 在 单减,
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=

例3  证明当
2

0 π
≤< x 时, 成立不等式 .2sin

π
≥

x
x

证 (自证) ,2sin)(
π

−=
x

xxf令

,]
2

,0()( 上连续在则
πxf ,)

2
,0( 内可导在
π

2x
)tan(cos

2 xx
x

x
−= 0<

,]
2

,0()( 内单调递减在因此
πxf

( ) ( ) 0, (0, ],
2 2

f x f xπ π
≥ = ∈因此

且 )(xf ′ xxx sincos −⋅

从而当
2

0 π
≤< x 时, 成立不等式 .2sin

π
≥

x
x
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例4 证明方程 内在 )
2

,0(cos πxx =

( ) cos , [0, 2].f x x x x π= − ∈令

]2,0[)( π在因为 xf )2()0( πff

有唯一实根.  

① 连续, 

)2/,0()( π在xf所以 内至少有一个零点; 

证

② )(x'f因为 ),2,0( π∈x

)2,0( π

即原方程在 内有唯一实根.            证毕)2,0( π

所以 f (x) 在

单增,

( )y f x= 在 )2,0( π 内有唯一零点,综合①②可知,

)2/,0()( π在xf所以 内最多有一个零点.

,021 <⋅−= π

,0sin1 >+= x
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]1,0[ 上 ,0)( >′′ xf 则 ,)1(,)0( ff ′′

)0()1( ff − 或 )1()0( ff − 的大小顺序是 (      )

)0()1()0()1()( ffffA −>′>′

)0()0()1()1()( ffffB ′>−>′

)0()1()0()1()( ffffC ′>′>−

)0()1()0()1()( ffffD ′>−>′

提示: 利用 )(xf ′ 单调增加 ,
)10()()0()1( <<′=− ξξfff

及

B

例5  设在

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



A

B

y

o x
2x1x

2
21 xx +

y

o x

定义 . )(xf 在区间 I 上连续,
,, 21 Ixx ∈∀

(1) 若恒有 ,
2

)()()
2

( 2121 xfxfxxf +
<

+

则称 的)(xf 图形是上凹(凹)的;

(2) 若恒有 ,
2

)()()
2

( 2121 xfxfxxf +
>

+

则称 的)(xf
连续曲线上凹凸弧段的分界点称为拐点 .

图形是下凹(凸)的 .

设函数
,21 xx ≠且
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二、曲线的凹凸性与拐点

)(xfy =

)(xfy =

y

o x
2

21 xx +1x 2x

)(xfy =



定义’

(1) 若曲线弧位于其上任意一点的切线的上方,
则称曲线在区间 I 上是上凹(凹)的;

y

o x

y

o x

)(xf 在区间 I 上连续,设函数

(2) 若曲线弧位于其上任意一点的切线的下方,
则称曲线在区间 I 上是下凹(凸)的.

上凹(凹)

下凹(凸)
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定理 (凹凸判定法) ,],[)( 上连续在闭区间 baxf设函数

在开区间 (a, b)内有二阶导数,

证 略(有兴趣者看书)

0)( >x''f且

上是凹的在闭区间则曲线 ],[)( baxfy =

,)0)(( <x''f

.)(凸的

注 如果把闭区间[a, b]换成其它区间, 有类似结论.
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注 ,0)( ≥x''f

(或一些离散的点) 成立, 

如果在某区间上 ,0)( ≤x''f

(或一些离散的点) 成立, 
并且等号仅在有限个点

如果在某区间上 并且等号仅在有限个点

则曲线在该区间上是凹的;

则曲线在该区间上是凸的.
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例1  判断曲线
4xy = 的凹凸性.

解 ,4 3xy =′ 212 ,y x′′ =

时，当 0≠x ;0>′′y ,0时=x 0,y′′ =

故曲线 4xy = 在 ),( ∞+−∞ 内是凹的.
x

y

o

4xy =



根据拐点的定义及上述定理, 可得拐点的判别法如下:

若曲线 )(xfy = ,0连续在点x 0( ) 0f x′′ = 或者不存在,

并且 )( xf ′′ 在 两侧异号,0x 则点 0 0( , ( ))x f x 是曲线

)(xfy = 的一个拐点.

注意:
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例2  求曲线 3 xy = 的拐点和凹凸区间.  

解 ,3
2

3
1

−
=′ xy .0,3

5

9
2 ≠−=′′

−
xxy

x

y ′′
y

0)0,(−∞ ),0( ∞+

不存在

连续

+ −

因此点(0, 0)为曲线 3 xy =
的拐点,

o x

y

∪ ∩

]0,(−∞在 是凹的,
[0, ) .+ ∞在 是凸的

曲线 3 xy =

3 xy =
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11
1 2 271, .y y= =

2
336 ( ).x x= −xxy 2436 2 −=′′

对应

例3 求曲线 143 34 +−= xxy 的凹凸区间及拐点.

解 1) 求 :y′′ ,1212 23 xxy −=′

2) 求可能拐点坐标: 令 0,y′′ = 得

,,0 3
2

21 == xx
3) 列表判别

)0,(−∞ ),0( 3
2 ),(3

2 ∞+

y ′′
x

y

0 3
2

+ 0 0− +

故该曲线在 ]0,(−∞ ),[3
2 ∞+及 上凹,

点(0, 1)及 2 11
3 27( , )均为拐点.

2
3[0, ] ,在 上凸

连续 ∪∩∪ 连续

3
2

)1,0( ),( 27
11

3
2

x

y
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例4 证明 .,
2

2 yxeee
yxyx

≠>
+

+

定义 . )(xf 在区间 I 上连续,
,, 21 Ixx ∈∀

(1) 若恒有 ,
2

)()()
2

( 2121 xfxfxxf +
<

+

则称 的)(xf 图形是上凹(凹)的;

(2) 若恒有 ,
2

)()()
2

( 2121 xfxfxxf +
>

+

则称 的)(xf 图形是下凹(凸)的 .

设函数

,21 xx ≠且

( ) , ( , ),tf t e t= ∈ −∞ + ∞令

，则 tet'f =)( ，0)( >= tet''f

,),()( 是凹的在所以曲线 ∞+−∞= tetf
,时故当 yx ≠

( ) ( ) ( ),
2 2

f x f y x yf+ +
>

.,
2

2 yxeee
yxyx

≠>
+

+

证

即
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;

.

;;

;),[ 2
1 ∞+

)1,( 2
1

2
1 −

−± e

例5  曲线
2

1 xey −−= 的凹区间是

凸区间是

拐点为

提示: 求导数列表判别.

)21(2 22
xey x −=′′ −

],[ 2
1

2
1−

],( 2
1−−∞

y

o x

)1,( 2
1

2
1

−
−− e )1,( 2

1

2
1 −

− e

单调减少区间是

单调增加区间是]0,(−∞ ),0[ ∞+

,2
2xexy' −=

).21)(21(2
2

xxe x −+= −

及

2
1 xey −−=
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习题3-4 2; 3(1,4,7,8); 5(2,4,5); 6*; 8(4);
9(2,4,6); 10(1,3*); 11*; 13*; 14. 

作 业

下次课内容
第五节函数的极值与最大值最小值
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注意: 

2 单调区间的可能分界点: 
3 如果在某区间上 0)( ≥x'f

单增

且等号仅在有限),0(≤

(单减).
个点(或一些离散的点)成立, 

若在开区间(a, b)内
定理 1. ,],[)( 上连续在闭区间 baxf

0)( >′ xf

则 在闭区间)(xf

,)0)(( <′ xf

(递减).

(a, b)内可导.

[a, b]上单调递增

1 如果把闭区间[a, b]换成其它区间, 有类似结论.

一、单调性的判别

则函数在该区间上

驻点和导数不存在的点. 

设函数 在开区间

内容小结
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定义 . )(xf 在区间 I 上连续,
,, 21 Ixx ∈∀

1 2 1 2( ) ( )( ) ,
2 2

x x f x f xf + +
<若恒有

则称曲线 )(xf 是上凹(凹)的;

1 2 1 2( ) ( )( ) ,
2 2

x x f x f xf + +
>若恒有

则称曲线 )(xf 是下凹(凸)的.

二、曲线凹凸与拐点

设函数

:21 xx ≠且

拐点 — 连续曲线上凹凸弧段的分界点.
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定义’

(1) 若曲线弧位于其上任意一点的切线的上方,
则称曲线在区间 I 上是上凹(凹)的;

y

o x

y

o x

)(xf 在区间 I 上连续,设函数

(2) 若曲线弧位于其上任意一点的切线的下方,
则称曲线在区间 I 上是下凹(凸)的.

上凹(凹)

下凹(凸)
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2 可能拐点 — 使二阶导数为零和不存在的点.
3 如果在某区间上 ,0)()( ≤≥x''f
个点 (或一些离散的点 )成立,

上是凹 (凸)的.

定理(凹凸判定法) ,],[)( 上连续在闭区间 baxf设函数

在开区间(a, b)内有二阶导数, 0)( >x''f且

上是凹的在闭区间则曲线 ],[)( baxfy =
,)0)(( <x''f

.)(凸的

注意

1 如果把闭区间[a, b]换成其它区间, 

则曲线在该区间

且等号仅在有限

有类似结论.
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T1. 讨论函数
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

0,0

,0,1sin
)(

x

x
x

x
xf

)(lim
0

xf
x→

在 x = 0 的连续性和可导性.

所以 f (x) 在 x = 0 连续;

解

0
)0()(lim

0 −
−

→ x
fxf

x
(2) 因为 不存在,

所以 f (x) 在 x = 0 不可导.

(1) 因为
x

x
x

1sinlim
0→

=

xx

1sinlim
0→

=

0= ),0(f=

部分习题解答
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