
中值定理

导数的应用
研究函数性质及曲线性态

研究和解决一些实际问题

罗尔定理

拉格朗日中值定理

柯西中值定理
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第三章

微分中值定理与导数的应用



一、罗尔( Rolle )定理

第一节

二、拉格朗日中值定理

三、柯西(Cauchy)中值定理

中值定理

第三章
微分中值定理
与导数的应用
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主要内容



费马(fermat)引理

一、罗尔(Rolle )定理

费马(1601 – 1665)

法国数学家, 他是一位律师, 数学

只是他的业余爱好. 他兴趣广泛, 博
览群书并善于思考, 在数学上有许多

重大贡献 . 他提出的费马大定理:
”无整数解方程时当“ nnn zyxn =+> ,2

至今尚未得到普遍的证明. 他还是微积分学的先驱 ,
费马引理是后人从他研究最大值与最小值的方法中

提炼出来的.
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,)( 0 有定义在 xU

且 )( 0xf ′ 存在,)()( 0xfxf ≤
)( ≥或

0)( 0 =′ xf

证: ),()(,)( 00 xfxfxx ≤∈∀ UQ

0( )f x′且
0

0

0

( ) ( )lim ,
x x

f x f x
x x→

−
=

−
存在

0( ),x x−→)( 0xf−′

0( ),x x+→)( 0xf+′

0≥

0≤

0( ) 0.f x′ = x

y

o 0x

)(xfy =

证毕

费马(fermat)引理

)(xfy =
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罗尔(Rolle)定理

)(xfy =如果 满足:
(1) 在闭区间 [a, b]上连续,
(2) 在开区间 (a, b)内可导,
(3) f (a) = f (b),

使 .0)( =′ ξf
x

y

o
a b

( )y f x=

ξ

证: ，上连续在 ],[)( baxfQ

故在[a, b]上取得最大值 M 和最小值 m .

则至少存在一点 ( , ),a bξ ∈
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(2) 若 M > m ,
不妨设 ,)(afM ≠ 则至少存在一点 ( , ),a bξ ∈

,)( Mf =ξ使

.0)( =′ ξf则由费马引理得

(1) 若 M = m , ],,[,)( baxMxf ∈≡则

( , ), ( ) 0.a b fξ ξ′∀ ∈ =故

罗尔(Rolle)定理 )(xfy =如果 满足:
(1) 在闭区间 [a, b] 上连续,

(2) 在开区间 (a, b) 内可导,
(3) f (a) = f (b),

使 .0)( =′ ξf则至少存在一点 ( , ),a bξ ∈

xba ξ

则M 和m至少有一个与端点值不等,
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定理条件不全具备, 结论不一定成立. 例如:
, 0 1,

( )
0, 1.
x x

f x
x
≤ <⎧

= ⎨ =⎩
x1

y

o

( ) ,
[ 1, 1].

f x x
x

=

∈ −
( ) ,

[0, 1].
f x x
x

=
∈x1

y

o1− x1

y

o

注意

罗尔(Rolle)定理 )(xfy =如果 满足:
(1) 在闭区间 [a, b] 上连续,
(2) 在开区间 (a, b) 内可导,
(3) f (a) = f (b),

使 .0)( =′ ξf则至少存在一点 ),,( ba∈ξ
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例1  设 )( xf ],0[ a在 ),0( a上连续, 在 内可导,

( ) 0,f a =且 ,),0( a∈ξ证明至少存在一点

(0) ( ) 0,F F a= =且

( )F' ξ =使

显然, F (x) 在 [0, a]上连续,

在 (0, a)内可导,

,),0( a∈ξ由罗尔定理, 至少存在一点

( ) ( ) 0.f f 'ξ ξ ξ+ =

( )F' ξ
证: 

.0)()( =+ ξξξ 'ff使

.],0[),()( axxfxxF ∈=令
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)(xf若 可导, 试证在 f ( x )的两个零点之间

( ) ( )f x f x′+一定有 的零点.   
[思路 设 ,,0)()( 2121 xxxfxf <==

欲证: ,),( 21 xx∈∃ξ
只要证 0)()( =′+ ξξ ffξe ξe
亦即 [ ( )] 0]x

xe f x ξ=′ =

证:
),()( xfexF x=令

显然 1 2( ) [ , ]F x x x在 上满足罗尔定理条件,
,),( 21 xx∈∃∴ ξ ( ) ( ) ( ) 0,F' e f e fξ ξξ ξ ξ′= + =使

，即 0)()( =′+ ξξ ff 故命题为真.

( ) ( ) 0,f fξ ξ′+ =使

例2.

设 ,,0)()( 2121 xxxfxf <==
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求证存在 (0,1), ( ) ( ) 0.n f fξ ξ ξ ξ′∈ + =使

例3. 设 f (x) 在[0, 1]连续,  在(0, 1)可导, 

证 (自证)

显然 ( )xϕ 在[0, 1]上满足罗尔定理条件,

( )ϕ ξ′ =使

设辅助函数

(0, 1),ξ ∈因此存在 使

1 ( ) ( ) 0,n nn f fξ ξ ξ ξ− ′+ =

(1) 0,f =且

( ) ( ) 0.n f fξ ξ ξ′+ =即 证毕

( ) ( ),nx x f xϕ =
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二、拉格朗日中值定理

法国数学家, 在方程论、解析函数论

及数论方面都作出了重要的贡献, 近百

余年来, 

接地起源于他的工作, 他是对分析数学

产生全面影响的数学家之一.

拉格朗日 (1736 – 1813)

数学中的许多成就都直接或间
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拉格朗日中值定理

44 344 21
)(

        
ξϕ′

(1) 在闭区间[a , b]上连续,
)(xfy =设 满足:

(2) 在开区间(a , b)内可导,

则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使 .)()()(
ab

afbff
−
−

=′ ξ

令

显然, )(xϕ 在[a, b]上连续 , 在(a, b)内可导, 且成立:

证: [思路: 利用罗尔定理,

=)(xϕ )(xf x
ab

afbf
−
−

−
)()(

)(aϕ 由罗尔定理知至少存在一点

,),( ba∈ξ ,0)( =′ ξϕ使

,)(bϕ=
ab

bfaafb
−
−

=
)()(

( ) ( )( ) 0]f b f af
b a

ξ −′ − =
−

考察

证毕
( ) ( )( ) .f b f af

b a
ξ −′ =

−
即
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44 12 −
=34ξ 12 −

函数 4)( xxf = 在区间 [1, 2] 上满足拉格朗日

定理条件, 则中值
3

4
15

例4 填空题

ξ x

y

o
a b

)(xfy =
注1  拉格朗日中值定理的几何意义

( ) ( )( ) f b f af
b a

ξ −′ =
−

.ξ =

注2  拉格朗日公式

( ) ( )( ) f b f af
b a

ξ −′ =
−

( ) ( ) ( )( ).f b f a f b aξ′− = −或

中值
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例5   证明不等式

证:   ),1ln()( ttf +=令 上满足拉格在则 ],0[)( xtf

朗日中值定理条件,

即

因为

故

.)0()1ln(
1

><+<
+

xxx
x

x

=− )0()( fxf

)1ln( x+ , 0 ,
1

x xξ
ξ

= < <
+

ξ+1
x

<
+ x
x

1
,x<

ln(1 ) ( 0).
1

x x x x
x
< + < >

+

( )( 0), 0 ,f x xξ ξ′ − < <

因此应有 使),,0( x∈ξ
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则 )(xf 在 I 上必为常数.
若函数 在区间 I 上满足 ,0)( ≡′ xf)(xf

证: ,)(, 2121 xxxx <不妨设

上满足拉格朗日中值定理的条件,

0,=)()( 12 xfxf − ))(( 12 xxf −′= ξ

,)()( 12 xfxf =所以 由 的任意性可知, 21, xx

)(xf函数 在 I 上必为常数.

推论

1 2( ) [ , ]f x x x在

因此至少存在 使一点 ),,( 21 xx∈ξ

在 I 上任取两点
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例6   证明等式

证:  ,arccotarctan)( xxxf +=设 内则在 ),( ∞−∞

=′ )(xf

由推论可知 Cxxxf =+= arccotarctan)( (常数), 

令 x = 0, ,
2

C π
=得

),( ∞+−∞∈x,
2

cotarcarctan π
=+ xx

2
1

1 x+ 2
1

1 x
−

+
0,=

注: 欲证 Ix∈ 时 ,)( 0Cxf = 只需证在 I 上 ,0)( =′ xf

,0 Ix ∈∃且 .)( 00 Cxf =使

故 证毕).,( ∞+−∞∈xarctan arccot ,
2

x x π
+ =
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三、柯西(Cauchy)中值定理

柯西(1789 – 1857)

法国数学家, 他对数学的贡献主要集中

在微积分学、

《柯西

全集》共有 27 卷.

柯西是经典分析的奠基人之一, 为分析学的发展

复变函数和微分方程方面.  

一生发表论文800余篇,  著书 7 本 , 

做出了重大贡献 . 
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柯西(Cauchy)中值定理

0)()(
)()(
)()(

=′−′
−
− ξξ fF

aFbF
afbf

)(ξϕ′

证明思路:  

(1) 在闭区间[a , b]上连续,
(2) 在开区间(a , b)内可导,

则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使
( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f b f a f
F b F a F

ξ
ξ

′−
=

′−

(3) 在开区间(a , b)内 ,0)( ≠′ xF

要证

)()(
)()(
)()()( xfxF

aFbF
afbfx −

−
−

=ϕ

:)()( 满足及设 xFxf

用罗尔定理.
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证:
( ) ( )( ) ( ) ( ),
( ) ( )

f b f ax F x f x
F b F a

ϕ −
= −

−

)(aϕ

,],[)( 上连续在则 baxϕ 且

( , ),a bξ ∈ 使 ,0)( =′ ξϕ 即由罗尔定理知, 
( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f b f a f
F b F a F

ξ
ξ

′−
⇒ =

′−

思考: 柯西定理的下述证法对吗?
( ) ( ) ( )( ), ( , )f b f a f b a a bξ ξ′− = − ∈Q

( ) ( ) ( )( ), ( , )F b F a F b a a bξ ξ′− = − ∈
两个ξ不
一定相同

错!上面两式相比即得结论. 

( ) ( ) ( ) ( ) 0
( ) ( )

f b f a F f
F b F a

ξ ξ− ′ ′− =
−

作辅助函数

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

f b F a f a F b
F b F a

−
=

−
( ),bϕ=

,),( 内可导在 ba

至少存在一点
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(1) (0)f f−
)0()1( FF −

例7  设
)].0()1([2)( fff −=′ ξξ

(1) (0) ( )
1 0 2

f f f ξ
ξ
′−

=
− 2

( ) ]
( ) x

f x
x ξ=

′
=

′

,)( 2xxF =

,)1,0(,]1,0[)( 内可导在上连续在xf

至少存在一点 ),1,0(∈ξ 使

证: 

设 则 )(,)( xFxf 在 [0, 1]上满足柯西

中值定理条件, 因此在 (0, 1)内至少存在一点ξ , 使
( )f ξ′

=
)(ξF ′01− ξ2

即 )]0()1([2)( fff −=′ ξξ

证明

[ 思路 结论可变形为
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作业

习题3-1   2; 4; 6; 7; 8; 10; 11(2); 12; 13*; 14*.

提示:

xe
xfx )()( =ϕ题14.  考虑

题13.  行列式 bcad
dc
ba

−=

下次课内容

第二节 洛必达法则
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内容小结

且 )( 0xf ′ 存在,)()( 0xfxf ≤
)( ≥或

0)( 0 =′ xf,)( 0 有定义在 xU)(xfy =

费马(fermat)引理

罗尔(Rolle)定理 )(xfy =如果 满足:
(1) 在闭区间[a, b]上连续,

(2) 在开区间(a, b)内可导,
(3) f (a) = f (b),

使 .0)( =′ ξf则至少存在一点 ),,( ba∈ξ
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内容小结

拉格朗日中值定理

(1) 在闭区间[a , b]上连续,
)(xfy =设 满足:

(2) 在开区间(a , b)内可导,

则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使
( ) ( )( ) .f b f af

b a
ξ −′ =

−

则 )(xf 在 I 上必为常数.
若函数 在区间 I 上满足 ,0)( ≡′ xf)(xf推论
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内容小结

柯西(Cauchy)中值定理

(1) 在闭区间[a , b]上连续,
(2) 在开区间(a , b)内可导,

则至少存在一点 ),,( ba∈ξ 使
( ) ( ) ( ) .
( ) ( ) ( )

f b f a f
F b F a F

ξ
ξ

′−
=

′−

(3) 在开区间(a , b)内 ,0)( ≠′ xF

:)()( 满足及设 xFxf
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内容小结

微分中值定理的关系

罗尔定理

拉格朗日中值定理

柯西中值定理

)()( afbf =

xxF =)(
)()( afbf =

xxF =)(

微分中值定理的应用

(1) 证明恒等式

(2) 证明不等式

(3) 证明有关中值问题的结论

应用关键:
利用逆向思维
设辅助函数

费马引理
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