
第二章内容小结

一、导数的概念及计算方法

二、微分的概念及计算方法
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主要内容



一、导数的概念

右导数：

左导数：
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定理：
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导数的几何意义

处可导在点 0)( xxf

函数的可导性与连续性的关系:

处连续在点 0)( xxf

x

y

o

)(xfy =

C

α

T

0x

M
表示曲线 )(xfy = 在点

),( 00 yx 的切线斜率.

)( 0xf ′

切线方程: ))(( 000 xxxfyy −′=−

法线方程: )(
)(

1
0

0
0 xx

xf
yy −

′
−=− )0)(( 0 ≠′ xf

可导在区间 Ixf )( 连续在区间 Ixf )(
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, 0,
( ) (0) (0)

, 0,

x x
f x f ' f '

x x − +

− <⎧
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已知 求 及 ，

解:

例1.

(1)

(2)

(0)f '又 是否存在？

0
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(0) (0),f ' f '− +≠∵ (0) .f '∴ 不存在
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例2. 设 )(xf 在 2=x 处连续,且 ,3
2
)(lim

2
=
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2, 0,
( ) 0, 0, ( ) [ ].

1, 0,

x
f x x f ' x

x
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例3. 设 D

(A) ( , ); (B) ( , );
(C) 0, ( , ); (D) 0, ( , 0) (0, ).

x x
x x

∈ −∞ + ∞ ∈ −∞ + ∞
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例4.若 0)1( =f 且 )1(f ′ 存在, 求 .
tan)1(
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1. 常数和基本初等函数的导数

=′)(C 0 =′)( μx 1−μμ x
=′)(sin x xcos =′)(cos x xsin−

=′)(tan x x2sec =′)(cot x x2csc−
=′)(sec x xx tansec =′)(csc x xxcotcsc−

=′)( xa aa x ln =′)( xe xe

=′)(log xa ax ln
1 =′)(ln x

x
1

=′)(arcsin x 21
1

x−
=′)(arccos x 21

1
x−

−

=′)(arctan x 21
1
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=′)cot(arc x 21
1
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−

二、导数的求法
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2. 四则运算求导法则
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3. 反函数的求导法则
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4. 复合函数求导法则
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5. 高阶导数的运算法则

都有 n 阶导数, 则
)()()1 nvu ± )()( nn vu ±=

)()()2 nuC )(nuC= (C为常数)

=)()()3 nvu

莱布尼兹(Leibniz) 公式

)(xuu = 及 )(xvv =设函数

)( )0(

0

)()( ffvuC
n

k

kknk
n

规定

=∑
=

−
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(1) 逐阶求导法

(2) 利用归纳法

(3) 利用莱布尼兹公式

4)  高阶导数的求法:

=)()( nvu )( )0(

0

)()( ffvuC
n

k

kknk
n

规定

=∑
=

−

，一个高阶导数好算， :vu
.0全为一个从某阶起高阶导数
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6. 隐函数的导数

若由方程 0),( =yxF 可确定 y 是 x 的函数 ,
则称此函数为隐函数 .

隐函数求导方法: ,0),( =yxF由

0),(
d
d

=yxF
x

对 x 求导可得

(含导数 的方程), 然后解出 .y ′ y′
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对幂指函数 ),( 是函数vuuy v= 可用对数求导法:

uvy lnln =

y
y

′1 uv ln′=
u
uv
′

+

)ln(
u
vuuvuy v ′

+′=′

7. 对数求导法

(1) 取对数

(2) 求导

(3) 整理

注 对数求导法也可用于多个函数乘积的导数.
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定理 若参数方程
⎩
⎨
⎧

=
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)(
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tyy
txx
确定了 y 是 x 的函数,

)(,)( tytx且 可导, ,0)( ≠tx' 则 =
x
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d
d

8. 参数式函数的导数
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9. 相关变化率

( ), ( )x x t y y t= =如果 为两可导函数,
,x y并且 之间有联系,
d d,
d d
x y
t t 之间也有联系, 称为相关变化率.

相关变化率问题解法:
找出相关变量的关系式

对 t 求导

得相关变化率之间的关系式

求出未知的变化率
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例1. 求下列函数的导数:
2 2lg( ).y x x a= − −

解:
2 2

1

( )ln10
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− − 2 2
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例2. 设 ,)1(arctansinsin
x

feey xx += 其中 )(xf 可微,

.y′求
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x
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.
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例3. 设由方程
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⎨
⎧

<<=+−
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)10(1sin
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确定函数 ,)(xyy = 求 .
d
d
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2
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解:

d
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d
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x
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方程组两边对 t 求导,得

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



( ) 1
( ) ( )t

'y' t
x' t x' t

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
d
d

y
x

=
d d( )

d d
y

x x
d d d( )
d d d

y t
t x x

=
d

d ( 1)(1 cos )
2( 1)

( )t
t t y

t
ε+ −

+
=

                                     
=

)cos1)(1( yt ε−+

22 )cos1()1( yt ε−+

2 2

3 3
(1 cos ) 2 ( 1)sin .

2( 1) (1 cos )
y t t y

t y
ε ε

ε
− − +

=
+ −

=
x
y

d
d .

( 1)(1 cos )
t

t yε+ −

)1(2 +⋅ t

t− )1( t++)cos1([ yε− ]sin ty'y ⋅ε

d
d

x
t

d 2
d 1 cos

y t
t yε
=

−

)1(2 += t

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



例4. 甲乙两船同时从一码头出发，甲船以30 km/h 
的速度向北行驶，乙船以 40 km/h 的速度向东行驶，

求两船间距离增加的速度.

解:出发 t 时间后，两船间的距离

2 2s x y= +

d 50,
d

s
t
=

2 2(40 ) (30 )t t= +

50 ,t=

故两船间距离增加的速度为50 km/h .

码头 乙 东

甲

北

x
y
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试求函数 的导数. 

解

T1 ( ) ( )f x g x若 和 可微，且 ,0)()( 22 ≠+ xgxf

)()( 22 xgxfy +=

d
d

y
x

2 2

( ) ( ) ( ) ( ) .
( ) ( )

f x f ' x g x g' x

f x g x

+
=

+

2 22 ( ) ( )f x g x
=

+

)(2 xf )(2 xg+)( x'f )(xg'

部分习题解答
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解

T2 设 f (x) 可导,求下列函数的导数:

2 2(sin ) (cos ).y f x f x= +

x
y

d
d

)(cos2 x'f+

)].(cos)(sin[2sin 22 x'fx'fx −=

xsin2⋅ xcos⋅

xcos2⋅ )sin( x−⋅

)(sin2 x'f=
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设 存在,求 的二阶导数:

解

T3 )(x''f 2( )y f x=

y' x2⋅ ).(2 2x'fx=

y''

)].(2)([2 222 x''fxx'f +=

)( 2x''f⋅x2+ )2( x⋅2= )( 2x'f

)( 2x'f=
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T4 求下列函数的导数: ).0(
1

>= xxy x

解

法2 对数求导法：……

'xy' x )(
1

=

⋅=
x

xe
ln1

).ln1(
21

xx x −=
−

法1 'e
x

x )(
ln1

=

2
1(
x

− xln
x
1

+ )1
x
⋅
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2
1

( )y'
−

=

试从 导出:

解

T5 
d 1
d

x
y y'
=

2

2
d(1)
d

x
y

2

2 3
d(1) ;
d ( )

x y''
y y'

= −

d 1 d
d d

x
x y' y

= ⋅
d 1

d y y'
=

3 ;
( )

y''
y'

= −y''⋅ 1
y'

⋅

d d
d d

x
y y

=

3 2

3 5
d 3( )(2) .
d ( )

x y'' y'y'''
y y'

−
=

3

3
d(2)
d

x
y

2

2
d d

d d
x

y y
= 3

d ( )
d ( )

y''
y y'

= −

6( )y'
= −

3
d d( )

d d( )
y'' x

x yy'
= − ⋅

2

5
3( ) .

( )
y'' y'y'''

y'
−

=
3( )y''' y' 23( )y'' y' y''− ⋅ ⋅ 1

y'
⋅
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T6 ,2sin2 xxy = .)50(y求

解

,,2sin 2xvxu ==设

),2sin(22cos2
2
π+== xxu'

,2xv =′ ,2=′′v 0)( =kv )50,,3( L=k

，一个高阶导数好算， :[ vu
0,全为一个从某阶起高阶导数

)2sin(2
2

)( πkkk xu += )50,,2,1( L=k

),2sin(2)2cos(2
2

22
2

2 ππ +=+= xxu''

...,),2sin(2)2cos(2
2

33
2

23 ππ +=+= xxu'''

可以考虑用莱布尼兹公式]
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解 ,,2sin 2xvxu ==设

)2sin(2
2

)( πkkk xu +=

,2xv =′ ,2=′′v 0)( =kv

代入莱布尼兹公式, 得

=)50(y

1= 2x⋅ x2⋅

!2
4950 ⋅

+ 2⋅
492= ).2sin12252cos1002sin2( 2 xxxxx ++−

)50,,2,1( L=k

)50,,3( L=k

)( )0(
50

0

)()50(
50 ffvuC

k

kkk
规定

=∑
=

−

50+)252sin(250 π+⋅ x )2sin(2
2

4949 π+⋅ x

)242sin(248 π+⋅ x

T6 ,2sin2 xxy = .)50(y求
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在点 的增量可表示为0x

的微分,

定义: )(xfy =若函数

)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ

( A 为不依赖于△x 的常数)

则称函数 )(xfy = 而 称为xAΔ 在)(xf

0x点 记作 yd ,d f或 即 .d xAy Δ=

)( xoxA Δ+Δ=

在点 0x 可微,

1. 微分的概念

注 微分的几何意义 切线纵坐标的增量.

三、微分
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2. 可导与可微的关系

3. 微分的计算

微分形式不变性: uufuf d)()(d ′=

(u是自变量或中间变量均成立)

)()(d 有给定值时xxxfy ΔΔ′=

)(d)( 常用xx'f=

定理 在点 可微的充要条件是0x

)(xfy = 在点 处可导,0x

)(xfy =函数

且 0( ).A f x′=
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例1. 已知
2 1arcsin(sin ), d .y y

x
= 求

解：自算

d y = d x
2 2

1
11 (sin )
x

−

12sin
x

⋅
1cos
x

⋅ 2
1( )
x

⋅ −

2 4

1 2sin d .
11 sin

x
x

x
x

= −
−
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例2. 如果函数 f (x) 有导数 则当 时,0
1( ) ,
2

f x′ = 0xΔ →

该函数在 x = x0 的微分 d y 是 (     ).

(A)与△x 等价的无穷小; (B)与△x 同阶的无穷小; 

(C)比△x 低阶的无穷小; (D)比△x 高阶的无穷小. 

B

注： 0
1( )
2

f x′ = ，
1d .
2

y x= Δ
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作业
总习题二 1; 2; 5; 6(1); 7; 8(1,3,4); 9(2);

10; 11; 12(2); 13; 16

下次课内容

第三章第一节 微分中值定理
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T1 设
2 , 0,( )

cos , 0,
x xf x

x x

⎧ ≥
= ⎨

<⎩
(0)f ′ 是否存在?

解:

注: 求分段函数分界点的导数须用左导数和右导数.

20 : ( ) , ( ) 2 ,x f x x f ' x x≥ = =Q

0 0
lim ( ) lim 2 0,

x x
f ' x x

+ +→ →
= =

×

练习题
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0 : ( ) cos , ( ) sin ,x f x x f ' x x< = = −

0 0
lim ( ) lim ( sin ) 0,

x x
f ' x x

− −→ →
= − =

(0) .f '故 存在(0) (0),f ' f '− +∴ =



T1  设
2 , 0,( )

cos , 0,
x xf x

x x

⎧ ≥
= ⎨

<⎩
(0)f ′ 是否存在?

解:

0

( ) (0)(0) lim
0x

f x ff
x−−

→

−′ =
−

(0) .f ′∴ 不存在

(0)f+′ =Q

0 0
lim ( ) lim cos 1,

x x
f x x

− −→ →
= =Q或：

2

0 0
lim ( ) lim 0,

x x
f x x

+ +→ →
= =

(0) .f ′所以 不存在所以 f (x) 在 x = 0 不连续,

2

0

cos 0lim ,
0x

x
x−→

−
= = ∞

−

2 2

0

0lim 0,
0x

x
x+→

−
= =

−0

( ) (0)lim
0x

f x f
x+→

−
−
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T2 设函数在 x0 的左导数和右导数均存在, 
则函数在 x0 [    ].

(A) 连续 (B) 不一定连续

(C) 可导 (D) 不可导

A

因为左导数存在, 

因为右导数存在, 

)()(lim 0
0

xfxf
xx

=⇒
→

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

−→
=所以左连续:

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

+→
=所以右连续:

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



T3 选择题

.)]()1([lim)( 存在af
h

afhA
h

−+
+∞→

设 f (x) 在 x = a 的某个邻域内有定义, 则 f (x) 在
x = a 处可导的一个充分条件是 (      ).

.)()2(lim)(
0

存在
h

hafhafB
h

+−+
→

.
2

)()(lim)(
0

存在
h

hafhafC
h

−−+
→

.)()(lim)(
0

存在
h

hafafD
h

−−
→

( )( )
0, 0,

( )
1, 0.

0.

B C
x

f x
x

a

≠⎧
= ⎨ =⎩

=

不行.反例：

D
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