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一、高阶导数的概念



定义. 若函数 )(xfy = 的导数 )(xfy ′=′ 可导,

或 ,
d
d

2

2

x
y

即

)( ′′=′′ yy 或 ，)
d
d(

d
d

d
d

2

2

x
y

xx
y
=

类似地 ,  二阶导数的导数称为三阶导数 ,
1−n 阶导数的导数称为 n 阶导数 ,
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)(xf 的二阶导数 ,

记作 y ′′

)(xf ′ 的导数为

分别记作

则称
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解:

.3sin 阶导数的求 cxbaxy +=例1 (1).

y'

y''

y'''

cos ,a bc cx= +
2 sin ,bc cx= −
3 cos .bc cx= −
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解:

设 )(sin2 xfxy = ,  求 ,y ′′ 其中 f  二阶可导.

y′

y ′′

xxfx cos)(sin2 ′+

)(sin2 xf=

例1 (2).

x2= )(sin xf⋅ 2x+ )(sin xf ′⋅ xcos⋅

)cos)(sin())(sin2( 2 ′′+′= xxfxxfx

)sin)((sin2 xxfx −′+

x2+ )(sin xf ′⋅ xcos⋅

xxfx 22 cos)(sin′′+

)(sin)sincos4()(sin2 2 xfxxxxxf ′−+=

)(sincos22 xfxx ′′+
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y ′′′

例2.  设 求

解:

,xaey = .)(ny

=′y y ′′

)(ny

,xaea ,2 xaea=

.xanea=

3 , ...,axa e=
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例3(2). 设
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例4.  设 ,sin xy = 求 .)(ny

解: xy cos=′ )sin( 2
π+= x

)cos( 2
π+=′′ xy )sin( 22

ππ ++= x

)2sin( 2
π⋅+= x

)2cos( 2
π⋅+=′′′ xy )3sin( 2

π⋅+= x
…… ,

+= xx n sin()(sin )(

类似可得: ( )(cos ) nx =

)
2
πn

cos( )
2

nx π
+

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



注. 如何求函数
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解: 

的 n阶导数?
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二、高阶导数的运算法则

都有 n 阶导数, 则
)()(.1 nvu ± )()( nn vu ±=

)()(.2 nuC )(nuC= (C为常数)

=)()(.3 nvu +vu n)(
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k
knnn +−−

++
L
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+′′− vu n )2(

)()( kkn vu −

)(nvu++L

— 莱布尼兹 (Leibniz) 公式

)(xuu = 及 )(xvv =设函数
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)()( ffvuC
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n
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用数学归纳法可证莱布尼兹公式成立.

=)()( nvu

莱布尼兹(Leibniz) 公式：

)( )0(
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)()( ffvuC
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kknk
n

规定

=∑
=

−

∑
=

−=+
n

k

kknk
n

n vuCvu
0

)(二项式定理：
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例5. ,22 xexy = 求 .)20(y

解: ,, 22 xveu x ==设 则

xkk eu 2)( 2=

,2xv =′ ,2=′′v 0)( =kv
代入莱布尼兹公式, 得

=)20(y

1= 2x⋅ xe2192⋅ x2⋅
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1920 ⋅

+ 2⋅
xe2202= ).9520( 2 ++ xx
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例2.  ,xaey =
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xe2202⋅
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一个从某阶起高阶导数全为0.

，一个高阶导数好算， :vu注



内容小结

(1) 逐阶求导法

(2) 利用归纳法

(3) 利用莱布尼兹公式:

2  高阶导数的求法:

=)()( nvu )( )0(

0

)()( ffvuC
n

k

kknk
n

规定

=∑
=

−

1  高阶导数的概念

，一个高阶导数好算， :vu
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一个从某阶起高阶导数全为0.



第四节(1)

隐函数的导数
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导数与微分

二 对数求导法

一 隐函数的导数

主要内容



一 隐函数的导数

若由方程 0),( =yxF 可确定 y 是 x 的函数 ,

由 )(xfy = 表示的函数也称为显函数 .

函数为隐函数 .
则称此

隐函数求导方法: ,0),( =yxF由

d ( , ) 0
d

F x y
x

=

两边对 x 求导可得:

(含导数 的方程), 然后解出 .y ′ y′

注.
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例1. 求椭圆
2 2

1
16 9
x y

+ = 在点 3( 2, 3 )2 处的切线方程.

解:

8
x y′⋅ 0,=

y′∴ 2
32

3
=
=

x
y

9
16

x
y

= − 2
32

3
=
=

x
y

3 ,
4

= −

故切线方程为
3 33 ( 2),
2 4

y x− = − −

即 3 4 8 3 0.x y+ − =

2
9

y+

椭圆方程两边对 x 求导
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解:  方程两边对 x 求导, 得
ye

当 0=x 时, ,1=y 可得
1(0) ;y
e

′ = −

y′ y+ yx ′+ 0,= ,y
yy'

x e
−

=
+

解得

( )y
yy'' '

x e
−

=
+

3
(2 2 ) ,

( )

y y

y
y x e ye

x e
+ −

=
+

2( )yx e
= −

+

)( yexy' + )1( y'ey y+−

)(xyy = 由方程 eyxe y =+ 确定, ,)0(y′求 .)0(y ′′例2. 设

2
1(0) .y
e

′′ =
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1) 对幂指函数 ),( 是函数vuuy v= 可用对数求导法:

uvy lnln =

1 y
y

′ uv ln′=
uv
u
′

+

( ln )v u vy u v u
u
′

′ ′= +

二 对数求导法

(1) 取对数

(2) 求导

(3) 整理
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例3. 求 )0(sin >= xxy x
的导数 . 

解:  两边取对数

xxy lnsinln ⋅=

两边对 x 求导

1 y
y

′ xx lncos ⋅=
sin x

x
+

sin sin(cos ln )x xy x x x
x

′ = ⋅ +
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例4. 设 ,)(sin tan xxy = 求 .y′

解(自算).

).1sinln(sec)(sin 2tan +⋅= xxxy' x

,sinlntanln xxy =

,
sin
costansinlnsec2

x
xxxx

y
y'

⋅+⋅=

用对数求导法:
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注. 设 xxy tan)(sin= 求 .y′
1y 2y

提示: 分别用对数求导法求 ., 21 yy ′′

解:

1 2y y y′ ′ ′∴ = +

)1sinln(sec)(sin 2tan +⋅= xxx x

,sin xx+

sin sin(cos ln ).x xx x x
x

+ ⋅ +

tan 2
1 (sin ) (sec lnsin 1), ( 4)xy x x x′ = ⋅ +∵ 由例

sin
2

sin(cos ln ), ( 3)x xy x x x
x

′ = ⋅ + 由例

tan sin
1 2(sin ) x xy x y x= =令 ， ，
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确定的隐函数的导数 .例5. 求

解:  自算

yx xy = y'

,lnln xyyx =

yln

2

2
d ln .
d ln

y y xy y
x x xy x

−
=

−

求导得:

由上式解得: 

x+
y'
y

⋅ xy' ln⋅= ,y
x

+

两边取对数: 
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2) 有些显函数用对数求导法求导很方便 .

例如, ( 0, 0, 1 )
x a ba b x ay a b

b x a b
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= > > ≠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

两边取对数

=yln

两边对 x 求导

y
y
′
= ln a

b
a
x

−
b
x

+

                    x a ba b xy
b x a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
ln a

b
a
x

−
b
x

+

+
b
ax ln +− ]lnln[ xba ]lnln[ axb −
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CT2-3 1(4,6,7,9,12); 2; 3; 4; 5; 8; 10; 11*(2,3)
CT2-4 1(2,3); 2; 3(1,3,4); 4(1,4)

作 业

第四节(2) 由参数方程所确定的函数的导数

第五节 函数的微分

下次课内容
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T1. 设 )()( xgxf 与 均在点 0x 连续, 证明函数

{ })(,)(max)( xgxfx =ϕ

也在 0x 连续.
证:

[2
1 )()( xgxf − )],()( xgxf ++

)()([2
1)( xgxfx +=ψ ],)()( xgxf −−

根据连续函数运算法则 ,

可知 )(,)( xx ψϕ 也在 0x 连续.

{ })(,)(min)( xgxfx =ψ

=)(xϕ

函数与极限习题选解

因为这 2个函数:
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T2 求下列极限:

.)(lim 22 xxxx
x

−−+
+∞→

解.
xxxx

x
x −++

=
+∞→ 22

2lim原式

.1=

11 11

2lim
−−+∞→ −++

=
xxx
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T3. 求下列极限

.
sin1

sin1tan1lim
20 xxx

xx
x −+

+−+
→

解.

)sin1tan1)(1sin1(

sintanlim
20 xxxx

xx
x +++−+

−
=

→
原式

)sin1tan1)(1sin1(

)cos1(tanlim
20 xxxx

xx
x +++−+

−
=

→

)sin1tan1(sin
2
1

2
1

lim
2

2

0 xxxx

xx

x +++⋅

⋅
=

→
.

2
1

=
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T4. 求 .)(sinlim tan
2/

x
x

x
π→

解 2/tan2
2/

)(sinlim x
x

x
π→

=原式

2/tan2
2/

)cos1(lim x
x

x−=
→π

)2/cossin(
cos

1
2

2/

2)cos1(lim
xx

x
x

x
−⋅

−
→

−=
π

.10 == e
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T5. ,sin bxax += ,0,0 >> ba

.ba +

,sin)( bxaxxf −−= .],0[ bax +∈

=+ )()0( baff 0)]sin(1[ ≤+−⋅− baab

证明方程 其中

至少有一个正根, 并且它不超过

证

由初等函数的连续性可知, 且,],0[)( baCxf +∈

0)()0( =+ baff ⇒=+ 1)sin( ba 0)( =+ baf(1) 当 时, 
a + b 就是原方程的一个不超过 a + b 的正根. 

0)()0( <+ baff ),0( ba +(2) 当 时, f (x)在

至少有一个零点, 即方程至少有一个小于 a + b 的正根.

.ba +
综合(1) (2)可知,  原方程至少有一个正根, 并且它不超

过

由零点定理, 

令
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证:

T6. 证明: 若

令 ,)(lim Axf
x

=
∞→

则给定 当

Xx > 时,

又 ,],[)( XXCxf −∈ 根据有界性定理, ,01 >∃M 使

；],[,)( 1 XXxMxf −∈≤

取 ,},1max{ 1MAM += 则 ，),(,)( ∞−∞∈≤ xMxf

)(xf 在 ),( ∞+−∞ 内连续, )(lim xf
x ∞→

存在,  则 必在 内有界.

,01 >=ε

,1)( 恒成立<− Axf

)(xf⇒

)(xf 在 ),( ∞+−∞ 内有界.故

)(xf ),( ∞+−∞

,0>∃ X

AAxf +−≤ )(AAxf +−= )( ；A+< 1
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例1* . 设 bxey xa sin=

解: +=′ bxaey xa sin
)cossin( xbbxbae xa +=

求为常数 ,),( ba .)(ny

bxbe xa cos

)cossin(
2222

22 xb
ba

bxb
ba

aba
+

+
+

+

ϕcos ϕsin

xae= )sin(22 ϕ++ bxba )arctan(
a
b=ϕ

22 bay +=′′ ++ )sin([ ϕbxae xa

222)( )(
n

n bay +=

xaeba 22 +=

LLL

)arctan(
a
b=ϕ

)2sin(22 ϕ++ bxba

)sin( ϕnbxe xa +

)]cos( ϕ+bxbe xa

课外题



例2*. 设 ,3)( 23 xxxxf += 求使 )0()(nf 存在的最高

分析: 
⎩⎨
⎧=)(xf 0≥x,4 3x

0<x,2 3x

x
xf

x

02lim)0(
3

0

−=′
−→

−Q 0=

x
xf

x

04lim)0(
3

0

−=′
+→

+ 0=

0≥x

0<x⎩⎨
⎧=′∴ )(xf

,12 2x
,6 2x

=′′− )0(f
x
x

x

2

0

6lim
−→

0=

=′′+ )0(f
x
x

x

2

0

12lim
+→

0=
⎩
⎨
⎧=′′∴ )(xf

但是 ,12)0( =′′′−f )(,24)0( 自算=′′′+f )0(f ′′′∴ 不存在 .

.____=n 2

又 0≥x,24x
0<x,12x

阶数



2
2cos1sin2 αα −

=

xxy 66 cossin +=
3232 )(cos)(sin xxy +=

xxxx 4224 coscossinsin +−=
222 )cos(sin xx +=

x2sin
4
31 2−=

8
3)( =ny n4⋅

=+ 33 ba )( ba + )( 22 baba +−

x4cos
8
3

8
5
+=

)
2

4cos( πnx +

xx 22 cossin3−

解:

例3*.  设 , 求 .)(ny

)4sin4(
8
3 xy −=′ ),

2
4cos(4

8
3 π

+⋅= x

)]
2

4sin(4[
8
3 2 π

+−= xy'' ),
2

24cos(4
8
3 2 π

+⋅= x

…,y''' ),
2

34cos(4
8
3 3 π

+⋅= x

αα π sin)cos(
2

−=+




