
第四节
无穷小与无穷大

第一章
函数与极限

二、 无穷大

三 、 无穷小与无穷大的关系

一、 无穷小

主要内容
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为

一、 无穷小

定义1 ,时若 口→x ,0)( →xf函数 则称函数 )(xf

例如:
)1(lim

1
−

→
x

x
函数 1−x 为 1→x 时的无穷小;

xx

1lim
∞→

函数
x
1

∞→x 时的无穷小;

xx −∞−→ 1
1lim 函数 x−1

1
为 −∞→x

口→x为 时的无穷小 .

时的无穷小.

,0=

,0=

,0=
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其中α为 口→x
时的无穷小. 

定理1 (无穷小与函数极限的关系)
Axf

x
=

→
)(lim

口
+= Axf )( ,α

证: Axf
xx

=
→

)(lim
0

,0>∀ε 当 δ<−< 00 xx 时,

ε<− Axf )(

Axf −= )(α
.)(,0lim

0
αα +==

→
Axf

xx
且

对自变量的其它变化过程类似可证.

恒成立.

,0>∃δ
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Mxf >)(

二、 无穷大

定义2 0>δ

δ<−< 00 xx一切满足不等式 的 x , 

则称函数 f (x)当 0xx → 时为无穷大,

使对

∞=
→

)(lim
0

xf
xx

在定义中将

①式改为

①

:)(lim
)(

0
+∞=

∞→
→

xf
x

xx

:)(lim
)(

0
∞−=

∞→
→

xf
x

xx

)( Xx >

)( ∞→x

).)(lim( ∞=
∞→

xf
x

(正数 X ),

记作

Mxf −<)(

总存在

恒成立,

若任给 M > 0,

总有

Mxf >)(
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注意:
1. 无穷大不是很大的数, 它是描述函数的一种变化趋势.

2. 函数为无穷大, 必定无界 . 但反之不真!

例如, ),(,cos)( ∞+−∞∈= xxxxf
=)2( πnf )( ∞→∞→ n当πn2

但 )( 2 ππ nf +

)(, xfx 时∞→∴

不是无穷大! o x

y
xxy cos=

0=
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例 .  证明 .1lim
0

∞=
→ xx

证: 欲使 ( )f x
10 0x
M

< − <

只要

即可]

1 ,M
x

>恒有 由定义
0

1lim .
x x→

= ∞
x

y 1
=

若 ,)(lim
0

∞=
→

xf
xx

则直线

0xx = 为曲线 )(xfy = 的铅直渐近线 .

说明: x

y

o

,01
>=∃

M
δ ,00 时当 δ<−< x

1
x

= ,M>
1
x

=

,0>∀ M

[ 0,M∀ >
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三、无穷小与无穷大的关系

,0)(lim =
→

xf
x 口

若 ,)(lim ∞=
→

xf
x 口

;0
)(

1lim
口

=
→ xfx

若 且 ,0)( ≠xf 则

则

定理2 

.
)(

1lim ∞=
→ xfx 口
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第五节
极限运算法则

第一章
函数与极限

1. 极限的四则运算法则

主要内容
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2. 有界函数与无穷小的乘积



1. 极限的四则运算法则

lim ( ) , lim ( ) ,f x A g x B= =若 则有

=± )]()(lim[)1 xgxf )(lim)(lim xgxf ± BA ±=

定理 1   

=)]()(lim[)2 xgxf )(lim)(lim xgxf BA=

3)如果还有条件B≠0 , 则有

=
)(
)(lim

xg
xf

)(lim
)(lim

xg
xf

B
A

=

注 定理 1 可推广到有限个函数和数列极限的情形.
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,)(lim,)(lim BxgAxf == 则有

=± )]()(lim[ xgxf )(lim)(lim xgxf ±

证: ,)(lim,)(lim BxgAxf ==因为 所以

βα +=+= BxgAxf )(,)(
其中 βα , 为无穷小, 于是

)()()()( βα +±+=± BAxgxf
)()( βα ±+±= BA

易知 βα ± 是无穷小, 由极限与无穷小的关系:

BA ±=
定理 1 . 若

)]()(lim[ xgxf ± .BA±=
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定理2

证

.Mu ≤不妨设

,0lim
0

=
→

α
xx

Q ,0>∀∴ ε ,0>∃δ

，时当 ),( 0 δxx
o

U∈ M
εα <

=αu αu εε =⋅< MM

,0lim
0

=
→

αu
xx

故 即 αu 是 0xx → 时的无穷小 .

因为 u 是有界函数, 

恒成立,

恒成立,

有界函数与无穷小的乘积是无穷小.

设 u 是有界函数,                             无穷小.时的是 0xx →α

2. 有界函数与无穷小的乘积
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o x

例1. 求 .sinlim
x

x
x ∞→

解: 1sin ≤xQ

01lim =
∞→ xx

利用定理 2 可知
sin 1lim lim sin 0.

x x

x x
x x→∞ →∞

= ⋅ =

x
xy sin

=

说明: y = 0 是
x

xy sin
= 的水平渐近线 .

y
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例2. .
35

1lim 2

3

2 +−
−

→ xx
x

x
求

35
1lim 2

3

2 +−
−

→ xx
x

x
解:

3lim5limlim

1limlim

22
2

2

2
3

2

→→→

→→

+−

−
=

xxx

xx

xx

x

3252
12

2

3

+×−
−

=
7 .
3

= −

)35(lim

1)(lim
2

2

3
2

+−

−
=

→

→

xx

x

x

x

用代入法.注 分子分母极限均存在,且分母不为 0,
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3
1lim

3 +
−

=
→ x

x
x

解:
9

34lim 2

2

3 −
+−

→ x
xx

x )3)(3(
)1)(3(lim

3 +−
−−

=
→ xx

xx
x

6
2

=
1 .
3

=

x = 3 时分母为 0 ,

分子为 0 .

例3. .
9

34lim 2

2

3 −
+−

→ x
xx

x
求 ]

0
0[ 型

约去极限为0的公因子.对 型,0
0注
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例4 .  求 .
45

32lim 21 +−
−

→ xx
x

x

解: x = 1 时

32
45lim

2

1 −
+−

→ x
xx

x
0,=

312
41512

−⋅
+⋅−

=

.
45

32lim 21
∞=

+−
−

∴
→ xx

x
x

分母 = 0,  分子≠0.

Q
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例5. 求 .
125
934lim 2

2

−+
+−

∞→ xx
xx

x

解: ∞→x 时, ,∞→ 分子 .∞→

2

2

11

11

25

934
lim

xx

xx

x −+

+−
=

∞→

分子分母同除以 ,2x 则

.
5
4

=

分母

“ 抓大头”

原式

][ 型
∞
∞
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一般有如下结果： 为非负常数 )nmba ,,0( 00 ≠

=

mn =当

m
mm

x

axaxa +++ −

∞→

L1
10lim

n
nn bxbxb +++ − L1

10

,
0

0
b
a

,0

,∞

mn >当

mn <当

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



例6.  设
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥
+
−+

<−
=

,0,
1

13

,0,1
)(

3

3
x

x
xx

xx
xf

解: 

)(lim
0

xf
x +→

1)

).(lim),(lim),(lim),(lim
0

xfxfxfxf
xxxx ∞→+∞→−∞→→

求下列极限：

)(lim
0

xf
x −→

Q

1
13lim 3

3

0 +
−+

=
+→ x

xx
x

)1(lim
0

−=
−→

x
x

,1−=

,1−=

.1)(lim
0

−=∴
→

xf
x
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考察左极限和右极限.注 分段函数的分界点求极限,



例6 .  设
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

≥
+
−+

<−
=

,0,
1

13

,0,1
)(

3

3
x

x
xx

xx
xf

解: 

)(lim xf
x +∞→

2)

.)(lim),(lim),(lim),(lim
0

xfxfxfxf
xxxx ∞→+∞→−∞→→

求下列极限：

)(lim xf
x −∞→

Q

1
13lim 3

3

+
−+

=
+∞→ x

xx
x

)1(lim −=
−∞→

x
x

,1=

,−∞=

lim ( ) .
x

f x
→∞

∴ 不存在
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例7. 求 .)1(lim 2 xxx
x

−+
+∞→

解: 原式 2
lim

1x

x

x x→+∞
=

+ +

2

1lim
11 1

x

x
→+∞

=
+ +

1 .
2

=

“ 抓大头”

[0 ⋅ ∞ 型]

对 型,0 ⋅ ∞ 化为 型.0
0

∞
∞

或注
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例8. ,)(lim,)(lim 不存在存在若极限 xgxf
)]()(lim[ xgxf +问 是否存在? 为什么?

答: 反证法: 
，由 )()]()([)( xfxgxfxg −+=

利用极限四则运算法则可知 )(lim xg 存在 ,
与已知条件矛盾.

不存在 . 如果该极限存在, 
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例9.  试确定常数 a 使 .0)1(lim 3 3 =−−
∞→

xax
x

解: 令 ,1
x

t = 则

[ ]
t
a

tt
−−=

→
3

30

11lim原式

,01 =−− a

,01lim
3 3

0
=

−−
=

→ t
at

t

[ ] ,01lim 3 3
0

=−−∴
→

at
t

故

.1−=a因此

,01lim
3 3

0
=⋅

−−
→

t
t

at
t

,0→t
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作业

习题1-4 2(2); 3; 5; 6*; 8.
习题1-5 1(3,5,6,8,10,11,12,13,14); 2(1,3); 3; 5.

下次课内容
第六节 极限存在准则 两个重要极限

第七节 无穷小的比较
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内容小结

1. 无穷小

定义 ,时若 口→x ,0)( →xf函数

则称函数 )(xf 口→x为 时的无穷小.

其中α为 口→x
时的无穷小. 

定理 (无穷小与函数极限的关系)
Axf

x
=

→
)(lim

口
+= Axf )( ,α
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内容小结

(1) 无穷大的定义

2. 无穷大

:)(lim
0

∞=
→

xf
xx

例： ,0>∀M ,0>∃δ

,0 0 时当 δ<−< xx .)( 恒成立Mxf >

(2) 无穷小与无穷大的关系

,0)(lim =
→

xf
x 口

若 ,)(lim ∞=
→

xf
x 口

;0
)(

1lim
口

=
→ xfx

若 且 ,0)( ≠xf 则

则

定理:

.
)(

1lim ∞=
→ xfx 口
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3. 极限运算法则

和差积商的极限 = 极限的和差积商

注意条件: 极限存在, 分母非0.
4. 求函数极限的方法

用代入法.分子分母极限均存在, 且分母极限非 0,

对 型,0
0 约去极限为0的公因子.

分子分母同除以最大项. “抓大头”对 型,∞
∞

有界函数与无穷小的乘积是无穷小. 
对 型,0 ⋅ ∞ 化为 型.0

0
∞
∞

或

内容小结
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考察左极限和右极限.分段函数的分界点求极限,




