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1.  数列

定义 自变量取正整数的函数称为数列,
记作 )(nfxn = { },nx或

nx 称为通项(一般项) .

记作 )(nfxn = }.{ nx或

定义’ 称为数列,一列有序的数 LL ,,,, 21 nxxx
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例如
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注 数列的有界性

Mxf ≤)(
为有界函数.

恒成立, 

恒成立,

Mxf ≤)(

mxf ≥)(

,0>∃ M 使 ,Dx∈∀

,m∃

,M∃ ,Dx∈∀使

,Dx∈∀使若

若 有上界.

若 恒成立, 

Mxn ≤
为有界数列.

,0>∃ M 使 ,N+∈∀n若 恒成立,

恒成立,Mxn ≤,M∃ ,N+∈∀n使若 有上界.

恒成立,mxn ≥,m∃ ,N+∈∀n使若

称 f (x)

称 f (x) 有下界.

称 f (x)

称 { xn}

称{ xn}

称{ xn}有下界.
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定义 }{ nx 及常数 a 有下列关系: 

记作

axnn
=

∞→
lim 或 ( ).nx a n→ →∞

增大时, }{ nx 的极限为 a ,

2.  数列的极限

该定义称为数列极限的直观定义.

若数列 当n无限

xn无限接近于 a, 则称
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例如:
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=
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nxn )(1 ∞→→ n
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再例如:

LL ,2,,8,4,2 n

n
nx 2= )( ∞→∞→ n

LL ,)1(,,1,1,1 1+−− n

1)1( +−= n
nx 趋势不定

发

散
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定义 若数列{ }nx 及常数 a 有下列关系 :

,0>∀ε ,N正整数∃ 当 n > N 时,

记作

几何解释 :

axnn
=

∞→
lim 或 )( ∞→→ naxn

,nx a ε− < 恒成立

则称该数列{ }nx 的极限为 a ,

1 2 3 4 5 6 ... 1 ... ...N N n−o x

y
ε+a
ε−a
a
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x

例1. 已知 ,)1(
n

nx
n

n
−+

= 证明数列 }{ nx 的极限为 1.

证: =− 1nx欲使 1)1(
−

−+
n

n n
,1 ε<=

n

,0>∀ε ,1]1[ +=∃
ε

N正整数 则当 ，时Nn > 恒有

,1)1( ε<−
−+
n

n n
由定义 .1)1(limlim =

−+
=

∞→∞→ n
nx

n

nnn

[ 0,ε∀ >

只要 .]1
即可

ε
>n

ε
1]1[

ε
1]1[ +

ε

1 2 ... ...N N N n+ +
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二、自变量趋于有限值时函数的极限

一、自变量趋于无穷大时函数的极限
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一、自变量趋于无穷大时函数的极限

定义 xxf 当)( 大于某一正数时有定义,

时的极限,

Axf
x

=
∞→

)(lim ).()( 时当或 ∞→→ xAxf

记作∞→xxf 当)(则称 A为函数

如果 x的绝对值无限增大时,

该定义称为 的直观定义.Axf
x

=
∞→

)(lim

f (x)无限接近于常数 A ,

设函数
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例. 填空：

)()(lim)1( 为常数CC
x

=
∞→

)()11(lim)2( =−
∞→ xx

)(
43

2lim)3( =
+∞→ x
x

x 3
2

1−

C
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XX−

ε+A

ε−A
o x

y
)(xfy =

定义 设函数 xxf 当)( 大于某一正数时有定义, 若

,0>∃X ,)(, 恒成立时当 ε<−> AxfXx

则称常 时的极限,

Axf
x

=
∞→

)(lim ).()( ∞→→ xAxf 当或

几何解释:

记作

直线 y = A 为曲线 )(xfy = 的水平渐近线.

,0>∀ε

∞→xxf 当)(数 A 为函数
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例1. 证明 .
2
1

2
1lim =

+
∞→ x

x
x

证:
2
1

2
1
−

+
x

x

,
2

1 ε<=
x

1 0,
2

X
ε

∃ = > ,时当 Xx > ε<−
+

2
1

2
1

x
x

恒成立, .
2
1

2
1lim =

+
∞→ x

x
x

注:

,0>∀ε

o x

y

x
xy
2

1+
=

.
2

1
2
1

的水平渐近线为
x

xyy +
==

,0[ >∀ε 欲使

.]
2
1
即可

ε
>x只要

由定义

2
1
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直线 y = A 仍是曲线 y = f (x) 的渐近线.

注1:
Axf

x
=

+∞→
)(lim ,0>∀ε ,0>∃X 当 Xx > 时,

.)( 恒成立ε<− Axf

几何意义:

X

ε+A

ε−A
o x

y )(xfy =

A

几何解释:
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x
y 1
=

o x

y,1)(
x

xf =例如，

有水平渐近线 ;0=y

,21)( xxf −−=

有水平渐近线 .1=y

又如，

o x

y

xy −−= 21

)(lim xf
x +∞→

)(lim xf
x +∞→

1

,0=

,1=
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.)(lim,)(lim anfaxf
nx

==
∞→+∞→

则如果例2. 证明:

证. ，因为 axf
x

=
+∞→

)(lim ,0>∀ε ,0>∃X

当 Xx > 时, .)( 恒成立ε<− axf

,1][ +=∃ XN正整数所以 ，必有 Xn >

，恒成立从而 ε<− anf )( .)(lim anf
n

=
∞→

由定义

,时当 Nn >

由定义：
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x

y

x

x
y

−
=

1
1

o

,
1
1)(

x
xf

−
=

注2:
Axf

x
=

−∞→
)(lim ,0>∀ε ,0>∃X 当 Xx −< 时, 

.)( 恒成立ε<− Axf

例如，

有水平渐近线 ;0=y

,21)( xxf +=又如，

直线 y = A 仍是曲线 y = f (x) 的渐近线.几何意义:

o

y xy 21+=

)(lim xf
x −∞→

)(lim xf
x −∞→

有水平渐近线 .1=y

,0=

1=
1
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注3：

Axfxf
xx

==
+∞→−∞→

)(lim)(limAxf
x

=
∞→

)(lim
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二、自变量趋于有限值时函数的极限

1 时函数极限的定义

定义:

则称常数A为函数 )(xf 当 0xx → 时的极限,
Axf

xx
=

→
)(lim

0
或

记作

若自变量 x 无限接近于 x0时,

该定义称为 的直观定义.Axf
xx

=
→

)(lim
0

0xx →

f (x)无限接近于常数A,
)(xf 在点 0x 的某去心邻域内有定义,设函数

)()( 0时当 xxAxf →→ .
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例3. 填空：

)()(lim)1(
0

为常数CC
xx

=
→

)()12(lim)2(
1

=−
→

x
x

)0()(lim)3( 0
0

>=
→

xx
xx 0x

1

C
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定义 )(xf 在点 0x 的某去心邻域内有定义,

,0>∀ε ,0>∃δ 当 δ<−< 00 xx 时, ε<− Axf )(

恒成立, )(xf 当 0xx→ 时的极限,

若

记作

该定义就是著名的 极限定义.δε −

设函数

则称常数A为函数

Axf
xx

=
→

)(lim
0

或 )()( 0时当 xxAxf →→ .
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,0>∀ε ,0>∃δ 当 ),( 0 δxx
o

U∈

时, .)( 恒成立ε<− Axf
Axf

xx
=

→
)(lim

0

δ+0xδ0x

ε+A
ε−A A

x0x

y )(xfy =
几何解释:
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例4.  证明 .
3
2

)1(3
1lim

2

1
=

−
−

→ x
x

x

证: ,0[ >∀ ε
3
2

)1(3
12
−

−
−

=
x

x

21
3
1

−+= x

,0>∀ε ,03 >=∃ εδ 当 ,10 时δ<−< x 必有

恒成立，ε<−
−
−

3
2

)1(3
12

x
x

由定义 .
3
2

)1(3
1lim

2

1
=

−
−

→ x
x

x

,1
3
1 ε<−= x ]310 即可只要 ε<−< x

Axf −)(欲使
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定理1  ,)(lim
0

Axf
xx

=
→

若 且 A > 0,

,),( 0 时使当 δxx
o

U∈ .0)( >xf
)0)(( <xf

证: ,)(lim
0

Axf
xx

=
→

Q 即 ,0>∀ε ,),( 0 δx
o

U∃ 当

时, .)( εε +<<− AxfA有 当A > 0时, 

取正数 ,A=ε 则存在相应的去心邻域

.0)( =−> AAxf

则存在
( A < 0 )

),,( 0 δx
o

U

),( 0 δxx
o

U∈

,),( 0 δx
o

U

,),( 0 时δxx
o

U∈

当

当A < 0时类似可证.

2 函数极限的性质
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的某去心邻域内定理 2 0x ,0)( ≥xf
)0)(( ≤xf
且

,)(lim
0

Axf
xx

=
→

则 .0≥A
)0( ≤A

证: 则由定理 1:

使在该邻域内

与已知

同样可证 0)( ≤xf 的情形.

思考:若定理 2中的条件改为 ,0)( >xf 是否必有 ?0>A

否! 2

0
lim 0.
x

x
→

=

0x 的某去心邻域 ,存在

反例：

用反证法. 

条件矛盾.

若在

,0)( <xf

假设 A < 0, 
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3  左极限与右极限

左极限: =− )( 0xf Axf
xx

=
−→

)(lim
0

,0>∀ε ,0>∃δ ,),( 00 时当 xxx δ−∈

.)( 恒成立ε<− Axf

右极限:

定理 3 

=+ )( 0xf Axf
xx

=
+→

)(lim
0

,0>∀ε ,0>∃δ ,),( 00 时当 δ+∈ xxx

.)( 恒成立ε<− Axf

Axfxf
xxxx

==
+− →→

)(lim)(lim
00

Axf
xx

=
→

)(lim
0
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例5. 设函数

研究：

⎩
⎨
⎧

≥

<+
=

.0,

,0,1
)( 2 xx

xx
xf

.)(lim),(lim),(lim
000

xfxfxf
xxx →→→ +−

解： )(lim)1(
0

xf
x −→

)(lim)2(
0

xf
x +→

.)(lim
0

不存在xf
x→

可知，由 )2()1()3(

)1(lim
0

x
x

+=
−→

;1=

2

0
lim x

x +→
= ;0=
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作业

习题1-2   1(3,4,5); 3(2); 4*; 6*;
习题1-3 1; 2(3,5); 5(2); 6(1); 10*; 11*

注 *为选作（下同）

下次课内容

第四节 无穷小与无穷大

第五节 极限的运算法则
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内容小结

1. 数列极限的 “ ε – N ” 定义

,0>∀ε ,N正整数∃ 当 n > N 时,

记作

axnn
=

∞→
lim 或 )( ∞→→ naxn

,恒成立ε<− axn

则称该数列 }{ nx 的极限为a,
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2. 函数极限的 “ ε – X ” 定义

Axf
x

=
∞→

)(lim ,0>∀ε ,0>∃X 当 Xx > 时,

.)( 恒成立ε<− Axf

Axf
x

=
+∞→

)(lim ,0>∀ε ,0>∃X 当 Xx > 时,

.)( 恒成立ε<− Axf

Axfxf
xx

==
+∞→−∞→

)(lim)(limAxf
x

=
∞→

)(lim

内容小结
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内容小结

3. 函数极限的 "" δε − 定义

,0>∀ε ,0>∃δ 当 ),( 0 δxx
o

U∈

时, .)( 恒成立ε<− Axf
Axf

xx
=

→
)(lim

0

=− )( 0xf Axf
xx

=
−→

)(lim
0

,0>∀ε ,0>∃δ ,),( 00 时当 xxx δ−∈

.)( 恒成立ε<− Axf

Axfxf
xxxx

==
+− →→

)(lim)(lim
00

Axf
xx

=
→

)(lim
0
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内容小结

4. 函数极限的性质

保号性: ,)(lim
0

Axf
xx

=
→

若 且 A > 0 

,),( 0 时使当 δxx
o

U∈ 0)( >xf ).0)(( <xf

则存在( A < 0 ),

),,( 0 δx
o

U

的某去心邻域内函数0x 0)( ≥xf ),0)(( ≤xf 且

,)(lim
0

Axf
xx

=
→

则 0≥A ).0( ≤A

若在
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思考与练习

1. 若极限 )(lim
0

xf
xx→

存在, )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

2. 设函数 =)(xf 且 )(lim
1

xf
x→

存在, 则

      .a = 3

是否一定

1,12
1,2

>+
≤

xx
xxa

？

不一定!
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