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分部积分法

1. 不定积分的分部积分法

2. 定积分的分部积分法

主要内容

高等数学Ⅰ

第四章 不定积分 第五章 定积分



第三节 分部积分法

由导数公式 vuvuuv ′+′=′)(

积分得 xvuxvuuv dd ′+′= ∫∫

分部积分公式

xvuuvxvu dd ∫∫ ′−=′

或 uvuvvu dd ∫∫ −=

xu'v d∫
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高等数学Ⅰ

第四章 不定积分



例1   求 .dcos xxx∫
解 原式

xx sin= ∫− xx dsin

.cossin Cxxx ++=

思考 如何求 ?dsin2 xxx∫
提示 原式

xx cos2−= xxx dcos2∫+

∫= xx sind

xx cosd2∫−=

uvuvvu dd ∫∫ −=

xu'v d∫

Cxxxxx +++−= )cossin(2cos2
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例2   求 .dln xxx∫

解 原式

xx ln[
2
1 2= ]d∫− xx

.
4
1ln

2
1 22 Cxxx +−=

∫= 2dln
2
1 xx

uvuvvu dd ∫∫ −=

xu'v d∫
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前者为 后者为u .v ′

解题技巧 :的一般方法及选取 vu

把被积函数视为两个函数之积, 按 “反对幂三指” 的

顺序,

例3  求 .darcsin xx∫

解

反: 反三角函数
对: 对数函数
幂: 幂函数
三: 三角函数
指: 指数函数

−= xxarcsin原式

xxarcsin=

∫
−

x
x

x d
1 2

.1 2 Cx +−+

1⋅
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例4   求 .darctan xxx∫
解 自算

原式

xx arctan
2
1 2= ∫ +

− x
x

x d
12

1
2

2

xx arctan
2
1 2= ∫ +

−− x
x

d)
1

11(
2
1

2

xx arctan
2
1 2= .)arctan(

2
1 Cxx +−−

∫= 2darctan
2
1 xx

反对幂三指

112 −+x
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例5   求 .d2sin xxe x∫

解 原式

xe x 2sin= ∫− xxe x d2cos2

xe x 2sin= xe x 2cos2−

故 原式 .)2cos22(sin
5
1 Cxxe x +−=

∫= xex d2sin

xe x 2sin= ∫− xex d2cos2

∫− xxe x d2sin4

反对幂三指
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例6   求 .d
cos

cosln
2 x

x
x

∫

解 原式

xx coslntan ⋅= ∫
−
⋅− x

x
xx d

cos
sintan

xx coslntan ⋅= ∫ −+ xx d)1(sec2

xx coslntan ⋅= .tan Cxx +−+

∫= xx dtancosln

反对幂三指
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例7   求 .dxe x∫
解 自算

,tx =令 则 ,2tx = ,d2d ttx =

原式 tet t d2∫=

tet(2=

.)1(2 Cxe x +−=

)te− C+

tet d2∫=
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.)0(d22 >+∫ axax例8 求

解 22 axx + ∫
+

− x
ax

x d
22

2

22 axx += ∫
+

−+− x
ax

aax d)(
22

222

22 axx += ∫ +− xax d22 ∫
+

+
22

2 d
ax

xa

∴原式 = 22
2
1 axx + .)(ln

2
22

2
Caxxa

++++

=+∫ xax d22

22 axx += ∫ +− xax d22 ,)(ln 1
222 Caxxa ++++
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例9 已知 )(xf 的一个原函数是 ,cos
x

x
求 .d)( xxfx ′∫

解 xxfx d)(′∫ )(d xfx∫=
)(xfx= xxf d)(∫−

(x= )′
x

xcos C
x

x
+−

cos

−−= xsin 2cos .x C
x

+
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例10 求 .d)ln(sin∫= xxI

解 令 ,ln xt = 则 ,tx e=

,dsin tteI t∫=
CtteI t +−= )cos(sin

2
1

.)]cos(ln)[sin(ln
2
1 Cxxx +−=

xxe x dsin∫类似可得 1 (sin cos )2
xe x x C= − +

xxe x d2sin∫ Cxxex +−= )2cos22(sin
5
1

例5

d d ,tx e t=

,L
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1. 分部积分公式

xuvvuvu dd ∫∫ ′−=

1) 使用原则: xvuv d∫ ′易求出, 易积分

2) 使用经验: “反对幂三指”,  前 u后 v ′

内容小结
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    2. 分部积分法基本例题 

    (1) ∫ xd))(( 正余弦函数多项式  

(2) ∫ xd))(( 指数函数多项式  

(3) ∫ xd))(( 对数函数多项式  

(4) ∫ xd))(( 反三角函数多项式  

(5) ∫ xd))(( 正余弦函数指数函数  

?v'

反对幂三指

前 后u v′
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注 意

(1) 熟记并能够灵活运用基本积分公式

(2) 熟记并能够灵活运用换元积分法和分部积分法

(3) 记住并会迅速算出一些基本例题

(4) 多做题积累经验

∫ )(d))(( xxf ϕϕ=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ

( )df x x =∫
du v =∫

1( )
[ ( )] ( )d

t x
f t ' t t

ϕ
ϕ ϕ −=∫

duv vu x′− ∫
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T1  求 .dsin2 xee xx∫
解 (自算)

原式 ∫= xxx eee dsin

xx ee cos−=

∫−= xx ee cosd

.sincos Ceee xxx ++−=

∫+ xx ee dcos

反对幂三指

练习题
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T2 求 .d
              

xI ∫= 2/32 )1( x+

解 令 ,tan tx = 则

∫= t
eI

t

3sec
tt dsec2⋅ tte t dcos∫=

te t cos= tte t dsin∫+
te t cos= ,dcos tte t∫−te t sin+

故 ∫= tteI t dcos

2
1

=

xearctan

t
x

1

21 x+

⎢
⎣

⎡

+ 21 x
x

⎥
⎦

⎤

+
+

21
1

x
.arctan Ce x +

,dsecd 2 ttx =

tet dcos∫=

Cett t ++= )cos(sin
2
1

tet dsin∫
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第三节 定积分的分部积分法

定理 ,],[)(,)( 上有连续导数在设 baxvxu 则

)()(d)()( xvxuxxvxu
b
a

=′∫ a
b
∫ ′−

b
a

xxvxu d)()(

证 略
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高等数学Ⅰ

第五章 定积分



例1 计算
1
2

0
(1) arcsin d .x x∫

解 原式 = xx arcsin
0
2
1

∫− 2
1

0
x

x
x d

1 2−

12
π

= )1(d)1(
2
1 22

1
2
1

0
2 xx −−+

−

∫

12
π

= 2
1

2 )1( x−+
0
2
1

12
π

=
2
3

+ .1−

vu
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1
(2) sin(ln )d .

e
x x∫

解 原式

.
2

11cos1sind)sin(ln
1

+−
=∴ ∫

eexx
e

11cos1sin +−= ee

1
)]cos(ln[ exx−

∫−
e

xx
1

d)cos(ln

,d)sin(ln
1∫−
e

xx

∫−
e

xx
1

d)sin(ln1sine=

1
)]sin(ln[ exx=

vu

t.x =ln也可以考虑令注

vu

例1  计算
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例2   设 ,]1,0[)( 连续在xf ′′ ,3)2(,1)0( == ff且

,5)2( =′f 求 .d)2(
1
0

xxfx ′′∫

解 =′′∫ xxfx d)2(
1
0

)2(d
2
1 1

0
xfx ′∫

[ )2(
2
1 xfx ′= ]xxf d)2(

1
0∫ ′−

−=
2
5 )2(

4
1 xf

.2=

(分部积分)

0
1

0
1

−=
2
5 1[ (2) (0)]

4
f f−
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∫= 2
0

dcos
π

ttn 2

0
cos d .n x x

π

= ∫

例3 证明 ∫= 2
0

dsin
π

xxI n
n

证 (1)

∫= 2
0

dcos
π

xxn

=
,22

1
4
3

2
31 π⋅⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为偶数,

,3
2

5
4

2
31 ⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为奇数.

,2 xt −= π令 则

∫ 2

0
dsin

π

xxn ∫ −−=
0

2
2

d)(sinπ
π ttn

]sincos[ 1 xx n−⋅−=
0
2
π

∫ −−+ 2
0

22 dcossin)1(
π

xxxn n

∫= 2
0

dsin
π

xxI n
n

,dd tx −= ,
2

0: π
→x ,0

2
: →
πt

∫ −= 2
0

1 dsinsin
π

xxxn∫ −−= 2
0

1 cosdsin
π

xxn(2)
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2 1mI −⋅ 12
22

−
−

m
m

32 −⋅ mI

∫ −−+= 2
0

22 dcossin)1(0
π

xxxnI n
n

∫ −−= −2
0

22 d)sin1(sin)1(
π

xxxn n

2)1( −−= nIn ,)1( nIn −−

由此得递推公式 ,2
1

−
−= nn

n
n II

=mI2 m
m
2

12 −

=+12mI 12
2
+m

m

=0I ∫ 2
0

d
π

x ,
2
π

=

∫= 2
0

dsin
π

xxI n
n

,1dsin2
01 == ∫
π

xxI

,0I

1,I

22 −⋅ mI 22
32

−
−

m
m

42 −⋅ mIL

L ⋅⋅⋅ 3
2

5
4

∫∫ −−−= − 22
00

2 dsin)1(dsin)1(
ππ

xxnxxn nn

,22
1

4
3

2
31 π⋅⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为偶数,

,3
2

5
4

2
31 ⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为奇数.

=∴ nI

3 1
4 2⋅ ⋅ ⋅
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例4  计算

解 原式

.dcos
2
2

5∫ −
π

π
xx

∫=
2

0
5 dcos2

π
xx

3
2

5
42 ⋅⋅= .

15
16

=

∫= 2
0

dsin
π

xxI n
n ∫= 2

0
dcos

π

xxn

=
,22

1
4
3

2
31 π⋅⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为偶数

,3
2

5
4

2
31 ⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为奇数
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例5  计算

解 原式

.d
2

cos4∫ −
π

π
xx

.2/0:;0:
,d2d,2/

ππ →→
==

tx
txtx令

∫=
2

0
4 dcos4

π
tt

∫=
π

0
4 d

2
cos2 xx

.
4

3
22

1
4
34 ππ

=⋅⋅⋅=

∫= 2
0

dsin
π

xxI n
n ∫= 2

0
dcos

π

xxn

=
,22

1
4
3

2
31 π⋅⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为偶数

,3
2

5
4

2
31 ⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为奇数
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内容小结

定理 ,],[)(,)( 上有连续导数在设 baxvxu 则

)()(d)()( xvxuxxvxu
b
a

=′∫ a
b .d)()(∫ ′−

b
a

xxvxu

∫= 2
0

dsin
π

xxI n
n ∫= 2

0
dcos

π

xxn

=
,22

1
4
3

2
31 π⋅⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为偶数,

,3
2

5
4

2
31 ⋅⋅⋅−

−⋅− Ln
n

n
n n 为奇数.

常用结论 (可做为公式用) 
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作 业

习题5-3 7(1,4,5,7,8,10,11,12,13*)   
习题4-3 2; 4; 6; 8; 10; 13; 15; 18; 19; 20; 21; 22; 24.

下次课内容
第四章第四节 有理函数的积分
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T1.  求数列{ }n n 的最大项 .

解 ),1()(
1

≥= xxxf x设 用对数求导法得

)ln1()( 21
xxxf x −=′ −

令 ,0)( =′ xf

得 ,ex =

x
)(xf ′
)(xf

e),1[ e ),( ∞+e

0
连续

+ −

ex = 处 )(xf 又因 ,32 << e

2且 ,33< { }n n为数列故 3 3 的最大项.

列表判别:

由上表可知,  取得最大值.
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习题解答



T2.  

证

型
0
0)( 0x''f

.)()(2)()(lim 02
000

0
x''f

h
xfhxfhxf

h
=

−−++
→

设 存在,证明

h
hx'fhx'f

h 2
)()(lim 00

0

−−+
=

→

洛必达

左边

h
hx'fx'fx'fhx'f

h 2
)()()()(lim 0000

0

−−+−+
=

→

不能用

洛必达

=右边.

])()()()([lim
2
1 0000

0 h
x'fhx'f

h
x'fhx'f

h −
−−

+
−+

=
→

)]()([
2
1

00 x''fx''f +=
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