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知识，只有当它靠积极的
思考得来而不是凭记忆得来的
时候，才是真正的知识。

列夫 托尔斯泰⋅



第1章 绪 论

1.1 计算机科学计算研究对象与特点

1.2 误差分析与数值方法的稳定性

1.3 向量与矩阵的范数



科学计算、理论计算和实验并列为三大科学方

法。现代意义下的计算数学主要研究在计算机上计

算的有效算法及其相关理论，从而使它成为一门新

学科——科学计算。

本课程主要研究现代、行之有效数值方法

1.1 计算机科学计算研究对象与特点



主要内容包括：

微分方程数值解法

本课程主要研究用计算机求解各种数学问题

的数值计算方法及其理论与软件实现

数值代数

数值逼近（数值微分积分）
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三、有好的计算复杂性，既要时间复杂性好，是指节省时

间，又要空间复杂性好，是指节省存储量，这也是建立算法要

研究的问题，它关系到算法能否在计算机上实现。

课程的特点：

一、构造计算机可行的有效算法

二、给出可靠的理论分析，即对任意逼近并达到精度要求，

保证数值算法的收敛性和数值稳定性，并可进行误差分析。

四、数值实验，即任何一个算法除了从理论上要满足上

述三点外，还要通过数值试验证明是行之有效的。



考察，线性方程组的解法

早在18世纪Cramer已给出了求解法则：
Cramer’s Ruler

什么是有效算法？
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从理论上讲 Cramer法则是一个求线性方程组的数值方法，

且对阶数不高的方程组行之有效。

在算法中运用行列展开计算，则总的的乘、除运算次数将达：

21！=9.7×1020（次）

若使用每秒一亿次的串行计算机计算, 一年可进行的运算应为：

30(万年)÷ ≈ ≈

365(天) × 24(小时) × 3600(秒) × 109              3.5 × 1015（次）≈

以求解20阶线性方程组为例，如果用Cramer法则求解，

共需要耗费时间为：

( )20107.9 × ( )15105.3 × 51097.3 ×

但是理论正确的数值方法在

计算机上是否实际可行。



机上都能完成。

为此，人们研究出著

名的 Gauss消去数值方法，它的计算过程已作根本改进，使

得上述例子的乘、除运算仅为3060次，这在任何一台电子计算

寻求新的数值方法，这就是计算机科学计算生命力的来源。

随着科学技术的发展，出现的数学问题也越来越多样化，

有些问题用消去法求解达不到精度，甚至算不出结果，从而

促使人们对消去法进行改进，又出现了主元消去法，大大提

高了消去法的计算精度。

返回本章

Cramer 算法是“实际计算不了”的。



1.21.2 误差分析与数值方法的稳定性

1.2.1 误差来源与分类

1.2.2 误差的基本概念和有效数字

1.2.3 函数计算的误差估计

1.2.4 数值方法的稳定性和避免误差危害的基本原则



1.2.1 误差来源与分类

用计算机解决科学计算问题时经常采用的处理方式是将连

续的问题离散化、用有限代替无限等，并且用数值分析所处理

的一些数据，不论是原始数据，还是 终结果，绝大多数都是

近似的，因此在此过程中，误差无处不在。

误差的来源主要从以下几个方面：



实际问题

数学模型

计算机数值结果

编程实现算法

数值计算方法
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↓
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模型误差

方法误差或称为
截断误差

观测误差

舍入误差



型的解之间的误差

生的误差，如用有限代替无限的过程所产生的误差

1．模型误差

2. 截断误差

由实际问题抽象出数学模型，要简化许多

条件，这就不可避免地要产生误差．实际问题的解与数学模

从数学问题转化为数值问题的算法时所产

截断误差通常是指用一个基本表达式替换一个相当复杂

的算术表达式时所引起的误差。这一术语从用截断Taylor级

数替换一个复杂的算术表达式的技术中衍生而来。
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计算过程中也可能产生误差

测手段的限制，得到的数据必然有误差

3. 观测误差

4. 舍入误差

例如， 产生的误差

就是舍入误差。

41421.12 −= = L00000365.0E

用 近似代替 ，4121.1 2

初始数据大多数是由观测而得到的。由于观

以计算机为工具进行数值运算时，由于计算

机的字长有限，原始数据在计算机上的表示往往会有误差，在



模型和观测两种误差不在本课程的讨论范围

这里主要讨论算法的截断误差与舍入误差，而截

分析初始数据的误差通常也归结为舍入误差

研究计算结果的误差是否满足精度要求就是：

返回本节

断误差将结合具体算法讨论

误差估计问题



1.2.2 误差的基本概念和有效数字

设x为精确值，

ax −

因此误差 x-a 也未知。

称

通常准确值 x 是未知的，

为近似值的绝对误差，简称误差。

a为x的一个近似值，

aeax ≤−
绝对误差界

误差 x-a 可正可负。

绝对误差（误差）

则 叫做近似值的误差界（限）。ae 它总是正数。

定义1.4

定义1.5 设x为精确值， 若有常数a为x的一个近似值，

ea使得

（1-13）



例如，用毫米刻度的米尺测量一长度x，读出和该长度

接近的刻度a，a是x的近似值，它的误差界是0.5mm，于是有

mm5.0≤− ax

如若读出的长度为765mm ，则有，

5.0765 ≤−x

虽然从这个不等式不能知道准确的 是多少，但可知x

绝对误差界

,5.7655.764 ≤≤ x

结果说明 在区间 内。x ]5.765,5.764[



对于一般情形 ，aeax ≤− 即可以表示为

≤− aea

也可以表示为

。aeax ±=

但要注意的是，误差的大小并不能完全表示近似值的好坏。

x ,aea +≤



实际计算中，如果真值 未知时，x

若 ，0≠x

称为近似值a 的相对误差。

作为 的相对误差，a 条件是 较小。x
ax −

通常取

相对误差（误差）

则将近似值的误差与准确值的比值

≈

定义

ax −
x

ax −
x

ax −
a

相对误差也可正可负。
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有两个量 x=3.000， x=3.100，

1.0−=−ax

x
ax −

又有两个量 ，0.300=x
ax −

x
ax −

,0.310=a

绝对误差
相
对
误
差

绝对误差
相
对
误
差

则其绝对误差：

00.3
1.0−

= ,10333.0 1−×−=

,101.0 2×−=

4

2

103.0
101.0

×
×−

= 110333.0 −×−=

例

其相对误差为：

则其绝对误差：

其相对误差为：



上例说明绝对误差有较大变化，相

对误差相同。作为精确值的度量，绝对

误差可能会引起误会，而相对误差由于

考虑到准确值本身的大小而更有意义。



相对误差的绝对值上界叫做相对误差界（限），记为：

相对误差界（限）
a
eaax −

a ≤



其近似值 ,求a718.2=aL71828182.2=e

L00028182.0=−ae

≤− ae

≈=
−

718.2
0003.0

a
ae

相对误差界为：

不是唯一的。我们要注意它们的作用

0.0003

0.0002。

此例计算中不难发现，绝对误差界和相对误差界并

已知

，因此其绝对误差界为：

的绝对误差界和相对误差界。

解：

例1

≤0001110375.0



当准确值x位数比较多时，常常按四舍五入的原则得

到x的前几位近似值a，

L14159265.3π ==x

取3位 ,14.31 =a

取5位 ,1416.32 =a

它们的误差界的取法应为：

,10
2
114.3π 2−×≤−

例如

L00159265.01 =− aπ

L00000735.02 −=− aπ

.10
2
11416.3π 4−×≤−

误差界的取法



LL n
k aaaa 21.010 ×±= （1-14）

的一个数字， ,01 ≠a

.10
2
1 nkax −×≤− （1-15）

则称a为x的具有n位有效数字的近似值。

定义1.6 设 x 为精确值，a为x 的一个近似值，表示为：

可以是有限或无限小数形式，其中 是0到9中),,1( niai L=

如果其绝对误差界n为正整数，k为整数，



，310
2
10003.0 −×<<− ae

，2718.0101 ×=a

27182.0107182.2 1
1 ×==a

3
1 10

2
100009.0 −×<<− ae

1a

在例1中，

而 3

的具有4位有效字的近似值。如果取L71828182.2=e

因

也只是e 的具有4位有效数字的近似值。

−=− nk ⇒ ,4=n 即a 是那么，

由于



2718.01002718.0 1×== −a

L0271828182.0=x

作为同样我们可以分析出

的近似值，也具有4位有效数字。

510
2
1000002.0 −×<<− ax

5−=− nk ⇒ 。4=n

这是因为：

那么，有

这表明：有效数字位数与小数点的位置无关



如果一个近似值是由精确值经四舍五入
得到的，那么，从这个近似值的末尾数向前
数起直到再无非零数字止，所数到的数字均
为有效数字

一般来说，绝对误差与小数位数有
关，相对误差与有效数字位数有关



，00.138=a ,0312.0−=b 。41086.0 −×=c

,1013800.0 3×=a ,10312.0 1−×−=b 。41086.0 −×=c

210
2
1 −×≤− ax ⇒23 −=− n 5⇒ =n

下列近似值的绝对误差限均为0.005，问它们

各有几位有效数字？

解：首先将它们表示成标准形式

则由已知条件，

练习1

即a有5位有效数字；



210
2
1 −×≤− bx ⇒ 21 −=−− n

⇒ 1=n

210
2
1 −×≤− cx ⇒ 24 −=−− n

⇒ 2−=n

即b有1位有效数字；

同理，由

由

即c无有效数字。

,10312.0 1−×−=b

,1086.0 4−×=c



其表达形式如
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则 至少具有 位有效数字。a n

（1-17）

a n（1）如果 有 位有效数字，则

为某个精确值， 为它的一个近似值，设实数 x a定理 1.7
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由（1-14）可得到

a （1-18）
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1
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结论（1）成立。
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所以如果 n有 位有效数字，那么a

再由（1-17）和（1-18）

n

a
a
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由定义1.6知，a n具有 位有效数字。
返回本节



近似值为a，f(a)作为 f(x)近似 。

1.2.3 函数计算的误差估计

我们用Taylor展开的

≤− )()( afxf

方法来估计其误差。即有

)(xf设一元函数 具有二阶连续导数，自变量 的一个x

=)(xf

=− )()( afxf

进一步，有

( ) ( ) ,
2

)()()(
2''

' axfaxafaf −
+−+

ξ

( ) ( ) ,
2
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ξ

+− axaf )(' ,
2

)( 2'' axf −ξ
取绝对值，由三角不等式，得



注意不等式

,
2

)(
)()()(
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'

axf
axafafxf

−
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ξ

相比不太大，

其中 ξ x a与 之间。在

近似误差

ax − )(af的二次项，得到 的一个则可忽略

axaf −)('≈− )()( afxf

如果 )()(,0)( '''' affaf 与ξ≠



naaa ,,, 21 L的近似值分别为 ，则
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练习2 已知 均为有效数字，,21.11 =a ,65.32 −=a 81.93 =a

求 的相对误差界。321 aaa ⋅+

解：取 ( ) ,,, 321321 xxxxxxf ⋅+=
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−

321
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,,
,,,,

aaaf
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根据（1-20）式，得
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,10
2
1 2

11
−×≤− ax ,10

2
1 2

22
−×≤− ax,10

2
1 2

33
−×≤− ax 从而

( ) ( )
321

321321

aaa
aaaxxx

⋅+
⋅+−⋅+

321

231
aaa
aa
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++

≤ 210
2
1 −×× 0052.010

2
1038.1 2 =××≈ −



。这时由（1-24）可知，计算的相对误差会很大，

（1-24）
( )

21

2211

21

2121 )(
aa

axax
aa

aaxx
−

−+−
≤

−
−−−

当 时，必有21 xx ≈ 21 aa ≈ ，则 ，进而021 ≈−aa

会导致计算值的有效数字的损失。

在计算中应尽量避免出现两个相近的数相减

21

1
aa −
≈ ∞+

观察

结论



a
acbb −−−

=
2

a
bb +−

)0(022 ≠⋅=++ cacbxax

a
acbbx −+−

=
2

1

acb >>2 bacb ≈−2如果 ，则 ，用上述公式计算时

一元二次方程

总之，两者其中之一必将会损失有效数字。

例4

有两个根，其求根公式为

a
acbbx −−−

=
2

2,

如果 0>b ，则有 a
bb +−

a
acbb −+− 2

=≈1x 0=

如果 0<b ，则有 2x ≈ a
bb +−

a
bb −−

0=



022 =++ cbxax

,)sgn( 2

1 a
acbbbx −−−

=

)sgn(b

其中

是b 的符号函数。

一般解二次方程 （设 均不为零），ba,

1
2 ax

cx =

=
时当 0,1 >b

时当 01 <− b，

应取

,6381 +=x 6382 −=x

94.763 ≈

9.1594.70.86381 =+≈+=x

06.094.700.86382 =−≈−=x ，只有一位有效数字。

01162 =+− xx方程 的根为:

若取三位有效数字计算，有 ，则由习惯的公式

，有三位有效数字。

．

例

而



，如果改用公式:

1
2

1
x

x = ,0629.02 ≈x，计算得

L062746.0的精确值是2x

具有三位有效数字。

时发生了两个相近数相减，2x其原因为在计算

数字损失。

返回本节

造成有效



否则，出现与数值稳定相反的情况，

用某一种数值方法求一个问题的数值解，如果在方法的计算

过程中舍入误差在一定条件下能够得到控制（或者说舍入误差

的增长不影响产生可靠的结果），则称该方法是数值稳定的；

则称之为数值不稳定的。

1.2.4 数值方法的稳定性和避免误差危害的基本原则

1.数值方法的稳定性



,
5

1

0
dx

x
xI

n

n ∫ +
=

=+ −15 nn II

由于

则递归算法如下：

  ,  51
1−−= nn I

n
I1.

  ,  1
5
1

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=− nn I

n
I2.

7,,2,1,0 L=n

== ∫ −1

0

1dxxn

=
+∫
−

dx
x
xn1

0

1

5
5

计算积分练习1

解：

dx
x
xn

∫ +

1

0 5
+ dx

x
xx nn

∫ +
+ −1

0

1

5
5

n
1

5
6ln0 =I

0210.07 =I

由 71 ,, II L

07 ,, II L由

计算出

计算出



nI 方法1n
0 1820.0 1820.0 1820.0
1
2

0880.0 0880.00900.0
0580.0 0580.00500.0

4
5
6
7

3 0431.0
0343.0 0343.0

0830.0 0431.0
0165.0−

0284.0 0284.00250.1
0240.0 0240.0
0210.0 0210.0

9580.4−
933.24

方法2



设 0I 的近似值为 0I ，然后按方法1计算 71 ,, II L

的近似值 71 ,, II L ，如果 初计算时误差为： 000 IIE −=

递推过程的舍入误差不记，并记 nnn IIE −= ，则有

由此可见，用该方法计算 71 ,, II L 时，

，那么计算 7I 时产生的舍入误差

放大了 倍，因此，该方法是数值不稳定的。125,7857 =

按方法2计算时，记初始误差为 777 IIE −= ，则有

生的舍入误差为 0E

0I 时产当计算

000 IIE −= 15
1 E⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 25

1
5
1 E⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ==L 7

7

5
1 E⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

777 IIE −= ( ) 65 E−= ( ) ( ) 555 E−⋅−= ==L

由此可知，使用公式2计算时不会放大舍入误差。

该方法是数值稳定的。因此，

( ) 0
75 E−



为了用数值方法求得数值问题满意的近似解，

中应注意下面两个基本原则。

在数值运算

2、避免误差危害的基本原则

(I)避免有效数字的损失

（3）避免小数做除数或大数做乘数。

在四则运算中为避免有效数值的损失，应注意以下事项：

（1）在做加法运算时，应防止“大数吃小数”；

（2）避免两个相近数相减；



,63015
1000

1
∑
=

+=
i

ix δ 4.0=iδ

55 10000004.010000004.0 ×++×+ L

在五位十进制的计算机上计算

解 计算机作加减法时，先将所相加数阶码对齐，根据

510000004.0 ×因其中 的舍入结果为0，所以上式的计算结果是

51063015.0 ×

53 1063015.0104.0 ×+×

。这种现象被称为“大数吃小数”。

后一种方法的结果是正确的，前一种方法的舍入误差影响太大。

例2

字长舍入，再加减。

规范化和阶码对齐后的数表示为:

=x 51063015.0 ×

iδ 相加，再和63015相加，即次序，先把1000个

444 3444 21 L
1000

4.04.04.0

1000个

+++ 51063015.0 ×+

=×+×= 55 1063015.010004.0 51063415.0 ×

，那么上式用iδ如果用63015依次加各个

如果改变运算

=x =



810
2712.3 −+

8
8 102712.3

10
2712.3 ×+=+ −

910)2.0120000000037.0( ×+=
8102×=

又例如, 在八位十进制计算机上，计算

为9位尾数左移变成机器零，

9102.0 ×3.712 与 在计算机上做和时，

大数做乘数时，容易产生大的舍入误差，应尽量避免。

3.712由于阶码升

这便说明用小数做除数或用



就是所求的值。

01
1

1)( axaxaxaxp n
n

n
nn ++++= −

− L

k
k xt = ,10

k
kk xaxaau +++= L

,,,2,1 nk L=
⎩
⎨
⎧

=
=

00

0 1
au

t

如果直接逐项求和计算，需要大约 次乘法运算 即n2

例如，多项式求值运算，设

若取 ，

nu=)(xpn

(II)减少运算次数

x x⋅ 2x x⋅ → x⋅3x →L→ x⋅1−nx nx→→

xa ⋅1,n
n xa ⋅ ,1

1
−

− ⋅
n

n xa ,L

次1−n

n次

1−

则有递推公式：

总的计算量需进行 次乘法。n2

⋅= kk txt

kkkk tauu ⋅+= −1



若将公式变成如下递推公式，即令

01 axa +++L

01
3

3
2

21 ))(( axaxaxaxaxa n
n

n
nnn +++++= −

−
−

−− L

==L

01221 ))))(( axaxaxaxaxa nnn ++++++= −− LL

=ks kknnn axaxaxaxa +++++ +−− )))(( 121 LL

0,1,2,2,1 L−−= nnk

0s=)(xpn

若令

nn as

=)(xpn
1−nx1−+ nn axa( )

=

kkk asxs +⋅= +1

则有递推公式：

总的计算量为n次乘法。就是所求的的值。



3910

5 ( ) ((((5 0) 1) 3) 1) 1P x x x x x x= + + − + −5 ( ) ((((5 0) 1) 3) 1) 1P x x x x x x= + + − + −

5 0 1 -3 1 -15 0 1 -3 1 -1

令X=22

7810

2

20

2

4221

22

79158 157 5 (2)P=

以上计算过程称之为 秦九韶算法

( ) 135 235
5 −+−+= xxxxxP( ) 113105 2345

5 −+−++= xxxxxxP



，要计算十万项的和，计算量很大，另

一方面舍入误差的积累也十分严重。

精确到

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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+
++++=

−
+ +

LL
1253

2
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1ln

1253

n
xxxx

x
x n

∑
∞

=

+−=+
1

1)1()1ln(
n

n
n

n
xx 2ln利用 计算

,
3
1

=x取

1010 −只须计算前9项的和，截断误差便小于

如果改用级数

510 −

，若要例6

3
11

3
11

ln
−

+
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⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
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⎜
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LL
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3
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5
3
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3
3
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3
12

1253

n

n

2ln

返回本章



1.3  1.3  向量与矩阵范数

1.3.1  向量范数

1.3.2  范数的等价性

1.3.3  矩阵范数

1.3.4 矩阵范数的性质



数复变量大小的度量。

，即在 意义下，( ) xxf =

xx ⋅= αα（2）齐次性

yxyx +≤+（3）三角不等式

注意到 满足以下三个条件：xxf =)(

0=x（1）非负性 当且仅当 时0=x0≥x

我们在讨论实数、复数的大小、误差时，把任何

一个实数变量或复数复变量与一个非负实数联系起来

这个实数提供了实数变量或复



其中每一个函数都可以看作向量或矩阵大小的

把任何一个向量或矩阵与一个非负实数联系起来，

在某种意义下，这个实数提供了向量和矩阵的大小的

度量。

取不同的向量或矩阵，就对应有一类向量或矩阵

一种度量。

函数，

二、研究矩阵和向量的序列以及级数的收敛准则

范数的主要的应用：

一、研究这些矩阵和向量的误差估计



1.3.1 向量范数

0=x（1）非负性 当且仅当 时0=x0≥x

xx ⋅= αα（2）齐次性

yxyx +≤+（3）三角不等式

则称函数 为 上的一个向量范数。⋅ nC

C∈α即对任意向量x和y以及任意复常数

，若该函数满足以下三个条件：xxf =)(实值函数，记为

定义1.1
nC ( n维复向量空间）上的一个非负定义在



,),,,( 21
T

nxxx L=x设任意n维向量 (  为向量x的转置）。Tx

常用的向量范数有：

∑
=

=
n

i
ix

1
1

x (1-1)

(1-2)xxxx ⋅=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

H
n

i
i

2
1

1

2

2 (   为向量 的共轭转置）Hx x

ini
xx

≤≤∞
=

1
max (1-3)

+∞<≤⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

px
pn

i

p
ip

1,
1

1
x (1-4)

上述四种范数分别称为１，2，∞范数和p-范数表示 的模。ix ix



前面三种范数都为p-范数，当ｐ＝１，2，∞时的范数。

注意，当时 ，∞→p 。
∞

→ x
p

x

p
ini

p xx
≤≤∞

=
1
max

两边开p次方得

,)(
1

1

1

∞
=

∞
⋅≤≤ ∑ xx p

n

i

pp nx ,1lim =
∞→

p

p
n由于 ∞

→ x
p

x故

容易验证以上三种范数均满足范数定义中的三个条件。

下面我们分析向量的１，2和∞-范数的几何意义，

为此，不妨设 ,),( 2
21 R∈= Txxx 1≤

∞
x 1

1
≤x和 。

p
ini

n x
≤≤

⋅≤
1
max pn

∞
⋅= x

事实上，

、1
2
≤x

∑
=

n

i

p
ix

1
≤



1x

2x

1

1−

1−

1
1

2
=x

1
2
<x

1x

2x

1

1−

1

1−
12

2
2
1 =+ xx

1x

2x

1−

1−

1

1

{ }1,1max 21 =< xx

{ }1,1max 21 <= xx
{ }1,1max 21 << xx

121 =−− xx
121 =− xx

121 =+ xx
121 =+− xx

121 <+ xx



Wxx
W
=加权的范数：

一般情况下，对给定的任意一种向量范数 ⋅ ，

其中W 为对角矩阵，

是它的每一个分量的权系数。

加权的1-范数为：

1
xx W

W
=

13

2

1

200
030
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
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⎝
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−
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x
x
x

321 23 xxx ++=

3
321 ),,( C∈= Txxxx

,
200

030
001

33×∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
= CW

例如,对任

加权的2-范数为：

2
Wx

w
=x ( ) 2

12
3

2
2

2
1 49 xxx ++=

可定义出

其对角元素



例 对任给 3
321 ),,( Cx ∈= Txxx ,试问如下实值函数是否构成

向量范数？

,2.1 321 xxx ++ ,52.2 321 xxx −+ ,.3 4
3

4
2

4
1 xxx ++

321 23.4 xxx ++

答：1.和2.不满足非负性条件，

3.不满足齐次性条件都不是向量范数；

4. 满足加权向量范数的定义，故构成向量范数。

231 5
2,0 xxx ==2.中取

231 2,0 xxx −==1.中取

？ ？ ？
？

× × ×
√



,),,,( 21
nT

n Cxxx ∈= Lx ,),,,( 21
nT

n Cyyy ∈= Ly

≤),( yx

( )yxyx λλ ++≤ ,0

( ) ( ) ( ) )(,,2, 2 λλλ fyyyxxx =++≤

( ) ( ) ( )2
4 , 4 , , 0x y x x y y− ⋅ ≤由二次函数的判别式： 得证。

对任给

称之为Cauchy-Schiwatz不等式。

证：

),( xx 22
yx ⋅=⋅ ),( yy

恒有

( ) ( ) ( ) ( )yyxyyxxx ,,,, 2λλλ +++=



=
1

x

=
2

x

=
∞

x

( )T4,2,1−=x例：求向量 的１，2和∞-范数。

解： ;7421 =++−

=++− 222 421

{ } 。44,2,1max =−

21

返回本节



∞∞
≤≤ xxx n

1

121

1 xxx ≤≤
n

22

1 xxx ≤≤
∞n

2

1

2 max ini
xx

≤≤∞
=

≤2

2
x

2）

3）

以3）为例证明之，事实上，

又 ，故3）得证。

1）

但是在各种向量范数之间存在下述重要的关系。

范数的定义可以验证：

上可以定义各种向量范数，其数值大小一般不同。nC在

1.3.2  范数的等价性

2

2
1

2 x∑
=

=≤
n

i
ix

2

∞
⋅= xn∑

= ≤≤

n

i
ini1

2

1
max x ⇒ ∞

≤ xx
2

1
n

根据向量



α
⋅

β
⋅ nC（向量范数的等价性定理）设 和 为

上的任意两种向量范数，则存在两个与向量无关的正常数

c1＞0和c2＞0，使得下面的不等式成立

βαβ
xxx 21 cc ≤≤ （1-6）

并称 和 为 上的等价范数。α
⋅

β
⋅ nC

定理1.1

更一般地有，

返回本节



1.3.3 矩阵范数

AA ⋅= αα（2）齐次性

BABA +≤+（3）三角不等式

则称函数 为 上的一个矩阵范数。⋅ nn×C

AA =)(f

即对任意矩阵A、B以及任意复常数 C∈α

，若该函数满足以下条件：

0=A（1）非负性 当且仅当 时nn×= 0A0≥A

BAAB ⋅≤（4）相容性

定义1.2 nn×C 上的一个非负实值函数，记为定义在
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ijF
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（1-7）

(1-8)

显然上述两个函数均满足矩阵范数定义中的（1）—（3）

我们分别称由（1-7）和（1-8）所定义的范数为矩阵的

-范数和Frobenius范数（简称F-范数）。1m
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下面证明(1-7)满足相容条件，证： 由定义
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其中

下面证明(1-8)满足相容条件，证：记
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( ) ,nm
nmija ×

×
∈= CA ( ) ijij

aAf max=

,
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⎝

⎛
=AB

( ) 2=ABf( ) ( ) ,1== BfAf

( ) ( ) ( )BfAfABf ⋅>

ijij
anmA max⋅⋅=若定义实值函数： ，则可验证其构成

A的一种范数。

例 设 ，问是否构成A的
一种范数？

则可得出 ，

，从而有

解：取 那么，

，故不构成A的一种范数。



VMV
xAAx ≤

和一种向量范数对于一种矩阵范数 M
⋅

V
⋅

由于矩阵与向量在实际运算中常同时出现，所以矩阵范

数与向量范数也会同时出现，因此应该建立矩阵范数与向量

范数的联系，即相容性的问题。

如果对任意m×n矩阵A和任意n维向量x, 满足

M
⋅

V
⋅则称矩阵范数 与向量范数 是相容的。

定义1.3

pmp
xAAx

1
≤矩阵m1范数与向量的p-范数是相容的，即

而矩阵的F-范数与向量的2-范数是相容的，即 22
xAAx

F
≤

可以证明任意一种矩阵范数必然存在与之相容的向量范数



( ) ( ){ }0det =−= AIA λλσ

定义 称如下集合为矩阵 的谱
nnCA ×∈

称如下实数为矩阵 的谱半径
nnCA ×∈
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2．算子范数

V

V
M x
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(1-9)

则 是一种矩阵范数。M
A

定理1.2

我们称由关系式（1-9）定义的矩阵范数为从属向量范数

的矩阵范数简称从属范数或算子范数．
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证 首先注意到，

则由(1-9)立刻可得到 即
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OA = 时， OA≠ nx C∈0；而当 时，存在

0≠0Ax，使 0
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0 >≥
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（２）齐次性，
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C∈α ，有对任意的

假设A和B分别为m×n阶矩阵，则



=
M

AB

（4）相容性， OAB = 时显然。

0≠= Bxy ，因此

M
⋅ V

⋅因此， 是一种矩阵范数, 并且是一种与向量范数

相容的矩阵范数。

A和B分别为m×l和l×n阶矩阵，令
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（行和范数）
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（3）

（谱范数）

其中 表示矩阵 的 大特征值；)(max AAHλ AAH

定理1.3 几种常用的算子范数

( ))( AATρ或

在向量范数中， 常用的范数为向量的1-范数、2-范数和

∞-范数，下面分别给出从属这三种向量范数的矩阵范数．
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则可取

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ 0

1

M

M

0

0

0

如果存在某个 使得0j

第

个
分
量

0j

那么，即有

=
= 111

max Ax
x

=
10Ax =

10j
Ae

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

M

01 ja

02 ja

0mja
1

∑
=

=
m

i
ija

1
0



。1=I

nnR ×∈I对任何算子范数，单位矩阵 的范数值为1，即推论

事实上，

x

Ix
I

x 0
max

≠
= 1max

0
==

≠ x

x
x

、
1m

A
F

A特别地， 不是算子范数。

∑∑
= =

=
n

i

n

j
ijm

a
1 1

1
I ∑∑

= =

=
n

i

n

j
ijF

a
1 1

2
I

事实上，

∑
=

=
n

i 1
1 1≠= n ∑

=

=
n

i 1

21 1≠= n



=A ,
420
420
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
、

1
A 、

2
A、

∞
A设 求例2 、

1m
A 。

F
A

∑
=≤≤

=
3

111
max

i
ijnj

aA

∑
=≤≤∞

=
3

11
max

j
ijni

aA

解：

∑∑
==

=
3

1

3

1
1

j
ij

i
m

aA

∑∑
==

=
3

1

23

1 j
ij

i
F

aA

{ } 66,6,1max
1

==
≤≤ nj

{ } 88,4,1max
1

==
≤≤ nj

1342421 =+−+++=

2222 42421 +−+++= 41=



=TA A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
440
220

001
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 420
420
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

3200
080
001

( )=− AAI Tλdet

=
2

A

令

得，

3200
080
001

−
−

−

λ
λ

λ
( )( )( ) 03281 =−−−= λλλ

)(max AATλ 2432 ==



α
⋅

β
⋅ m n×C（矩阵范数的等价性定理）设 和 为

上的任意两种矩阵范数，则存在两个与矩阵无关的正常数

C1＞0和C2＞0，使得下面的不等式成立

1 2c c
β α β
≤ ≤A A A

并称 和 为 上的等价范数。α
⋅

β
⋅ m n×C

定理

一般地有，



可以证明：

1.任意给定的矩阵范数必然存在与之相容的向量范数；

任意给定的向量范数必然存在与之相容的矩阵范数（如从

属范数）。

2. 一个矩阵范数可以与多种向量范数相容（矩阵的m1-范

数与向量的p-范数相容）；多种矩阵范数可以与一个向量

范数相容（矩阵的F-范数、2-范数与向量的2-范数相容）。

3. 从属范数一定与所定义的向量范数相容，但是矩阵范

数与向量范数相容却未必有从属关系。（矩阵的F-范数与

向量的2-相容，但无从属关系）。

4. 并非任意的矩阵范数与任意的向量范数相容。
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对于酉矩阵 ，我们可有如下的结论：IUUUU HH ==
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注意，这里取
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返回本节



，满足

1.3.3 矩阵范数的性质

M
⋅ nn×C

A

为 矩阵空间的任一矩阵范数，

均有

设

则对任意的n 阶方阵

M
AA ≤)(ρ

（1-10）
的谱半径。)( Aρ A为方阵其中

定理1.４

，)(Aρλ = xAx λ=0x ≠

MM
Axx =λ

M
AA ≤= λρ )(

．

证 ，从而设

故得到

MM
xA≤=

M
xλ

则存在
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注意：当 TAA = 时，

取 ，则有 ，而

；从而，即有

0)(

故不可以作为的一种范数。

=Bρ



对于任给的ε>0,  则存在定理1.5 上的一种算子范数

（依赖矩阵 和常数ε），使得M
⋅

nn×C

A

ερ +≤ )(AA
M （1-11）

ερ +≤ )(BB
M

M
⋅ A

A M
⋅ B

注：定理1.５中的矩阵范数 与给定的矩阵 有关。针对矩阵

构造的矩阵范数 对于另一个矩阵 ，不等式

不一定成立。
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nn×C ⋅上的一种算子矩阵范数 nn×∈CA 且

(1-12)

定理1.6

( )±I A ( ) 1−±I A

( ) =± −1AI ( ) ≤± −1AI

整理后便可得:

证 由定理1.4可得， 。1)( <≤ AAρ 设 为矩阵 的任意非零特征值Aiλ

则矩阵 的特征值为：AI ± 01 ≠±= iλμi ( ) 0det
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≠=± ∏
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i
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μAI

即 AI
从而可知

± 可逆。

( ) 1−±I A I= ( ) AAI 1−±± I=

( ) 1−±mI I A A ( ) =±+ − AAII 1 ( ) AAI 11 −±+

进一步

⇒

⇒⇒

，如果

则 I±A可逆，且



秦九韶是一位既重视理论又重视实践，既善于继承又勇于创新的数学家．他所

提出的大衍求一术和正负开方术及其名著《数书九章》，是中国数学史上光彩夺目

的一页，对后世数学发展产生了广泛的影响．美国著名科学史家G．萨顿(Sarton，
1884－1956)说过，秦九韶是“他那个民族，他那个时代，并且确实也是所有时代最

伟大的数学家之一”．
秦九韶的数学成就及对世界数学的贡献主要表现在以下方面：

1、秦九韶的《数书九章》是一部划时代的巨著

2、秦九韶的“大衍求一术”，领先高斯554年，被康托尔称为“最幸运的天才”
3、秦九韶的任意次方程的数值解领先英国人霍纳（W·G·Horner，1786—1837年）

572年

秦九韶（公元1202－1261），字道古，安岳人。

湖北、安徽、江苏、浙江等地做官，1261年左右被贬至梅州

学家秦九韶与李冶、杨辉、朱世杰并称宋元数学四大家。
秦九韶聪敏勤学。宋绍定四年（1231），秦九韶考中进士，

先后担任县尉、通判、参议官、州守、同农、寺丞等职。后在

（今广东梅县），不久死于任所。

南宋大数



克萊姆（Gabriel Cramer）
生于： 公元1704年 瑞士 日内瓦

卒于： 公元1752年 法国 巴尼奥勒

十八世纪瑞士数学家，精于数学和几何学。早年

在日内瓦读书，1724年起在日内瓦加尔文学院任教，

1734年成为几何学教授，1750 年任哲学教授。

他一生未婚，专心治学，平易近人且德高望重，

先后当选为伦敦皇家学会、柏林研究院和法国、意大

利等学会的成员。

主要著作是1750年出版《代数曲线的分析引论》，

定义了正则、非正则、超越曲线和无理曲线等概念，第一

次正式引入坐标系的纵轴（y轴）。

为了确定经过5个点的一般二次曲线

的系数，应用了著名的“克莱姆法则”（Cramer‘s Rule），即由线性方程组的系

数确定方程组解的表达式。

该法则于1729年由英国数学家马克劳林（Maclaurin）得到，1748年发表，但克莱姆

的优越符号使之流传。

022 =+++++ xExyDyCyBxA
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