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第六章 保形映射

6.1 单叶解析函数的映射性质

6.2 分式线性函数及其映射性质



 1. 曲线的切线

 2. 导数的几何意义

 3. 保形映射的概念

§1   单叶解析函数的映射性质
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2. 解析函数导数的几何意义(辐角和模)
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则有关及点仅与映射式由 ,)()1( 0zzfw 
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由上述讨论我们有

不变的性质
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:由定义及以上分析有
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 1. 分式线性映射的定义

 2. 分式线性映射的性质

§2  分式线性映射
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1. 分式线性映射的定义
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2. 分式线性映射的性质
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现讨论在z平面内两个圆包围的区域的映射情况. 根

据前面的讨论可知:

(I)当二圆周上没有点映射成无穷远点时, 这二圆周

的弧所围成的区域映射成二圆弧所围成的区域;

(II)当二圆周上有一个点映射成无穷远点时,这二圆

周的弧所围成的区域映射成一圆弧与一直线所围

成的区域;

(III)当二圆周交点中的一个映射成无穷远点时,这

二圆周的弧所围成的区域映射成角形区域.



例 1 中心在 z=1 与 z1, 半径为 2的二圆弧所

围区域, 在映射
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[解] 所设的两个圆弧的交点为-i与i, 且相互正

交. 交点-i映射成无穷远点,i映射成原点.因此所

给的区域经映射后映射成以原点为顶点的角形区

域, 张角等于p/2.
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映射的角形区如图所示
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例2 求将上半平面Im(z)>0映射成单位圆

|w|<1的分式线性映射.
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[解法一] 在x轴上任意取定三点:z1=-1, z2=0, 

z3=1使它们对应于|w|=1上三点:w1=1, w2=i, 

w3=-1, 则因z1z2z3跟w1w2w3的绕向相同,

由(6.3.1)式得所求的分式线性映射为
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注意: 如果选取其他三对不同点,势必也能得出满

足要求的, 但不同于(6.3.3)的分式线性映射. 此

可见, 把上半平面映射成单位圆的分式线性映射

不是唯一的, 而是有无穷多.

[解法二] 将上半平面看成半径为无穷大的圆域, 

实轴就是圆域的边界圆周. 因为分式线性映射具

有保圆性, 因此它必能将上半平面Im(z)>0映射

成单位圆|w|<1. 由于上半平面总有一点z=l要映

成单位圆周|w|=1的圆心w=0,
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 



 

  





 

实轴要映射成单位圆而 与 是关于实

轴的一对对称点 与 是与之对应的关

于圆周 的一对对称点所以根据分式线性

映射具有保对称点不变的性质知 必映成

从而所求的分式线性映射具有下列形式:

.











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



z

z
kw 其中k为常数.
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
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


 




  



因为 而实轴上的点 对应着

上的点 这时 所以 即 这里

是任意实数因此所求的分式线性映射的一般

形式为

反之, 形如上式的分式线性映射必将上半平

面Im(z)>0映射成单位圆|w|<1. 因为当z取实数

时 ,1|e|e|| 






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 即把实轴映射成|w|=1. 又因为上半平面中的z=l映射成

w=0, 所以(6.3.3)必将Im(z)>0映射成|w|<1.

6.3.3 ,
2

i


   当（ ）中取 时即得解法一的结果：

.
z i

w i
z i


 



6.3.3 , 0i  当（ ）中取 时即得：

.
z i

w
z i





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例4 求将上半平面Im(z)>0映射成单位圆|w|<1且

满足w(2i)=0, arg w‘(2i)=0的分式线性映射.

2
.
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i z i
w e

z i

  
  

 
2

4
( ) e ,

( 2 )

i i
w z

z i

 


故有

(2 ) .
4

i i
w i e   

   
 

arg (2 ) 0, .
2 2

w i
 

     

从而得所求的映射为
2

.
2

z i
w i

z i

 
  

 

解：由条件w(2i)=0知, 所求的映射要将上半平面中的点

z=2i映射成单位圆周的圆心w=0. 所以由(6.3.3)得



例5  求将单位圆|z|<1映射成单位圆

|w|<1的分式线

性映射.
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1


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1



[解] 设z平面上单位圆|z|<1内部的一点a映射成w平面上

的单位圆|w|<1的中心w=0. 这时与

1
| | 1

( 0 ). ,

1
, 0, , .

z

w w

z w z w











    

点 对称于单位圆周 的点 应该被映射成

平面上的无穷远点即与 对称的点 因此

当 时 而当 时 满足这些条

件的分式线性映射具有如下的形式

,
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'
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由于z平面上单位圆周上的点要映成w平面上单位圆周

上的点, 所以当|z|=1,|w|=1. 将圆周|z|=1上的点z=1代

入上式, 得

|,1||1|

1||
1

1
|'|














又因

wk

 所以 |k'|=1, 即k'=eij. 这里j是任意实数.

因此, 将单位圆|z|<1映射成单位圆|w|<1的分式线性映

射的一般表示式是

e . (| | 1) (6.3.5)
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
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i
iw

 反之, 形如上式的映射必将单位圆|z|<1映射成单

位圆|w|<1. 这是因为圆周|z|=1上的点z=eiq (q为实数)

映射成圆周|w|=1上的点:

同时单位圆|z|<1内有一点z=a映射成w=0.所以(6.3.5)

必将单位圆|z|<1映射成单位圆|w|<1.



例6  求将单位圆映射成单位圆且满足条件

w(1/2)=0, w'(1/2)>0的分式线性映射.

2

1

2

1 1 11 1
1 42 2 22e , e e
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         

[解] 由条件w(1/2)=0知, 所求的映射要将z=1/2 

映射成|w|<1的中心. 所以由((6.3.5) 得
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故 由于 为正实数 从而

即 所以所求映射为

例7  求将Im(z)>0映射成|w2i|<2且满足条件w(2i)=2i,

arg w‘(2i)/2的分式线性映射.

2 2 2 1
e e (2 ) 2e ,

2 2 2 4

i i iz i w i z i
w i

z i z i i

  
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    

[解] 容易看出, 映射=(w2i)/2将|w2i|<2映射成||<1. 但

将Im(z)>0映射成||<1且满足(2i)=0的映射易知为
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§4 几个初等函数所构成的映射

1. 幂函数 w=zn(n2为自然数)在z平面内处处可导, 

它的导数是 1d
,

d

nw
nz

z


d

0.
d

w

z
因而当z0时, 

所以, 在z平面内除去原点外, 由w=zn所构成的映

射处处保形.

,
n

n

w zi i r
z re w e

n

  


 


 

  






圆周 圆周；

射线 射线。

映射的特点是: 把以原点为顶点的角形域映射成

以原点为顶点的角形域, 但张角变成了原来的n倍.
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角形域: 角形域: n

(由单值性可知
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
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特别， 沿实轴剪开的w平面: 2 .
n



0 0 0

2
: 0 0 ( )n

n


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n n

根式函数z= w

于是w=z 和z= w的映射特点是扩大与缩小角形域。

例1 求把角形域0<arg z</4映射成单位圆|w|<1 的

一个映射.

[解] =z4将所给角形域0<arg z</4映射成上半平面

Im()>0. 又从上节的例2知, 映射
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将上半平面映射成单位圆 因此

所求映射为
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例 求 映为单位园 的一个映射.
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解：



例3 求把下图中由圆弧C2与C3所围成的交

角为的月牙域映射成角形域0<arg 

w<0+的一个映射.
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[解] 令C1,C2的交点z=i与z=i分别映射成平面

中的=0与=, 将所给月牙域映射成平面中的

角形域的映射是具有以下形式的分式线性函数:
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其中k为待定的复常数.
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令 。

这样 就把 映射成 平面上的正实轴
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根据保角性 所给的月牙域映射成角形域

由此得所求的映射为



2. 指数函数 w = e z由于在z平面内w‘= e z 0。

所以, 由 w = e z所构成的映射是0<y<2上

的保形映射.
设z =x+iy, w = e i, 则w = e z =e x+iy = e i 推出

= e x ：z平面上垂直线x映射成w平面上圆周；

（x0单位圆周,x<0 单位圆内,x>0 单位圆外）

 = y： z平面上水平直线y映射成w平面上射线 。

带形域0<Im(z)<a映射成角形域0<arg w<a. 特

别是带形域0<Im(z)<2 映射成沿正实轴剪开的w

平面:0<arg w<2.它们间的点是一一对应的.
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由指数函数w = e z 所构成的映射的特点是:   

把水平的带形域0<Im(z)<a(ap)映射成角形域

0<arg w<a.
例4  求把带形域0<Im(z)<p映射成单位圆|w|<1的

一个映射.
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例4 求映射把如图所示的半带状域映成上半单位圆。
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例5 求把带形域a<Re(z)<b映射成上半平面Im(w)>0

的一个 映射.
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例6 求把具有割痕Re(z)=a, 0Im(z)h的

上半

平面映射成上半平面的一个映射.
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[解] 不难看出, 解决本题的关键显然是要

设法将垂直于x轴的割痕的两侧和x轴之间

的夹角展平. 由于映射w=z2能将顶点在原

点处的角度增大到两倍, 所以利用这个映

射可以达到将割痕展平的目的.

首先, 把上半z平面向左平移一个距离

a:z1=za. 

第二, 由映射z2=z1
2, 得到具有割痕-

h2Re(z2)<+,

Im(z )=0的z 平面. 

4 3 4, , .z z z第四通过映射 便得到上半 平面
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( )w z a h a   

把所有的映射复合起来就得到所求出映射

4

4

, :

, .

z a

w z a w 

最后把 平面向右作一距离为 的平移

便得到 平面中的上半平面




