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第三章 复变函数的积分

同微积分一样，在复变函数中，积分

法也是研究复变函数性质十分重要的方法．

在解决实际问题中也是有力的工具．

本章先介绍复变函数积分的概念，性质和计

算方法然后介绍关于解析函数积分的柯西－

古萨基本定理及其推广，有了这些基础，我

们建立柯西积分公式，最后证明解析函数的

导数仍是解析函数，从而导出高阶导数公式



1、复变函数积分的定义

设在复平面C上有一条连接 及Z两点的简单曲
线C。设f(z)=u(x,y)+iv(x,y)是在C上的连续函数。其中
u(x,y)及v(x,y)是f(z)的实部及虚部。

把曲线C用分点

分成n个更小的弧，在这里分点

是在曲线C上按从 到Z的次序排列的。
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分实部与虚部，有
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实部与虚部。
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按照关于实变函数的线积分的结果，当曲线C

上的分点个数无穷增加，而且

时，上面的四个式子分别有极限：
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这时，我们说原和式有极限
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这个极限称为函数f(z)沿曲线C的积分，记为

.d)(C zzf
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如果C是简单光滑曲线：

，并且 ，那么上式右边的
积分可以写成黎曼积分的形式，例如其中第一
个可以写成

因此，我们有
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我们可以看到，把dz形式地换成微分，就直接

得到上式，因此有
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当是分段光滑简单曲线时，我们仍然可以得到
这些结论。



复变函数积分的性质：

复变函数积分的基本性质：设f(z)及g(z)在简单
曲线C上连续，则有
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其中曲线C是由光滑的曲线 连接而成；
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如果C是一条简单闭曲线，那么可取C上任意一
点作为取积分的起点，而且积分当沿C取积分

的方向改变时，所得积分相应变号。

（5）如果在C上，|f(z)|<M，而L是曲线C的长
度，其中M及L都是有限的正数，那么有，
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两边取极限即可得结论。

MLzzMzzf k

n

k

kk

n

k

kk  










 |||))((|
1

1

1

1

1

1



例1、设C是连接 及Z两点的简单曲线，那么

如果是C闭曲线，即 ，那么积分都是

零。
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为中心表示以这里计算
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应记住以后经常用到,

这个结果无关及这个结果与半径 zr
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向的下半圆周，逆时针方是单位圆

顺时针方向的上半圆周是单位圆
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柯西积分定理

3.1 Cauchy积分定理

3.2 Cauchy定理的推广

3.3 复周线情形的Cauchy定理

3.5 小结与思考

3.4 不定积分



引言:

1 2
C C C  

目的
研究复积分与路径的无关性:

由例3.1受到的启发积分与路径无关与函数沿
着围线的积分值为零有何关系

首先:若复积分与路径无关,则对任意围线C,

a

b在其上任取两点按a(起点),b(终点)
C

C2

C1

将曲线C分成两部分

因为积分与路径无关,所以:
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结论1:若函数f(z)的积分与路径无关,

: ( ) 0
C

C f z dz 周线

反之:若对任意围线C,f(z)沿着C的积分为零,若复
积分与路径无关,

则对任意两条以a为起点,b为终点的曲线C1,C2,令:
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b
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函数f(z)的积分与路径无关,



观察上节例3.1  

( ) 1  , ( ) =0  
C

f z z f z dz  或 在复平面内处处解析

观察上
节例3.2  
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此时

0
   ,   z C它在以 为中心的圆周 的内部不是处处解析的

目的 研究复积分与路径的无关性:

转换为研究函数沿着周线的积分为零:

0
    ,  z C虽然在除去 的 的内部函数处处解析

但此区域已不是单连通域.



由以上讨论可知, 积分是否与路线有关, 可能

决定于被积函数的解析性及区域的连通性.

受此启发,Cahchy与1825年给出如下定理
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定理 设 为单连通域 函数 在 内满足 :

   

对 内的任何一条周线 :
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1900,法国数学家Goursat给出如下定理:

如果f(z)A(D) f'(z) A(D) f'(z) 

C(D),这样就得到了定理3.3



D

3.3.单连通区域的Cauchy积分定理

定理3.3  柯西－古萨基本定理

C

定理中的 C 可以不是简单

曲线.

此定理常称为柯西积分定理.
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不必是简
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推论3.4 柯西定理
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接起点 与终点 的曲线的形状

推论3.5  柯西定理

3.2 Cauchy定理的推广



与定理3.3等价的形式是:

如果周线 C的内部是区域,(I(C)=D) 

( )   ,   f z D D C 函数 在闭区域 上解析
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3.4 复周线情形的Cauchy定理
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由此希望将基本定理推广到多连通区域中.



1. 闭路变形原理

      , )( 在多连通域内解析设函数 zf
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成一条复合闭路

看及闭曲线如果我们把这两条简单 CC
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解析函数沿闭曲线的积分, 不因闭曲线在
区域内作连续变形而改变它的值.闭路变形原理

说明: 在变形过程中曲线不经
过函数 f(z) 的不解析的点.



2. 复周线情形的Cauchy定理
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这个定理是计算周线内部有奇点的积
分的有利武器!!!
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C内即可.
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3.4原函数与不定积分

定理3.5

        ( )   ,   

 ( )d   

 . 

C

f z D

f z z

C



如果函数 在单连通域 内处处解析

那末积分 与连结起点及终点的路线

无关

由定理3.5可知:

解析函数在单连通域内的积分只与起点

和终点有关, (如下页图)

1. 带活动上限的积分:
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如果函数 在单连通域 内处处解析

那末函数 必为 内的一个解

析函数 并且

定理3.6

证 利用导数的定义来证.
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定理3.6
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 ( )   ,   f z D因为 在 内解析  ( )  ,   f z D (2) 在 内连续
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此定理与微积分学中的对变上限积分的求导

定理完全类似.
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 ( )  ,   f z D(2) 在 内连续

(1) 积分与路线无关, 定理3.6可以改写为:
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那末函数 必为 内的一个解

析函数 并且

定理3.7
     ( )   f z D如果函数 在单连通域 内满足:

(1) f(z)在D内的积分与路线无关,

由于在证明过程中只用到了两个结论:

 ( )  ,   f z D(2) 所以 在 内连续



2. 原函数的定义:
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3. 不定积分的定义:
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说明: 有了以上定理, 复变函数的积分就可以用

跟微积分学中类似的方法去计算.
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2.3.5 小结与思考

1. 通过本课学习, 重点掌握柯西－古萨基本定理:

        ( )   ,   

 ( )      

:     ( )d 0.
c

f z D

f z D C

f z z 

如果函数 在单连通域 内处处解析

那末函数 沿 内的任何一条封闭曲线

的积分为零

并注意定理成立的条件.



2.本课所讲述的复合闭路定理与闭路变形原
理是复积分中的重要定理, 掌握并能灵活应用它
是本章的难点.

常用结论:
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3.本课介绍了原函数、不定积分的定义以及
牛顿—莱布尼兹公式.  在学习中应注意与《高等
数学》中相关内容相结合, 更好的理解本课内容.
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思考题:

1. 应用柯西–古萨定理应注意什么?

答案:

(1) 注意定理的条件“单连通域”.

(2) 注意定理的不能反过来用.

 ( )d 0  ( )   .
C

f z z f z C 即由 在 内处处解析

    ;
2

3

2

1
  

1
)(  : 内在圆环域反例  z

z
zf

    . 1
1

)(  :
2

内在反例  z
z

zf



2.复合闭路定理在积分计算中有什么用? 要

注意什么问题?

答案 利用复合闭路定理是计算沿闭曲线积分的

最主要方法.

使用复合闭路定理时, 要注意曲线的方向.



3. 解析函数在单连通域内积分的牛顿–莱布尼

兹公式与实函数定积分的牛顿–莱布尼兹公式有

何异同?

答案

两者的提法和结果是类似的.

; ,  , 

   , )( 

0 都是复数因而且积分路线是曲线

为单连域中的解析函数但在复积分中要求

zzC

zf

. ,  ,

    ],[  )( 

都是实数数

上的连续实函为区间在实积分中要求

xa

baxf

两者对函数的要求差异很大.



柯西积分公式及其推论

1  第三节 柯西积分公式

2 解析函数的无穷可微性

3 柯西不等式与刘维尔定理

4 莫勒拉定理



§3.5柯西积分公式

0 ,z D设 若 f (z) 在D内解析，则

00 0

( ) ( )
d d

C z z

f z f z
z z

z z z z
 

   闭路变形原理
D

C
0z 

    0 0f z f z  

0

0 0

0

1
( ) d 2π ( ).

z z

f z z if z
z z

 




分析：

.定理 (柯西积分公式) 如果 f (z)在区域D内处处解析, C为D

内的任何一条正向简单闭曲线, 它的内部完全含于D, z0

为C内的任一点, 则
0

0

1 ( )
( ) d .

2π
C

f z
f z z

i z z




 
 1

2 C

f
or f z d

i z




 

 
 

 
 ---解析函数可用复积分表示。



它表明：对于解析函数，只要知道了它

在区域边界上的值，那么通过上述积分公

式，区域内部点上的值就完全确定了．

特别地，从这里我们可以得到这样一个

重要的结论：如果两个解析函数在区域的

边界上处处相等，则它们在整个区域上也

相等．



[证] 由于f (z)在 z0连续, 任给>0, 存在() >0, 当 |zz0|<

时, | f (z)f (z0)| <. 设以 z0为中心, R 为半径的圆周K :  

|zz0|=R全部在C的内部, 且R <.

D

C
K

z z0

R
0 0

( ) ( )
d d

C K

f z f z
z z

z z z z


   

0 0

0 0

( ) ( ) ( )
d d

K K

f z f z f z
z z

z z z z


 

   

0
0

0

( ) ( )
2π ( ) d

K

f z f z
if z z

z z


 



0

0

( ) ( )
d

K

f z f z
z

z z





d 2π .
K

s
R


 0

0

| ( ) ( ) |
d

| |
K

f z f z
s

z z






 
 0

0

2
C

f z
dz if z

z z
 

 根据闭路变形原理, 该
积分的值与R无关, 所以
只有在对所有的R 积分
为值为零才有可能。



推论1  如果C是圆周z=z0+Rei, 则柯西积分公式成为

2π
0

0
0

( e )1
( ) e d

2π e

i
i

i

f z R
f z iR

i R








 

2π

0
0

1
( e )d

2π

if z R   

 0 Reif z   ------ 一个解析函数在圆心处的值等于

它在圆周上的平均值.

推论2 设 f (z)在二连域 D内解析，在边界上连续，则

 
   

1
0

0 0

1

2 C C

f z f z
f z dz dz

i z z z z
 

    0 .z D 

D

0z

C
1C



选择题：设 )(zf 在区域D 内解析，C为D内任一条正向

简单闭曲线，它的内部全属于D ．如果 )(zf 在C上

的值为 2，那么对C内任一点 )(, 00 zfz  (    ). 

(A)等于 0          (B)等于 1       

(C)等于 2          (D)不能确定 

    
 



例  求下列积分的值 

iz

d ,      : i 1;
iC

e
z C z

z
 



2| | 2

d
(5 )( i)z

z
z

z z  



解：（1）原式 eiie iz

iz  2|2    

   （2）原式=


 3

1
|

5
25

22||

2










 iz
z

z
idz

iz

z

z

 

    
 



例1  



C

z

rrzCdz
zzz

e
)2,1(:

)2)(1(
计算积分

解： ,10  r 



C

z

dz
z

zz

e

)2)(1(
i

zz

e
i

z

z

 




0
)2)(1(

2

,21  r  
21 CC  




2 1

)2(

C

z

dz
z

zz

e

i

1
)2(

2






z

z

zz

e
ii  i

e
i

3

2
 

,2r  
321 CCC

1C2C 3C

01 2



 




3 2

)1(

3

2

C

z

dz
z

zz

e

i
e

i



2

)1(
2

3

2






z

z

zz

e
ii

e
i 




i
e

i
e

i
33

2 2
 



 

 

 

例：计算积分 2

sin
4

1C

z

dz
z



 ，其中C为一条围线，

讨论之. 
 

 



解①若 C不含 z= 1，则 2
0

1

zdz

z




c

sin
4  

②若 C含 z=1 但不含有 z=-1,则 

2

2
222

1 2 2

zdz
i i

z



   
c

sin
4

 

③若 C含有 z=-1,但不含 z=1,则： 

2

2

21

zdz

i

z






c
sin
4

 

④若 C含有 1z   ,则： 

2

1 1 1
sin ( )

1 2 4 1 1c

zdz

z dz
z z z




 
   c

sin
4 2 2 2

( ) 2
2 2 2

i
i


    

 



 

设   




2||

2

2

12
)(







dzg

。 

（1）求 )1(g ； 

（2）求 2||),( 00 zzg ； 

（3）能否求出 )2(g ？ 
 



解：（1） iidzg 






4|)12(2

2

12
)( 1

2

2||

2





 

  

   （2）
0

2 12
)(

z
F









 在 2||  内解析，故有柯西积分定

理知 

             0
12

)(
2||

0

2

0 



  





d

z
zg  

   （3）因被积函数对积分   



2||

2

2

12







d 来说，分子在

2 时不为零，分母为零，而 2 又在积分路径上，因

此该积分无意义，所以不能求出 )2(g  
 



§ 3.6 解析函数的高阶导数

一个解析函数不仅有一阶导数,  而且有各高阶导数, 它

的值也可用函数在边界上的值通过积分来表示. 这一点

和实变函数完全不同. 一个实变函数在某一区间上可导,   

它的导数在这区间上是否连续也不一定, 更不要说它有

高阶导数存在了.                                       

关于解析函数的高阶导数我们有下面定理:



定理 解析函数f(z)的导数仍为解析函数, 它的n阶导数为:

( )

0 1

0

! ( )
( ) d ( 1,2, )

2π ( )

n

n

C

n f z
f z z n

i z z 
 

 

其中C为在函数 f (z)的解析区域D内围绕 z0的任何一条正

向简单曲线, 而且它的内部全含于D.

[证] 设z0为D内任意一点, 先证n=1的情形, 即

因此就是要证

0 0
0

Δ 0

( Δ ) ( )
( ) lim ,

Δz

f z z f z
f z

z

 
 按定义

Δ 0 .z 在 时也趋向于零

0 2

0

1 ( )
( ) d

2π ( )
C

f z
f z z

i z z
 



0 0

2

0

( Δ ) ( )1 ( )
d

2π ( ) Δ
C

f z z f zf z
z

i z z z

 






按柯西积分公式有

0

0

1 ( )
( ) d .

2π
C

f z
f z z

i z z


 0

0

1 ( )
( Δ ) d

2π Δ
C

f z
f z z z

i z z z
 

 

0 0

0 0

( Δ ) ( ) 1 ( )
d

Δ 2π ( )( Δ )
C

f z z f z f z
z

z i z z z z z

 


  

因此 0 0

2

0

( Δ ) ( )1 ( )
d

2π ( ) Δ
C

f z z f zf z
z

i z z z

 




2

0 0 0

1 ( ) 1 ( )
d d

2π ( ) 2π ( )( Δ )
C C

f z f z
z z

i z z i z z z z z
 

     

2

0 0

1 Δ ( )
d

2π ( ) ( Δ )
C

zf z
z I

i z z z z z
 

  



现要证当z0时I0, 而

2

0 0

1 Δ ( )d
| |

2π ( ) ( Δ )
C

zf z z
I

z z z z z


   2

0 0

1 | Δ || ( ) | d

2 | | | Δ |
C

z f z s

z z z z z


  

f (z)在C上连续, 则有界, 设界为M, 则在C上有| f (z) |  M. d

为 z0 到C上各点的最短距离, 则取 |z| 适当地小使其满足

|z| < d/2,因此

0

0

1 1
| | , ,

| |
z z d

z z d
  



0 0| Δ | | | | Δ | ,
2

d
z z z z z z     

0

1 2
,

| Δ |z z z d


  2 3

0 0

1 | Δ || ( ) | d
| | | Δ |

2π | | | Δ | π
C

z f z s ML
I z

z z z z z d
 

  

这就证得了当 z0时, I0.

D

z0

d

C



这就证得了

0 0

Δ 0

( Δ ) ( )
lim

Δz

f z z f z

z

  
再利用同样的方法去求极限:

0 2

0

1 ( )
( ) d

2π ( )
C

f z
f z z

i z z
 



0 3

0

2! ( )
( ) d

2π ( )
C

f z
f z z

i z z
 

便可得

依此类推, 用数学归纳法可以证明:

( )

0 1

0

! ( )
( ) d

2π ( )

n

n

C

n f z
f z z

i z z 



高阶导数公式的作用, 不在于通过积分来求导, 

而在于通过求导来求积分.

( )

01

0

( ) 2
( )

( ) !

n

nC

f z i
dz f z

z z n







( )

1

! ( )
( ( ) )

2 ( )

n

nC

n f
f z d

i z




  






例1 求下列积分的值, 其中C为正向圆周: | z | = r >1.

 
C

z

C

z
z

z
z

z
d

)1(

e
)2;d

)1(

cos
)1

225



[解]  1) 函数 在C内的z=1处不解析, 但cosz在C内

却是处处解析的. 

5)1(

cos

z

z

.
12

)(cos
)!15(

2
d

)1(

cos 5

1

)4(

5 |
i

z
i

z
z

z

z
C










 

2 2
2)

( 1)

z

C

e
dz

z 

1 2C C
   

C

2C

1C

1 2C C
   

 









21
2

2

2

2

)(

)(

)(

)(

C

z

C

z

dz
iz

iz

e

dz
iz

iz

e















 



























 iz

z

iz

z

iz

e

iz

e
i

22 )()(
2

)
4

1sin(2


  i



1.设 )(zf 在简单闭曲线C内解析，在C上连续， 0z 在C内，则

有        . 

   A. dz
zz

zfdz
zz

zf

CC  


 )(

1
)(

)(

)(

0

0

'

2

0
   B.  dz

zz

zf
dz

zz

zf

CC  


 0

'

2

0

)(

)(

)(

； 

   C. dz
zz

zf
dz

zz

zf
CC 





0

0

2

0

1

!2

)(

)(

)(
     D. dz

zz

zf
dz

zz

zf
CC 





0

0

2

0

)(

)(

)(
 

2.设C为不经过点与-1 的正向简单闭曲线，则  c zz

zdz
2)1)(1( 为

(    ). 

(A) 2

i
     (B) 2

i
    (C)0     (D)(A)(B)(C)都有可能 

 

A,D 
 



 

例：设：







d
z

zf   




5||

2 173
)(

， 

 

求  izzf 


1|)(  



解： 







d
z

zf   




5||

2 173
)(

 

 

      )173(2|)173(2 22   zzii z    
故： 

izf

zizf

iz 



212|)(

)76(2)(

1 



  



 

例：设 ( )f z 在 1|| z 内解析，在闭圆 1z  上连续，有

(0) 1f  ，求积分： 1

1 1
2 ( )

2 2z

dz
z f z

i z z 

  
   
  

 . 
 



 

解： | | 1

1 1
[2 ( )] ( )

2 z

dz
z f z

i z z 
   

= 2| | 1

1 2 ( ) ( )
( ) ]

2 z

f z f z
f z dz

i z z 
   

=2 (0) (0) 2 (0)f f f     
 



例6

证

),2,1()!1(
1

1)!1()0(
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1

1
)(  )(  1 

)( 












nne
n
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z
zfzfz

n
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证明解析且内如果
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!
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1

)( 


 
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
rz

z
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i

n
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rz

n

n因为



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
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n

n
z

z

zfn
f d
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2

!
)0(  

1

)(所以 






rz

n
z
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n
d

)1(

1

2

!
1

,
)1(

!
n

rr

n


 ,

1
 




n

n
r取 不等式即证.



3 柯西不等式与刘维尔定理：

定理4.3 设函数f(z)在以
)0(|:| 000  zzC

为边界的闭圆盘上解析，那么

)1!0,...;2,1,0(
)(

!

|)(| 0

)(

 n
M

n

zf
n

n





其中

).0(|)(|max)( 0
|| 0







zfM
zz



定理4.3的证明：

证明：令 C

是圆 )0(|| 00   zz

那么，由导数公式，有
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其中，n=0,1,2,…;0!=1。



注解：

注解1、上面的不等式称为柯西不等式。
注解2、如果在C上解析，那么我们称它为一
个整函数，例如

zezz ,cos,sin

等。关于整函数，我们有下面重要的刘
维尔定理



刘维尔定理：

定理4.4：有界整函数一定恒等常数

证明：f(z)是有界整函数，即存在 ),,0( M

使得
.|)(|C, Mzfz 

),0(,C0  z

f(z)在上 }|||{ 0  zzz

解析。由柯西公式，有 /|)('| 0 Mzf 

令 ，可见 0)(',C 00  zfz

从而f(z)在C上恒等于常数。



4 莫勒拉定理：

莫勒拉定理：应用解析函数有任意阶导数，
可以证明柯西定理的逆定理，

定理5.1 如果函数f(z)在区域D内连续，并
且对于D内的任一条简单闭曲线C，我们有

0)( C dzzf

那么f(z)在区域D内解析。



莫勒拉定理：

证明： ,C0 z

作以z0为心的圆盘 .DK 

在凸区域K内，函数f(z)连续，并且对于K内
任何一个三角形的周界C，则可以证明f(z)在
K内有原函数F(z)，即

)()(' zfzF 

于是F(z)在K内解析。由系4.1，f(z)在K内，在
z0解析，从而有任意阶导数。又因为z0的任意
性，结论成立。



例：计算 的值，为包含圆周

的任何正向简单闭曲线．
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外处处解析和在复平面内除解
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代数基本定理 在z平面上，n次多项式

（ ）至少有一个零点．

证明：（反证法）假设 在z平面上无零点，由于 在平面上解析，从

而 在z平面上也是解析的．其次，由于

所以

于是 ，使得 ， 又因为 在 上连续，故 ，

使得 （ ）从而在z平面上有

即 在z平面上解析且有界，因此根据刘维尔定理， 为常数，故

亦为常数，与已知 为多项式矛盾，定理得证．
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关于代数基本定理

 该定理至今为止，尚无纯代数方法的证明。
其第一个证明是法国数学家达朗贝尔给出的，
但证明不完整；接着欧拉也给出了一个证明，
但也有小问题；拉格朗日于1772年又重新证明
了该定理，后经高斯分析，证明仍不严格。

 该定理的第一个严格证明通常认为是高斯在
1799年其博士论文中给出的。

 该定理至今有200多种证法。




