第六章 线性空间(Linear Space)
引言

线性空间是线性代数的中心内容，它是几何空间的抽象和推广。

我们知道，在解析几何中讨论的三维向量，它们的加法和数与向量的乘法可以描述一些几何和力学问题的有关属性．为了研究一般线性方程组解的理论，我们把三维向量推广为n维向量，定义了n维向量的加法和数量乘法运算，讨论了向量空间中的向量关于线性运算的线性相关性，完满地阐明了线性方程组的解的理论。
现在把n维向量抽象成集合中的元素，撇开向量及其运算的具体含义，把集合对加法和数量乘法的封闭性及运算满足的规则抽象出来，就形成了抽象的线性空间的概念，这种抽象将使我们进一步研究的线性空间的理论，可以在相当广泛的领域内得到应用．事实上，线性空间的理论与方法己渗透到自然科学与工程技术的许多领域，同时对于我们深刻理解和掌握线性方程组理论和矩阵代数也有非常重要的指导意义。
§1 集合·映射

一、集合

集合是数学中最基本的概念之一，所谓集合就是指作为整体看的一堆东西.组成集合的东西称为这个集合的元素.用
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表示
[image: image2.wmf]a

是集合
[image: image3.wmf]M

的元素，读为：
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属于
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.用
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表示
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不是集合
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的元素，读为：
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不属于
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.

所谓给出一个集合就是规定这个集合是由哪些元素组成的.因此给出一个集合的方式不外两种，一种是列举法：列举出它全部的元素，一种是描述法：给出这个集合的元素所具有的特征性质.

设
[image: image11.wmf]M

是具有某些性质的全部元素所成的集合，就可写成
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不包含任何元素的集合称为空集，记作
[image: image13.wmf]j
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如果两个集合
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与
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含有完全相同的元素，即
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当且仅当
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，那么它们就称为相等，记为
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如果集合
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的元素全是集合
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的元素，即由
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可以推出
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，那么
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就称为
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的子集合，记为
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或
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两个集合
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和
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如果同时满足
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和
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.，则
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和
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相等.

设
[image: image33.wmf]M

和
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是两个集合，既属于
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又属于
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的全体元素所成的集合称为
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与
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的交，记为
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属于集合
[image: image40.wmf]M

或者属于集合
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的全体元素所成的集合称为
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与
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的并，记为
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二、映射

设
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和
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¢

是两个集合，所谓集合
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到集合
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的一个映射就是指一个法则，它使
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中每一个元素
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都有
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中一个确定的元素
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与之对应.如果映射
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使元素
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与元素
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对应，那么就记为
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就为
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在映射
[image: image59.wmf]s

下的像，而
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称为
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在映射
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下的一个原像.
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到
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自身的映射，有时也称为
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到自身的变换.

关于
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到
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的映射
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应注意：

1）
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与
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可以相同，也可以不同；

2）对于
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中每个元素
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，需要有
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中一个唯一确定的元素
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与它对应；

3）一般，
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中元素不一定都是
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中元素的像；

4）
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中不相同元素的像可能相同；

5）两个集合之间可以建立多个映射.

集合
[image: image78.wmf]M

到集合
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的两个映射
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及
[image: image81.wmf]t

，若对
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的每个元素
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都有
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则称它们相等，记作
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例1 
[image: image86.wmf]M

是全体整数的集合，
[image: image87.wmf]M

¢

是全体偶数的集合，定义
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这是
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到
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的一个映射.

例2 
[image: image91.wmf]M

是数域
[image: image92.wmf]P

上全体
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级矩阵的集合，定义
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这是
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到
[image: image96.wmf]P

的一个映射.

例3 
[image: image97.wmf]M

是数域
[image: image98.wmf]P

上全体
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级矩阵的集合，定义
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[image: image101.wmf]E

是
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级单位矩阵，这是
[image: image103.wmf]P

到
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的一个映射.

例4 对于
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这是
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到自身的一个映射.

例5 设
[image: image108.wmf]M

，
[image: image109.wmf]M
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是两个非空的集合，
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a

是
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中一个固定的元素，定义
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这是
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到
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的一个映射.

例6 设
[image: image115.wmf]M

是一个集合，定义
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即
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把
[image: image118.wmf]M

的每个元素都映到它自身，称为集合
[image: image119.wmf]M

的恒等映射或单位映射，记为
[image: image120.wmf]1
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例7 任意一个定义在全体实数上的函数


[image: image121.wmf]()
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都是实数集合到自身的映射，因此函数可以认为是映射的一个特殊情形.

对于映射可以定义乘法,设
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及
[image: image123.wmf]t

分别是集合
[image: image124.wmf]M

到
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，
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到
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的映射，乘积
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定义为
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即相继施行
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和
[image: image131.wmf]t

的结果，
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是
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到
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的一个映射.

对于集合
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到
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的任何一个映射
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显然都有
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映射的乘法适合结合律.设
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分别是集合
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到
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，
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到
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，
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到
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¢¢¢

的映射，映射乘法的结合律就是
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设
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是集合
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到
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的一个映射，用
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代表
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在映射
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下像的全体，称为
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在映射
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下的像集合.显然
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如果
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，映射
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称为映上的或满射.

如果在映射
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下，
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中不同元素的像也一定不同，即由
[image: image160.wmf]12
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[image: image162.wmf]s

就称为
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的或单射.

一个映射如果既是单射又是满射就称
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对应或双射.

对于
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到
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的双射
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可以自然地定义它的逆映射，记为
[image: image168.wmf]1

s

-

.因为
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为满射，所以
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中每个元素都有原像，又因为
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是单射，所以每个元素只有一个原像，定义
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显然，
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到
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的一个双射，并且
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不难证明，如果
[image: image177.wmf],

st

分别是
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到
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，
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到
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的双射，那么乘积
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就是
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到
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的一个双射.

§2 线性空间(Linear Space)的定义与简单性质

一、线性空间的定义.

例1   在解析几何里,讨论过三维空间中的向量.向量的基本属性是可以按平行四边形规律相加，也可以与实数作数量算法.不少几何和力学对象的性质是可以通过向量的这两种运算来描述的.

10 按平行四边形法则所定义的向量的加法是V3的一个运算;

20 解析几何中规定的实数与向量的乘法是R×V3到V3的一个运算.

30 由知道, 空间上向量的上述两种运算满足八条运算规律.

例2. 数域
[image: image185.wmf]P

上
[image: image186.wmf]mn
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矩阵所成的集合对于矩阵的加法和数与矩阵的乘法满足上述规律.

定义1 令
[image: image187.wmf]V

是一个非空集合，
[image: image188.wmf]P

是一个数域.在集合
[image: image189.wmf]V

的元素之间定义了一种代数运算，叫做加法addition；这就是说给出了一个法则，对于
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中任意两个元素
[image: image191.wmf]a

与
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,在
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中都有唯一的一个元素
[image: image194.wmf]g

与它们对应,称为
[image: image195.wmf]a

与
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的和sum,记为
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.在数域
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与集合
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的元素之间还定义了一种运算，叫做数量乘法scalar multiplication；这就是说，对于数域
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中任一个数
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与
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中任一个元素
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,在
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中都有唯一的一个元素
[image: image205.wmf]d

与它们对应,称为
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与
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的数量乘积scalar multiple,记为
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.如果加法与数量乘法满足下述规则，那么
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称为数域
[image: image210.wmf]P

上的线性空间.

加法满足下面四条规则：:

1) 
[image: image211.wmf]abba
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；Commutative law
2) 
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；Associative law
3) 在
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中有一个元素0,
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（具有这个性质的元素0称为
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的零元素a zero vector）；

4) 
[image: image217.wmf],,0

VVst

abab

"Î$Î+=

(
[image: image218.wmf]b

称为
[image: image219.wmf]a

的负元素additive inverse).

数量乘法满足下面两条规则：

5) 
[image: image220.wmf]1
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6) 
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数量乘法与加法满足下面两条规则：

7) 
[image: image222.wmf]()
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8) 
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在以上规则中，
[image: image224.wmf],

kl

等表示数域
[image: image225.wmf]P

中任意数；
[image: image226.wmf],,
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等表示集合
[image: image227.wmf]V

中任意元素.

   注：
1． 凡满足以上八条规则的加法及数量乘法也称为线性运算(linear operation)．
2．线性空间的元素也称为向量(vector)，当然这里的向量比几何中所谓向量的涵义要广泛得多.线性空间也称为向量空间(vector space)．但这里的向量不一定是有序数组．以下用黑体的小写希腊字母
[image: image228.wmf],,,
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代表线性空间
[image: image229.wmf]V

中的元素，用小写拉丁字母
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代表数域
[image: image231.wmf]P

中的数.
3.由特殊到一般，由具体到抽象，把具体的代数对象用公理化方法统一在一个数学模型下，是数学研究的一种基本思想方法。线性空间的概念集中体现了现代数学的两大特征：集合论的思想（G. Cantor
）和公理化方法（D. Hilbert
），它们的相互结合将数学的发展引向高度抽象的道路，并渗透到数学的各个领域之中，从而进一步揭示了各个数学分支的内在联系。
抽象化和统一性是现代数学的基本特征。
4．线性空间的判定：若集合对于定义的加法和数乘运算不封闭，或者运算封闭但不满足八条规则中的任一条，则此集合就不能构成线性空间．
例3 数域
[image: image232.wmf]P

上一元多项式环
[image: image233.wmf][]

Px

,按通常的多项式加法和数与多项式的乘法，构成一个数域
[image: image234.wmf]P

上的线性空间.如果只考虑其中次数小于
[image: image235.wmf]n

的多项式，再添上零多项式也构成数域
[image: image236.wmf]P

上的一个线性空间，用
[image: image237.wmf][]
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表示.

例4 元素属于数域
[image: image238.wmf]P

的
[image: image239.wmf]mn
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矩阵，按矩阵的加法和数与矩阵的数量乘法，构成数域
[image: image240.wmf]P

上的一个线性空间，用
[image: image241.wmf]mn

P
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表示.

例5 全体实函数，按函数加法和数与函数的数量乘法，构成一个实数域上的线性空间.

例6数域
[image: image242.wmf]P

按照本身的加法与乘法，即构成一个自身上的线性空间.

例7 以下集合对于所指定的运算是否作成实数域
[image: image243.wmf]R

上的线性空间:

1) 平面上全体向量所作成的集合
[image: image244.wmf]V

,对于通常向量的加法和如下定义的纯量乘法:
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2) 
[image: image246.wmf]R

上
[image: image247.wmf]n

次多项式的全体所作成的集合
[image: image248.wmf]W

对于多项式的加法和数与多项式的乘法.
例8 设
[image: image249.wmf]V

是正实数集, 
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为实数域.规定
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与
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(即
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的
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次幂),

其中
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[image: image260.wmf]V

对于加法⊕和数乘⊙作成
[image: image261.wmf]R

上的线性空间.

    二  线性空间的简单性质

1.零元素是唯一的.

2.负元素是唯一的.

利用负元素，我们定义减法(Subtraction)：
[image: image262.wmf]()
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3.
[image: image263.wmf]00;00;(1).
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4.如果
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,那么
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[image: image266.wmf]0
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.
注  数域P上的线性空间V若含有一个非零向量，则V一定含有无穷多个向量.只含一个向量--零向量的线性空间称为零空间.
§3  维数(dimension)·基(basis)与坐标(coordinate)
一、向量的线性相关与线性无关

定义2  设
[image: image267.wmf]V

是数域
[image: image268.wmf]P

上的一个线性空间，
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image270.wmf](1)
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是[image: image271.wmf]V

一组向量,
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是数域
[image: image273.wmf]P

中的数，那么向量
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称为向量组
[image: image275.wmf]12
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的一个线性组合(linear combination)，有时也说向量
[image: image276.wmf]a

可以用向量组
[image: image277.wmf]12
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线性表出(
[image: image278.wmf]a

 can be expressed as a linear combination of elements of 
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).

定义3  设
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                               (2)

是[image: image282.wmf]V

中两个向量组，如果（1）中每个向量都可以用向量组（2）线性表出，那么称向量（1）可以用向量组（2）线性表出.如果（1）与（2）可以互相线性表出，那么向量组（1）与（2）称为等价的.

定义4 线性空间[image: image283.wmf]V

中向量
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image285.wmf](1)
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称为线性相关(linearly dependent)，如果在数域
[image: image286.wmf]P

中有
[image: image287.wmf]r

个不全为零的数
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，使
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如果向量
[image: image290.wmf]12
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不线性相关，就称为线性无关(linearly independent).换句话说，向量组
[image: image291.wmf]12
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称为线性无关，如果等式（3）只有在
[image: image292.wmf]12
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时才成立.

几个常用的结论：

1. 单个向量
[image: image293.wmf]a

线性相关的充要条件是
[image: image294.wmf]0
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.两个以上的向量
[image: image295.wmf]12
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线性相关的充要条件是其中有一个向量是其余向量的线性组合.

2. 如果向量组
[image: image296.wmf]12
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线性无关，而且可以被
[image: image297.wmf]12
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线性表出，那么
[image: image298.wmf]rs

£

.

由此推出，两个等价的线性无关的向量组，必含有相同个数的向量.

3. 如果向量组
[image: image299.wmf]12
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线性无关，但
[image: image300.wmf]12
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线性相关，那么
[image: image301.wmf]b

可以由被
[image: image302.wmf]12
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线性表出，而且表示法是唯一的.

在一个线性空间中究竟最多能有几个线性无关的向量，显然是线性空间的一个重要属性.
定义5 如果在线性空间[image: image303.wmf]V

中有
[image: image304.wmf]n

个线性无关的向量，但是没有更多数目的线性无关的向量，那么[image: image305.wmf]V

就称为
[image: image306.wmf]n

维的, 记作 dimV＝ n ；如果在[image: image307.wmf]V

中可以找到任意多个线性无关的向量，那么[image: image308.wmf]V

就称为无限维的.

注：零空间的维数定义为0，即dimV＝ 0
[image: image309.wmf]Û

V＝{0}.

定义6 在
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维线性空间
[image: image311.wmf]V

中，
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个线性无关的向量
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称为
[image: image314.wmf]V

的一组基.设
[image: image315.wmf]a

是
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中任一向量，于是
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线性相关，因此
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可以被基
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线性表出：


[image: image320.wmf]1122

nn

aaa

aeee

=+++

L

.

其中系数
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是被向量
[image: image322.wmf]a

和基
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唯一确定的，这组数就称为
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在基
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下的坐标，记为
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.有时也形式地记作
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注：向量
[image: image328.wmf]a

的坐标
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是被向量
[image: image330.wmf]a

和基
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唯一确定的．即向量
[image: image332.wmf]a

在基
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下的坐标唯一的. 但是，在不同基下
[image: image334.wmf]a

的坐标一般是不同的． 

由以上定义看来，在给出空间
[image: image335.wmf]V

的一组基之前，必须先确定
[image: image336.wmf]V

的维数.

定理1 如果在线性空间
[image: image337.wmf]V

中有
[image: image338.wmf]n

个线性无关的向量
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，且
[image: image340.wmf]V

中任一向量都可以用它们线性表出，那么
[image: image341.wmf]V

是
[image: image342.wmf]n

维的，而
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,.,,

n

aaa

L

就是
[image: image344.wmf]V

的一组基.

注意：① n 维线性空间 V 的基不是唯一的，V中任意 n个线性无关的向量都是V的一组基． ② 任意两组基向量是等价的． 

例1  在线性空间
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中，
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是
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个线性无关的向量，而且每一个次数小于
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的数域
[image: image349.wmf]P

上的多项式都可以被它们线性表出，所以
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是
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维的，而
[image: image352.wmf]21
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就是它的一组基.

注：此时，
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在基
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下的坐标就是
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（2）1，x－a，(x－a)2，…，(x－a)n－1是线性无关的,又对 
[image: image356.wmf]()[]
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.即,f(x)可经1，x－a，(x－a)2，…，(x－a)n－1线性表出.
∴1，x－a，(x－a)2，…，(x－a)n－1也为P[x]n的一组基．
此时，
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在基1，x－a，(x－a)2，…，(x－a)n－1下的坐标就是
[image: image359.wmf](1)
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例2 在
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维的空间
[image: image361.wmf]n
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中，显然
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是一组基.对于每一个向量
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所以
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就是向量
[image: image366.wmf]a

在这组基下的坐标.

不难证明，
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是
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中
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个线性无关的向量。在基
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.因此，
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例3 如果把复数域
[image: image376.wmf]C

看作是自身上的线性空间，那么它是一维的，数1就是一组作是实数域上的线性空间，那么就是二维的，数1与
[image: image377.wmf]i

就是一组基.这个例子告诉我们，维数是和所考虑的数域有关的.

§4 基变换与坐标变换(Basis transformation and coordinate transformation)
教学目的  通过教学，使学生理解基变换定理及可逆矩阵的同何意义，掌握坐标变换公式．
教学内容
在
[image: image378.wmf]n

维线性空间中，任意
[image: image379.wmf]n

个线性无关的向量都可以取作空间的基.对于不同的基，同一个向量的坐标一般是不同的.随着基的改变，向量的坐标是怎样变化的.

设
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维线性空间
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中两组基，它们的关系是
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                         (1)

设向量
[image: image385.wmf]x

在这两组基下的坐标分别是
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             (2)

现在的问题就是找出
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的关系.

首先指出，(1)中各式的系数


[image: image391.wmf]12

(,,,),1,2,,

jjnj

aaajn

=

LL


实际上就是第二组基向量
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在第一组基下的坐标.向量
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的线性无关性就保证了(1)中系数矩阵的行列式不为零.换句话说，这个矩阵是可逆的.

为了写起来方便，引入一种形式的写法.把向量
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写成
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也就是把基写成一个
[image: image396.wmf]1
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矩阵，把向量的坐标写成一个
[image: image397.wmf]1
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矩阵，而把向量看作是这两个矩阵的乘积.所以说这种写法是“形式的”，在于这里是以向量作为矩阵的元素，一般说来没有意义.不过在这个特殊的情况下，这种约定的用法是不会出毛病的.

相仿地，(1)可以写成
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矩阵
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称为由基
[image: image400.wmf]12
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到
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的过渡矩阵（the transition matrix），它是可逆的.

在利用形式写法来作计算之前，首先指出这种写法所具有的一些运算规律.

设
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中两个向量组，
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现在回到本节所要解决的问题上来.由(2)有
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用(4)代入，得
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与(3)比较，由基向量的线性无关性，得
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或者
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.                    (6)

(5)与(6)给出了在基变换(4)下，向量的坐标变换公式.

例1  在§3例2 中有
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就是过渡矩阵.不难得出
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因此
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也就是
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与§3所得出的结果是一致的.

例2  取
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的两个彼此正交的单位向量
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所得的向量（如图 1），
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图 1
则
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即
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这正是平面解析几何里，旋转坐标轴的坐标变换公式.
例3  在F3中，设
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的过渡矩阵T，并且求α分别在这两个基下的坐标．

解  设
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所以 
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)T得出，B=AT．为了求T，需要解这个矩阵方程，可按第一章的方法求解．因为
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所以，过渡矩阵
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设α在基
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解这个线性方程组得
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．因此，由坐标变换公式得到α在基
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下的坐标为(2,－5,10)．
§5 线性子空间（Linear subspace）
(2学时)
一、线性子空间的概念

定义7 数域
[image: image462.wmf]P

上的线性空间
[image: image463.wmf]V

的一个非空子集合
[image: image464.wmf]W

称为
[image: image465.wmf]V

的一个线性子空间（或简称子空间），如果
[image: image466.wmf]W

对于
[image: image467.wmf]V

的两种运算(under the inherited operations)也构成数域
[image: image468.wmf]P

上的线性空间. 

定理2  如果线性空间
[image: image469.wmf]V

的一个非空集合
[image: image470.wmf]W

对于
[image: image471.wmf]V

两种运算是封闭的(closed)，那么
[image: image472.wmf]W

就是一个子空间.

既然线性子空间本身也是一个线性空间，上面引入的概念，如维数、基、坐标等，当然也可以应用到线性子空间上.因为要线性子空间中不可能比在整个子空间中有更多数目线性无关的向量.所以，任何一个线性子空间的维数不能超过整个空间的维数.
例1 在线性空间中，由单个的零向量所组成的子集合是一个线性子空间，它叫做零子空间.

例2 线性空间
[image: image473.wmf]V

本身也是
[image: image474.wmf]V

的一个子空间.

在线性空间中，零子空间和线性空间本身这两个子空间有时叫做
[image: image475.wmf]V

的平凡子空间(the trivial subspace)，而其它的线性子空间叫做非平凡子空间.

例3 在全体实函数组成的空间中，所有的实系数多项式组成一个子空间.

例4 
[image: image476.wmf][]
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是线性空间
[image: image477.wmf][]
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的子空间.

例5 在线性空间
[image: image478.wmf]n
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中，齐次线性方程组
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的全部解向量组成一个子空间，这个子空间叫做齐次线性方程组的解空间.解空间的基就是方程组的基础解系，它的维数等于
[image: image480.wmf]nr

-

，其中
[image: image481.wmf]r

为系数矩阵的秩.

二、生成子空间

设
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是线性空间
[image: image483.wmf]V

中一组向量，这组向量所有可能的线性组合
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所成的集合(The span (or linear closure) of a nonempty subset S =
[image: image485.wmf]12
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)是非空的，而且对两种运算封闭，因而是
[image: image486.wmf]V

的一个子空间，这个子空间叫做由
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生成的（generated）子空间，记为
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由子空间的定义可知，如果
[image: image489.wmf]V

的一个子空间包含向量
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，那么就一定包含它们所有的线性组合，也就是说，一定包含
[image: image491.wmf]12
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作为子空间.

在有限维线性空间中，任何一个子空间都可以这样得到.事实上，设
[image: image492.wmf]W

是
[image: image493.wmf]V

的一个子空间，
[image: image494.wmf]W

当然也是有限维的.设
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定理3(P256) 1)两个向量组生成相同子空间的充要条件是这两个向量组等价.2）
[image: image498.wmf]12
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的维数等于向量组
[image: image499.wmf]12
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的秩.

定理4(P256) 设
[image: image500.wmf]W

是数域
[image: image501.wmf]P

上
[image: image502.wmf]n

维线性空间
[image: image503.wmf]V

的一个
[image: image504.wmf]m

维子空间，
[image: image505.wmf]12
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是
[image: image506.wmf]W

的一组基，那么这组向量必可扩充为整个空间的基.也就是说，在
[image: image507.wmf]V

中必定可以找到
[image: image508.wmf]nm
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个向量
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是
[image: image511.wmf]V

的一组基.

  结论 数域
[image: image512.wmf]P

上线性空间
[image: image513.wmf]V

的一个非空子集
[image: image514.wmf]W

是
[image: image515.wmf]V

的一个子空间
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§6子空间的交(intersection)与和(sum)
(2学时)

一、子空间的交

定理5 如果
[image: image517.wmf]1

V

,
[image: image518.wmf]2

V

是线性空间
[image: image519.wmf]V

的两个子空间，那么它们的交
[image: image520.wmf]12
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也是
[image: image521.wmf]V

的子空间.
由集合的交的定义有，子空间的交适合下列运算规律：
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由结合律，可以定义多个子空间的交：
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,它也是子空间.

二、子空间的和

定义8 设
[image: image525.wmf]1
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,
[image: image526.wmf]2
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是线性空间
[image: image527.wmf]V

的子空间，所谓
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的和，是指由所有能表示成
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的向量组成的子集合，记作
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定理6 如果
[image: image533.wmf]1
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,
[image: image534.wmf]2
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是线性空间
[image: image535.wmf]V

的子空间，那么它们的和
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也是
[image: image537.wmf]V

的子空间.
由定义有，子空间的和适合下列运算规律：
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由结合律，可以定义多个子空间的和
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它是由所有表示成
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的向量组成的子空间.

关于子空间的交与和有以下结论：

1. 设
[image: image542.wmf]12
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2. 对于子空间
[image: image549.wmf]1
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与
[image: image550.wmf]2

V

，以下三个论断是等价的：

1）
[image: image551.wmf]12
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2) 
[image: image552.wmf]121
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3)
[image: image553.wmf]122
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例1 在三维几何中用
[image: image554.wmf]1

V

表示一条通过原点的直线，
[image: image555.wmf]2

V

表示一张通过原点而且与
[image: image556.wmf]1

V

垂直的平面，那么，
[image: image557.wmf]1
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与
[image: image558.wmf]2
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的交是
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与
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的和是整个空间.

例2 在线性空间
[image: image562.wmf]n
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中，用
[image: image563.wmf]1
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与
[image: image564.wmf]2
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分别表示齐次方程组
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与
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的解空间，那么
[image: image567.wmf]12
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就是齐次方程组
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的解空间.

例3 在一个线性空间
[image: image569.wmf]V

中，有 
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关于两个子空间的交与和的维数，有以下定理.

三、维数公式
定理7（维数公式）如果
[image: image571.wmf]1
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，
[image: image572.wmf]2
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是线性空间
[image: image573.wmf]V

的两个子空间，那么

维（
[image: image574.wmf]1
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）+维（
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）.

从维数公式可以看到，和的维数往往要比维数的和来得小.

推论 如果
[image: image578.wmf]n

维线性空间
[image: image579.wmf]V

中两个子空间
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，
[image: image581.wmf]2

V

的维数之和大于
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必含有非零的公共向量.即：若
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例4. 在
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1） 求
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2） 求
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令 t =1，则得
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为列向量的矩阵A作初等行变换
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由B知，
[image: image605.wmf]121

,,

aab

为
[image: image606.wmf]1212

,,,

aabb

的一个极大无关组.

[image: image607.wmf]1212121

(,)(,)(,,)
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为3维的，
[image: image608.wmf]121

,,

aab

为其一组基.
§7 子空间的直和（direct sum）
一、直和的概念

定义9 设
[image: image609.wmf]12

,

VV

是线性空间
[image: image610.wmf]V

的子空间，如果和
[image: image611.wmf]12

VV

+

中每个向量
[image: image612.wmf]a

的分解式
[image: image613.wmf]121122

,,

VV

aaaaa

=+ÎÎ

是唯一的，这个和就称为直和，记为
[image: image614.wmf]12

VV

Å

.

二、直和的判定
定理8 和
[image: image615.wmf]12

VV

+

是直和的充要条件是等式
[image: image616.wmf]12

0,(1,2)

ii

Vi
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只有在
[image: image617.wmf]i

a

全为零时才成立.

推论 和
[image: image618.wmf]12

VV

+

是直和
[image: image619.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image620.wmf]{
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定理9 设
[image: image621.wmf]12

,

VV

是线性空间
[image: image622.wmf]V

的子空间，令
[image: image623.wmf]12

WVV

=+

，则


[image: image624.wmf]12
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维(
[image: image626.wmf]W

)=维(
[image: image627.wmf]1

V

)+维(
[image: image628.wmf]2

V

).

定理10 设
[image: image629.wmf]U

是线性空间
[image: image630.wmf]V

的一个子空间，那么一定存在一个子空间
[image: image631.wmf]W

使
[image: image632.wmf]VUW

=Å

.称这样的
[image: image633.wmf]W

为
[image: image634.wmf]U

的一个余子空间.
注：1、余子空间一般不是唯一的(除非U是平凡子空间).
2、设
[image: image635.wmf];

1212

,,,,,,

rs

eeehhh

LL

分别是线性子空间
[image: image636.wmf]12

,

VV

的一组基，则

[image: image637.wmf]12

VV

+

是直和
[image: image638.wmf]1212
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线性无关.
三、多个子空间的直和
子空间的直和的概念可以推广到多个子空间的情形.

定义10 设
[image: image639.wmf]12

,,,

s

VVV

L

都是线性空间
[image: image640.wmf]V

的子空间，如果和
[image: image641.wmf]12

s
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+++

L

中每个向量
[image: image642.wmf]a

的分解式
[image: image643.wmf]12

,(1,2,,)

sii
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LL

是唯一的，这个和就称为直和，记为
[image: image644.wmf]12

s

VVV

ÅÅÅ

L

.

定理11 
[image: image645.wmf]12

,,,

s

VVV

L

是线性空间
[image: image646.wmf]V

的一些子空间，下面这些条件是等价的：

1）
[image: image647.wmf]i

WV

=

å

是直和；

2）零向量的表法唯一；

3）
[image: image648.wmf]{
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;

4）维(
[image: image649.wmf]W

)=
[image: image650.wmf]维

()

i

V

å

.

§8 线性空间的同构(Isomorph)
设
[image: image651.wmf]12

,,,

n

eee

L

是线性空间
[image: image652.wmf]V

的一组基，在这组基下，
[image: image653.wmf]V

中每个向量都有确定的坐标，而向量的坐标可以看成
[image: image654.wmf]n

P

元素，因此向量与它的坐标之间的对应实质上就是
[image: image655.wmf]V

到
[image: image656.wmf]n

P

的一个映射.显然这个映射是单射与满射，换句话说，坐标给出了线性空间
[image: image657.wmf]V

与
[image: image658.wmf]n

P

的一个双射.这个对应的重要性表现在它与运算的关系上.设


[image: image659.wmf]1122
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[image: image660.wmf]1122
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而向量
[image: image661.wmf],,

ab

的坐标分别是
[image: image662.wmf]12
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n
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L

,
[image: image663.wmf]12
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bbb

L

，那么
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[image: image665.wmf]1122
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于是向量
[image: image666.wmf],
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a

的坐标分别是


[image: image668.wmf]11221212
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[image: image669.wmf]1212
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以上的式子说明在向量用坐标表示之后，它们的运算就可以归结为它们坐标的运算.因而线性空间
[image: image670.wmf]V

的讨论也就可以归结为
[image: image671.wmf]n

P

的讨论.

一、同构映射的定义

定义11  数域
[image: image672.wmf]P

上两个线性空间
[image: image673.wmf]V

与
[image: image674.wmf]V

¢

称为同构的，如果由
[image: image675.wmf]V

到
[image: image676.wmf]V

¢

有一个双射(one-to-one and onto)
[image: image677.wmf]s

，具有以下性质：

1）
[image: image678.wmf]()()()

sabsasb

+=+

;

2) 
[image: image679.wmf]()().

kk

sasa

=


其中
[image: image680.wmf],

ab

是
[image: image681.wmf]V

中任意向量，
[image: image682.wmf]k

是
[image: image683.wmf]P

中任意数.这样的映射
[image: image684.wmf]s

称为同构映射(isomorphism). 
[image: image685.wmf]V

与
[image: image686.wmf]V

¢

同构，记作
[image: image687.wmf]VV

¢

@

.
  We write
[image: image688.wmf]VV

¢

@

, read “V is isomorphic to
[image: image689.wmf]V

¢

”, when such a map exists. “Morphism” means map, so “isomorphism” means a map expressing sameness.
前面的讨论说明在
[image: image690.wmf]n

维线性空间
[image: image691.wmf]V

中取定一组基后，向量与它的坐标之间的对应就是
[image: image692.wmf]V

到
[image: image693.wmf]n

P

的一个同构映射.
二、同构的有关结论
1、数域
[image: image694.wmf]P

上任一个
[image: image695.wmf]n

维线性空间都与
[image: image696.wmf]n

P

同构.

2、设
[image: image697.wmf]V

、
[image: image698.wmf]V

¢

是数域
[image: image699.wmf]P

上的两个线性空间，
[image: image700.wmf]s

是
[image: image701.wmf]V

到
[image: image702.wmf]V

¢

的同构映射，则有：
1) 
[image: image703.wmf](0)0,()()

ssasa

=-=-

.

2) 
[image: image704.wmf]11221122
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rrrr

kkkkkk
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+++=+++

LL

其中


[image: image705.wmf],,1,2,,

ii

VkPir

a

ÎÎ=

L

.

3) 
[image: image706.wmf]V

中向量组
[image: image707.wmf]12

,,,

r

aaa

L

线性相关（线性无关）
[image: image708.wmf]Û

它们的象
[image: image709.wmf]12

(),(),,()

r

sasasa

L

线性相关（线性无关）.

4) 
[image: image710.wmf]dimdim

VV

¢

=

.
5） 
[image: image711.wmf]VV

s

¢

®

：

的逆映射
[image: image712.wmf]1

s

-

为
[image: image713.wmf]V

¢

到
[image: image714.wmf]V

的同构映射.
6) 如果
[image: image715.wmf]1

V

是
[image: image716.wmf]V

的一个线性子空间，那么，
[image: image717.wmf]1

V

在
[image: image718.wmf]s

下的象集合


[image: image719.wmf]{
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11
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VV
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是
[image: image720.wmf]()

V

s

的子空间，并且
[image: image721.wmf]1

V

与
[image: image722.wmf]1

()

V

s

维数相同.

注：由2可知，同构映射保持零元、负元、线性组合及线性相关性，并且同构映射把子空间映成子空间.

3、两个同构映射的乘积还是同构映射.

注：同构作为线性空间之间的一种关系，具有反身性、对称性与传递性.

既然数域
[image: image723.wmf]P

上任意一个
[image: image724.wmf]n

维线性空间都与
[image: image725.wmf]n

P

同构，由同构的对称性与传递性即得，数域
[image: image726.wmf]P

上任意两个
[image: image727.wmf]n

维线性空间都同构.

4、定理12 数域
[image: image728.wmf]P

上两个有限维线性空间同构的充要条件是它们有相同的维数(Vector spaces are isomorphic if and only if they have the same dimension).

由线性空间的抽象讨论中，并没有考虑线性空间的元素是什么，也没有考虑其中运算是怎样定义的，而只涉及线性空间在所定义的运算下的代数性质.从这个观点看来，同构的线性空间是可以不加区别的.因之，定理12说明了，维数是有限维线性空间的唯一的本质特征.
练习：设集合
[image: image729.wmf],
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1）证明：W为
[image: image730.wmf]22

R

´

的子空间，并求出W的维数与一组基. 

2）证明：复数域C看成R上的线性空间与W同构，并写出一个同构映射. 
第六章、线性空间(小结)

线性空间是线性代数的中心内容，是几何空间的抽象和推广，线性空间的概念具体展示了代数理论的抽象性和应用的广泛性.

一、线性空间

1. 线性空间的概念
2. 线性空间的性质
(1) 线性空间的零元，每个元素的负元都是唯一的；

(2)
[image: image731.wmf](1)

aa

-=-

;
[image: image732.wmf]00,0

kkor

aa

=Û==

.
二、基、维数和坐标

1．基本概念：线性表示（组合）；向量组等价；线性相关（无关）；基、维数和坐标；过渡矩阵.

2．基本结论
(1)线性相关性的有关结论.

(2)在
[image: image733.wmf]n

维线性空间
[image: image734.wmf]V

中，任意
[image: image735.wmf]n

个线性无关的向量都作成
[image: image736.wmf]V

的一个基；任意
[image: image737.wmf]()

mmn

<

个线性无关的向量都可扩充为
[image: image738.wmf]V

的一个基；任意
[image: image739.wmf]()

ssn

>

个向量都是线性相关的.
(3)若在线性空间
[image: image740.wmf]V

中有
[image: image741.wmf]n

个线性无关的向量
[image: image742.wmf]12

,,,

n

aaa

L

,且
[image: image743.wmf]V

中任意向量都可由它线性表示，则
[image: image744.wmf]V

是
[image: image745.wmf]n

维的，而
[image: image746.wmf]12

,,,

n

aaa

L

就是
[image: image747.wmf]V

的一个基.
(4)设{
[image: image748.wmf]12
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n

aaa

L

}和{
[image: image749.wmf]12
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n

bbb

L

}是
[image: image750.wmf]n

维线性空间
[image: image751.wmf]V

的两个基，
[image: image752.wmf]A

是由基{
[image: image753.wmf]12
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n

aaa

L

}到基{
[image: image754.wmf]12
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n

bbb

L

}的过渡矩阵，
[image: image755.wmf]12
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n

xxx

L

和
[image: image756.wmf]12
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n

yyy

L

分别是向量
[image: image757.wmf]a

在这两个基下的坐标，则
[image: image758.wmf]A

是可逆的，且
         
[image: image759.wmf]11
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三、线性子空间及其生成

1．基本概念：子空间；生成子空间；子空间的和与直和.

2．基本结论：
(1) 线性空间
[image: image760.wmf]V

的非空子集合
[image: image761.wmf]W

作成
[image: image762.wmf]V

的子空间
[image: image763.wmf]Û
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对于
[image: image765.wmf]V

的两种运算封闭.

(2) 线性空间
[image: image766.wmf]V

的两个子空间的交与和仍为子空间.
(3)(维数公式) 若
[image: image767.wmf]12

,

VV

是线性空间
[image: image768.wmf]V

的两个有限维子空间，则 


[image: image769.wmf]121212
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(4)
[image: image770.wmf]1212
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[image: image772.wmf]Û

向量组{
[image: image773.wmf]12
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m

aaa

L

}与{
[image: image774.wmf]12
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n

bbb

L

}等价.

(5) 设
[image: image775.wmf]U

是线性空间
[image: image776.wmf]V

的一个子空间，则存在一个子空间
[image: image777.wmf]W

，使得
[image: image778.wmf]VUW

=Å

，此时称
[image: image779.wmf]W

为
[image: image780.wmf]U

的一个余子空间.

(6) 设
[image: image781.wmf]12
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s

VVV

L

是线性空间
[image: image782.wmf]V

的子空间，下面这些条件等价：

①  
[image: image783.wmf]i

WV

=

å

是直和；

②  零向量的表示法唯一；
③  
[image: image784.wmf]{
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④  
[image: image785.wmf]dimdim
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.
四、线性空间的同构

1.同构的定义

2. 同构映射的基本性质：

(1) 线性空间的同构映射保持零元，负元，线性组合，线性相关性；

(2) 同构映射把子空间映成子空间；

(3) 线性空间的同构关系具有反身性，对称性和传递性；

(4) 数域
[image: image786.wmf]P

上两个有限维线性空间同构
[image: image787.wmf]Û

它们有相同的维数，因而，每一个数域
[image: image788.wmf]P

上的
[image: image789.wmf]n

维线性空间都与
[image: image790.wmf]n

元数组所成的线性空间
[image: image791.wmf]n

P

同构.
本章的重点是线性空间的概念，子空间的和，基与维数；

难点是线性空间定义的抽象性，线性相关和子空间的直和.

本章的基本题型主要有：线性空间，子空间的判定或证明，线性相关与无关的判定或证明，基与维数的确定，过渡矩阵和坐标的求法，直和及同构的判定或证明.

本章的基本内容及其内在联系可用下图来说明：
[image: image792.png]
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� Georg Cantor(1845-1918)，德国数学家，19世纪数学伟大成就之一--集合论的创立人。


� David Hilbert（1862-1943），德国数学家，是19世纪和20世纪初最具影响力的数学家之一。
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