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第四章 大数定律和中心极限定理

• §1 大数定律

背景

本章的大数定律，对第一章中提出的
“频率稳定性”，给出理论上的论证
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设随机变量序列X 若存在某常数 ，

 使得 均有：

 则称随机变量序列 依概率收敛于常数 ，

        记为：X



上页上页上页 下页下页下页

( )

{ }

1 2
2

1

1

5 .2

, , , ,

1

0

1lim lim 1

n

n

n k
k

n

n kn n k

X X

n Y Xn

P Y P Xn

μ σ

ε

μ ε μ ε

=

→ ∞ → ∞
=

=

∀ >
⎧ ⎫

− < = − < =⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑

∑

L L

定 理 契 比 雪 夫 不 等 式 的 特 殊 情 形 ：

      设 随 机 变 量 序 列 X 相 互 独 立 ，

      且 具 有 相 同 的 数 学 期 望 和 相 同 的 方 差 ，

      作 前 个 随 机 变 量 的 算 术 平 均 ：

      则 ， 有 ：
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( )5.3 
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定理 贝努里大数定理

       设事件 在每次试验中发生的概率为 ，记 为 次独立重复试验

       中 发生的次数 则 有：

( ), ,An b n p∼证明：利用契比雪夫不等式，因 故：
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大数定律的重要意义：

贝努里大数定律建立了在大量重复独立试验中事
件出现频率的稳定性，正因为这种稳定性，概率
的概念才有客观意义，贝努里大数定律还提供了
通过试验来确定事件概率的方法，既然频率nA/n
与概率p有较大偏差的可能性很小，我们便可以通
过做试验确定某事件发生的频率并把它作为相应
的概率估计，这种方法即是在第7章将要介绍的参
数估计法，参数估计的重要理论基础之一就是大
数定理。
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§2 中心极限定理

背景：

有许多随机变量，它们是由大量的相互独立

的随机变量的综合影响所形成的，而其中每个个
别的因素作用都很小，这种随机变量往往服从或
近似服从正态分布，或者说它的极限分布是正态
分布，中心极限定理正是从数学上论证了这一现
象，它在长达两个世纪的时期内曾是概率论研究
的中心课题。
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( )5.4 定理 独立同分布的中心极限定理
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此定理表明，当 充分大时， 近似服从

即： X（近似）～

从而，
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思考题：

X的近似
n

分布是什么？
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设随机变量X 相互独立同分布，

则前 个变量的和的标准化变量为：

有： 

证明略。
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( )5.5 定理 德莫佛--拉普拉斯定理
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第次试验时 发生
证明：令X

第次试验时 未发生
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设 为 次贝努里试验中 发生的次数，

则对任何区间 ，有：
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1 2 1616 , , , ,X XL解：记 只电器元件的寿命分别为X
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根据独立同分布的中心极限定理:

  Y 近似服从

( ) ( ) 1920 1 1920P X P X> = − ≤ ( )1920 16001 400
−≈ −Φ

( )1 0.8 0.2119= −Φ =

设某种电器元件的寿命服从均值为100小时的指数分
布，现随机取得16只，设它们的寿命是相互独立的,求
这16只元件的寿命的总和大于1920小时的概率。
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( )200P X= >

( ), , 10000, 0.017b n p n p∼ = =解：设X为一年中投保老人的死亡数，则X

由德莫佛--拉普拉斯中心极限定理，保险公司亏本的概率为：
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思考题：

求保险公司至少

盈利 万元的概率。

答案：0.937

某保险公司的老年人寿保险有1万人参加，每人每年交
200元, 若老人在该年内死亡，公司付给受益人1万元。设
老年人死亡率为0.017，试求保险公司在一年内这项保险

亏本的概率。


