
第九节 二元函数的泰勒公式

二元函数极值充分条件的证明

二元函数的泰勒公式



一、二元函数的泰勒公式

定理 设 ),( yxfz  在点 ),( 00 yx 的某一邻域内有直到

n+1阶连续偏导数, 0 0( , )x h y k  是此邻域内任一点, 则存在

10:  , 使得
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这一公式称为二元函数 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 的n阶泰勒公式, 

最后一项称为拉格朗日型余项, 
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其中记号为



公式最后一项偏导数应在点 ),( 00 kyhx   取值.

一般,
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证 设 )10(),,()( 00  ttkythxft

由复合函数的求导法则可知 )(t 在区间[0, 1]上有直到

n+1阶的连续导数,因此, 当 ]1,0[t 时, n阶麦克劳林公式

成立, 即存在 10:  , 使得



),(
)!1(

1
)0(

!

1
)0(''

!2

1
)0(')0()( )1()(2 t

n
t

n
ttt nnn 


 

令t =1, 得
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其中 ),()0(),,()1( 0000 yxfkyhxf  , 

再求复合函数导数, 得
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将 )()0(,),0(),1( )1()(  nn 及 的值代入上面的麦克劳林

公式中, 就得到要证的泰勒公式, 定理证毕.

当n =0时, 泰勒公式成为

).,(),(),(),( 00000000 kyhxhfkyhxhfyxfkyhxf yx  

这个公式称为二元函数的拉格朗日中值公式.

利用拉格朗日中值公式, 容易证明以下定理:



如果函数f (x, y)的偏导数 ),(),,( yxfyxf yx 在区域D内都

则函数f (x, y)在区域D内恒等于一个常数. 恒等于零,

例1:

解:

求函数 ( , ) ln(1 )f x y x y   在点（0, 0）的三阶泰勒公式

因为
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又f (0, 0)=0, 代入三阶泰勒公式中, 并令 ,, ykxh 

便得
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二、二元函数极值充分条件的证明

现在可以利用泰勒公式, 对第八节定理2加以证明. 由

定理的条件, ),( yxf 在点 ),( 000 yxP 的某个邻域 )( 0PU 内有

连续的二阶偏导数, 且 0),(,0),( 0000  yxfyxf yx

设 )(),(),( 000 PUyyxxyx  , 则由一阶泰勒公式, 
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由于二阶偏导数连续, 故有

,),(),( 110000   Ayxfyyxxf xxxx

,),(),( 220000   Byxfyyxxf xyxy

,),(),( 330000   Cyxfyyxxf yyyy

其中当
2 2( ) ( ) 0x y      时， 1 2 3, , 0    代入上面 f

的式子中去, 得
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当 0 时, 上式右端第二项是比第一项高阶的无穷小,

因此, 当 |||,| yx  充分小时, ),(),( 00 yxfyxf  的符号由右端

第一项的符号所决定. 设
22 )(2)( yCyxBxAQ 

（1）当 02  BAC 时, 这时A, C同号且均不为零, 当 yx  ,

不同时为零时, ])()()[(
1 222 yBACyBxA
A

Q 

由于方括号内总是正数, 所以Q与A同号, 因而

),(),( 00 yxfyxf  与A同号.



当A>0时, ),(),,(),( 0000 yxfyxfyxf  为极小值.

当A<0时, ),(),,(),( 0000 yxfyxfyxf  为极大值.

（2）

如果 0A  且，取 ,x y  , 使 0A x B y    0y  ，则

])()[(
1 22 yBAC
A

Q  与A异号,取 0y  且 0x  时，
2( )Q A x 

与 A同号, 因此在点 ),( 00 yx 的邻域内既有点使

),(),( 00 yxfyxf  , 也有点使 ),(),( 00 yxfyxf  , 因此,

),( 00 yxf 不是极值.

02  BAC 时, 当 考虑以下三种情况:



如果 0A , 但 0C 时, 

如果 0CA , 则必有 0B , 此时 yxBQ  2 , 取

0 yx 时,
2)(2 xBQ  与B同号,取 0 yx 时,

2)(2 xBQ  与B异号,同样得知 ),( 00 yxf 不是极值.

（3） 当 02  BAC 时,容易举例说明不能肯定 ),( 00 yxf 是否

为极值. 例如以下两个函数
3242 ),(,),( yxyxgyxyxf 

),( 00 yxf 不是极值.可类似地证明



容易验证, 这两个函数都以（0, 0）为驻点,且在点（0, 0）

处都有 02  BAC , 但 ),( yxf 在（0, 0）处有极小值0, 而

),( yxg 在（0, 0）处不取极值.


