
第二章 一阶微分方程的初等解法 

§2.1 变量分离方程与变量变换 

要求：熟练掌握变量分离方程的解法 

本节重点：变量分离方程的解法；难点：变量变换. 

2.1.1 变量分离方程 
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分离变量即可求解． 

例 1 求解方程 
y
x

dx
dy

−= .  （解为
2xcy −±= ） 

例 2 求解方程 
)(

)(
byax

dxcxy
dx
dy

−
+−

= ， .  （解为 ） 0,0 ≥≥ yx keyex byadxc =−−

例 3（略） 

例 4 求解方程 yxP
dx
dy )(= .（解为 ） ∫=

dxxP
cey

)(

2.1.2 可化为变量分离方程的类型 
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其中 ， 是待定常数（即两直线的交点），可将方程化为关于X与Y的齐次方程 0x 0y
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求解，最后代回原变量即可得原方程的解. 

例 7 求解方程
3
1

−+
+−

=
yx
yx

dx
dy

  （解为 ）. cxyxxyy =−−−+ 262 22

2.1.3 应用举例 

例 8 电容器的充电与放电（ ）. 39P

例 9 探照灯反射镜面的形状 （ ） 41P

习题 2.1 

1.（1），（3），（5），（7），（9）；2. （1），（3），（5），（7）；3.（1）；4；6；9. 

 

§2.2 线性微分方程与常数变易法 

要求：熟练掌握一阶非齐次线性微分方程的解法 

本节重点：一阶非齐次线性微分方程的解法（即常数变易法） 

一阶线性微分方程 
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其中 在考虑的区间上是)(),( xQxP x 的连续函数. 
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（2.2.2）称为一阶齐次线性微分方程 

若 ，（2.21）称为一阶非齐次线性微分方程. 0)( ≠xQ
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常数变易法实际上是一种变量变换的方法，通过（2.2.4）可将方程（2.2.1）化为变量

分离方程. 

例1 求方程
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的方程，称为伯努利（Bernoulli）方程. 这里 是)(),( xQxP x 的连续函数， 是常数. 1,0≠n

利用变量变换可将伯努利（Bernoulli）方程化为线性微分方程. 
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习题 2.2 

1.（1），（3），（5），（7），（9），（11），（13），（15）；2.  3.  5.（1），（3）； 7. （1），（3）. 

 

§2.3  恰当微分方程与积分因子 



要求：熟练掌握恰当微分方程的解法，积分因子的求法. 

本节重点：恰当微分方程的解法，积分因子的求法. 难点：积分因子的求法. 

2.3.1 恰当微分方程（全微分方程） 

如果微分方程（2.3.1）的左端恰是某一函数 的全微分，即 ),( yxu
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则称（2.3.1）为恰当微分方程（或全微分方程）. 

容易验证，（2.3.1）的通解是  cyxu =),(
，                                （2.3.3） 

其中c是任意常数. . ),( yxuu =

问题： 

（1） 如何判断（2.3.1）是恰当微分方程？ 

（2） 如果（2.3.1）是恰当微分方程，如何求得函数 ),( yxuu = ？ 

（3）如果（2.3.1）是恰当微分方程，函数 应有什么性质？ ),(),,( yxNyxM

恰当微分方程的充要条件是 
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恰当微分方程（2.3.2）的通解是 
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例1 求方程 的通解. 0)46()63( 3222 =+++ dyyyxdxxyx

（解为 ） cyyxx =++ 4223 3

采用“分项组合”的办法，先把那些本身已构成全微分的项分出，再把剩下的项凑成全

微分. 这要求熟记一些简单二元函数的全微分。 

例 2  求解微分方程 0)4(sin)cos3( 32 =−++ dyyxdxxyx

             （解为 ） .sin 43 cyxyx =−+

2.3.2 积分因子法． 

给出微分方程     
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如果它不是恰当微分方程，如果能找到一个函数 0),( ≠yxμ
，使得 
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是一个恰当微分方程，即存在函数 ，使 v
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则称函数 ),( yxμ  是方程 (2.3.17) 的一个积分因子． 

这时 是（2.3.18）的通解，因而也是（2.3.18）的通解. cyxv =),(

同一方程 0=− xdyydx 可以有不同的积分因子 

一个方程如果存在积分因子，那么积分因子不只是一个．方程解的形式也不一定相同. 

函数 ),( yxμ 为（2.3.17）的积分因子的充要条件是 
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如果方程满足条件 
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它仅是 x 的函数，那么易求其积分因子为 ． 
dxxe )(ψμ ∫=

同样，方程满足条件    

)(y
M

x
N

y
M

Φ=
−

∂
∂

−
∂
∂

 

它仅是 的函数，那么易求其积分因子为 y .)( dyye Φ∫=μ
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作业：习题 2.2 

1.（1），（3），2.（1），（3），（5），（7），（9），（11）；  3. 4．5. 7. ８. 

§2.4  一阶隐方程与参数表示 

要求：熟练掌握一阶隐分方程的解法. 

本节重点：一阶隐方程的解法克莱罗方程的求法. 难点：一阶隐方程的求法.

  求解隐式方程 

                         0),,( =′yyxF        

                 （2.4.1） 

的问题分两种情况考虑： 

    1． 假如能从(2.4.1)中把 y′解出，就得到一个或几个显式方程 

                    ),,2,1(),( niyxfy i L==′  



如果能用初等积分法求出这些显式方程的解，那么就得到方程(2.4.1)的解.  

    例 1 求解方程 
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2．如果在(2.4.1)中不能解出 y′时，则可用下面介绍的“参数法”求解，本节主要介

绍其中两类可积类型， 

     类型 Ⅰ           ),(),,( yyfxyxfy ′=′=   

     类型 Ⅱ            0),(,0),( =′=′ yyFyxF   

2.4.1 可以解出 （或y x ）的方程 

考虑类型Ⅰ中的方程 
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注意：当从方程(2.4.4)中解出 ),( cxpp = 时，只 要将其代入(2.4.3)的第三式，就得

到(2.4.2)的通解了，而不要再将 p 认为 y′，再积分来求 y ． 

同理，可以考虑类型Ⅰ的方程 
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例 2 求解方程 
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例 3 求解方程 
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这里，假定 ( )xϕ 是二次可微函数.　 
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方程(2.4.9)称为克莱洛 (Clairaut)方程.由(2.4.11)式可知，它的通解恰好是在方程

(2.4.9)中用 C 取代  而成. y′



2.4.2  不显含 （或y x ）的方程 

类型Ⅱ的特点是，方程中不含 y 或 x 

考虑类型Ⅰ中的方程 
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得到方程(2.4.13)的参数形式通解 
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同理，可以讨论类型Ⅱ的方程 
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(2.4.17)的参数形式通解为 
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例 4 求解方程
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作业：P58, 1,2,3,4,5,6 


