
第四章  高阶线性方程 

§4.1  线性微分方程的一般理论 

4.1.1  引言 

本章主要讨论如下 n 阶线性微分方程 
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其中 ),,2,1()( nitai L= 及 )(tf 均为区间 bta ≤≤ 上的连续函数． 

若 0)( ≡tf ，则方程(4.1)变为 
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称之为 n 阶齐线性微分方程，简称为齐线性方程，称(4.1)为 n 阶非齐线性微分方程，简称

为非齐线性方程，称(4.2)为对应于方程(4.1)的齐线性方程． 

方程(4.1)的解的存在唯一性定理 

定理１ 若 ),,2,1()( nitai L= 及 )(tf 均为区间 bta ≤≤ 上的连续函数，则对于任

意 ],[0 bat ∈ 及任意的
)1(

0
)1(

00 ,,, −nxxx L ，方程(4.1)存在唯一解 )(tx ϕ= ，定义于区间

bta ≤≤ 上，且满足初始条件： 
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证明在下一章给出． 

4.1.2 齐线性方程的解的性质与结构 

首先讨论齐线性方程(4.2)，易得齐线性方程的解的叠加原理． 

定理２（叠加原理） 若 )(,),(),( 21 txtxtx kL 是方程(4.2)的 k 个解，则它们的线性

组合 )()()( 2211 txctxctxc kk+++ L 也是(4.2)的解，其中 kccc ,,, 21 L 是任意常数． 

当 kn = 时，方程(4.2)有解 

   )()()( 2211 txctxctxcx nn+++= L                         (4.4) 

在什么条件下，(4.4)能成为 n 阶齐线性方程(4.2)的通解？ 



考虑定义在区间 bta ≤≤ 上的函数 )(,),(),( 21 txtxtx kL ，如果存在不全为零的常数

kccc ,,, 21 L ，使得恒等式 0)()()( 2211 ≡+++ txctxctxc kkL 对于任意的 ],[ bat∈ 均成

立，则称这些函数线性相关，否则就称这些函数在所给区间上线性无关． 

例（略） 

由定义在区间 bta ≤≤ 上的 k 个可微 1−k 次的函数 )(,),(),( 21 txtxtx kL 所成的行列

式 
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称为这些函数的伏朗斯基行列式． 

定理３ 若函数 )(,),(),( 21 txtxtx kL 在区间 bta ≤≤ 上线性相关，则在 ],[ ba 上它们

的伏朗斯基行列式 0)( ≡tW ． 

这个定理的逆命题一般不成立（例子见Ｐ105）． 

定理４ 若方程(4.2)的解 )(,),(),( 21 txtxtx kL 在区间 bta ≤≤ 上线性无关，则

)](,),(),([ 21 txtxtxW kL 在此区间的任何点上均不等于零，即 )(0)( btatW ≤≤≠ ． 

定理５ n 阶齐线性方程(4.2)一定存在 n 个线性无关解． 

定理６（通解结构定理） 若 )(,),(),( 21 txtxtx nL 是方程(4.2)的n 个线性无关解，则

方程(4.2)的通解可表为 

     )()()( 2211 txctxctxcx nn+++= L                         (4.11) 

其中 nccc ,,, 21 L 为任意常数．且通解(4.11)包括了方程(4.2)的所有解． 

推论 方程(4.2)的线性无关解的最大个数等于 n ．因此可得结论：n 阶齐线性方程的所

有解构成一个 n 维线性空间． 

方程(4.2)的一组 n 个线性无关解称为方程的一个基本解组，显然，基本解组不唯一． 

4.1.3 非齐线性方程与常数变易法 

考虑n 阶非齐线性方程 
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易见方程(4.2)是它的特殊情形． 

性质１ 若 )(tx 是方程(4.1)的解，而 )(tx 是方程(4.2)的解，则 )()( txtx + 也是方程(4.1)

的解． 

性质２ 方程(4.1)的任意两个解之差必为方程(4.2)的解． 

定理７ 设 )(,),(),( 21 txtxtx nL 是方程(4.2)的基本解组，而 )(tx 是方程(4.1)的某个

解，则方程(4.1)的通解可表为 

    )()()()( 2211 txtxctxctxcx nn ++++= L                         (4.14) 

其中为任意常数．且通解(4.14)包括了方程(4.1)的所有解． 

定理告诉我们，要解非齐线性方程，只需知道它的一个解和对应的齐线性方程的基本解

组即可．事实上，只要知道对应的齐线性方程的基本解组就可以利用常数变易法求得非齐线

性方程的解． 

常数变易法 设 )(,),(),( 21 txtxtx nL 是方程(4.2)的基本解组，因而 

     ))()()( 2211 txctxctxcx nn+++= L             (4.15) 

为(4.2)的通解．把其中的任意常数 ic 看作 t 的待定函数 ),,2,1()( nitci L= ，(4.15)变为 

           ))()()()()()( 2211 txtctxtctxtcx nn+++= L           (4.16) 

将它代入方程(4.1)，就得到 )(,),(),( 21 tctctc nL 必须满足的一个方程，但待定函数有 n

个，为了确定它们，还需再找出 1−n 个限制条件，理论上，这些条件可任意给出。 

如果已知对应的齐线性方程的基本解组，则非齐线性方程的任一解可由求积得到．因此，

对于线性方程来说，关键是求出齐线性方程的基本解组． 

例１（见课本 P112 例 1） 

例 2（见课本 P112 例 2） 

作业  P113 (1、2、4、6、7、8、9) 

 

§4.2 常系数线性微分方程的解法 

4.2.1  复值函数与复值解 



如果对于区间 bta ≤≤ 中的每一实数 t ，有复数 )()()( tittz ψϕ += ，其中 )()( tt ψϕ 和

是在区间 bta ≤≤ 上定义的实函数， i  是虚数单位，则称在区间 bta ≤≤ 给定了一个复值

实函数 )(tz ． 

如果 )()( tt ψϕ 和 当 t 趋于 0t 时有极限，并且定义 
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= ，则称 )(tz 在 0t 连续． 

显然 )(tz 在 0t 连续相当于 )()( tt ψϕ 和 在 0t 连续． 

当 )(tz 在区间 bta ≤≤ 上每一点连续时，就称 )(tz 在区间 bta ≤≤ 连续． 

如果极限
0

0 )()(lim
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存在，就称 )(tz 在 0t 有导数．且记此极限为
dt
tdz )( 0 或 )( 0tz′ ． 

显然 )(tz 在 0t 有导数相当于 )()( tt ψϕ 和 在 0t 有导数，且 
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如果 )(tz 在区间 bta ≤≤ 上每一点都有导数，就称 )(tz 在区间 bta ≤≤ 上有导数． 

高阶导数可以类似地定义． 

设 )(1 tz 、 )(2 tz 是定义在 bta ≤≤ 上的可微函数， c是复值常数，易证下列等式成立： 
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设 βα iK += 为任一复数，这里 βα , 为实数， t 为实变量，定义 

        )sin(cos)( titeee ttiKt ββαβα +== +  

由上式可得 
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 Kte 的性质 
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定义于区间 bta ≤≤ 上的实变量复值函数 )(tzx = 称为方程(4.1)的复值解，如果 
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对于 bta ≤≤ 恒成立． 

定理８ 如果方程(4.2)中所有系数 )()()( tittzx ψϕ +== 是方程的复值解，则 )(tz 的

实部 )(tϕ 、虚部 )(tψ 和共轭复值函数 )(tz 也都是方程(4.2)的解． 

定理９ 若方程 
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有复值解 )()( tiVtUx += ，这里 ),,2,1()( nitai L= 及 )(),( tvtu 都是实值函数，那么这

个解的实部 )(tU 和虚部 )(tV 分别是方程 
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的解． 

4.2.2 常系数齐次线性微分方程和欧拉方程 

设齐次线性微分方程中所有系数都是常数, 即方程形式为 
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其中 naaa ,,, 21 L 为常数. 称(4.19)为n 阶常系数齐次线性微分方程. 

(4.19)的基本解组的殴拉待定指数函数法(又称为特征根法) 

(4.20)为(4.19)的解的充要条件是λ是代数方程 
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的根. 称它为方程(4.19)的特征方程, 它的根就称为特征根. 

(1) 特征根是单根的情形 

设 nλλλ ,,, 21 L 是特征方程(4.21)的n个彼此不相等的根, 则相应的方程(4.19)有如下 n

的解 

ttt neee λλλ ,,, 21 L ,                                             (4.22) 

n个解在区间 bta ≤≤ 上线性无关, 从而组成方程的基本解组. 

如果 ),,2,1( nii L=λ (均为实数, 则(4.22)是方程(4.19) n个线性无关的实数解, 方

程(4.19)的通解为 

t
n

tt necececx λλλ +++= L21
21 , 其中 nccc ,,, 21 L 为任意常数. 

如果特征方程(4.21)有复根，由于其系数是实的，它的复根一定是共轭成对地出现. 设

βαλ i+=1 是一特征根, 则 βαλ i−=2 也是(4.21)的根. 由定理 4.8， 这两个特征根所对

应的解是实变量复值函数, 因而与这对共轭复根对应的, 方程(4.19)有两个复值解 
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由定理 4.8，它们的实部和虚部也是方程的解. 这样可求得方程(4.19)的两个实值解 

     .sin,cos tete tt ββ αα  

(2)特征根有重根 

      设 1λ 是(4.21)的 )1( nkk ≤< 重根(实的或复的)，由定理 4.8 知
te 1λ 是(4.21)的一个解，

如何求出其余的 k-1 个解呢? 

设 01 =λ , 即特征方程有因子
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,,,,,1 12 −kttt L  而且它们是线性无关的. 

如果这 k 重根 01 ≠λ , 作变量变换, tyex 1λ= ,方程(4.19)有 1k 个解 

,,,,, 11111 12 tkttt etettee λλλλ −L                                 (4.25) 

对于特征方程有复重根的情况, 不妨假设 βαλ i+= 是 k 重特征根, 则 βαλ i+= 也

是 k 重特征根, 仿 1)处理, 得到(4.19)的 k2 个实值解 
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例1 求方程 04

4

=− x
dt

xd
的通解. 

（通解为 tctcececx tt sincos 4321 +++= − , 这里 4321 ,,, cccc 为任意常数.） 

例 2  求方程 03

3

=+ x
dt

xd
的通解. 

（通解为 )
2
3sin

2
3cos( 32

2
1

1 tctceecx
tt ++= − , 这里 ,,, 321 ccc 为任意常数） 

例 3  求方程 033 2

2

3

3

=−+− x
dt
dx

dt
xd

dt
xd

的通解. 

（通解
tetctccx )( 2

321 ++= , 这里 ,,, 321 ccc 为任意常数） 

例4 求方程 02 2

2

4

4

=++ x
dt

xd
dt

xd
的通解. 

（通解为 ttccttccx sin)(cos)( 4321 +++= , 这里 4321 ,,, cccc 为任意常数.） 

作业  164P  2(单号习题) 

 

欧拉方程 

形如 
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的方程称为欧拉方程，其中 naaa ,,, 21 L 为常数. 此方程可以通过变量变换化为常系数齐次



线性微分方程，因而求解问题也就可以解决. 

方程（4.31）的m 重实根 0KK = ，对应于方程（4.29）的m 个解 

xxxxxxx mKKKK 12 ln,,ln,ln, 0000 −L  

方程（4.31）的m 重复根 βα iK += ，对应于方程（4.29）的 m2 个实值解 

)lncos(ln,),lncos(ln),lncos( 1 xxxxxxxx m βββ ααα −L ， 

)lnsin(ln,),lnsin(ln),lnsin( 1 xxxxxxxx m βββ ααα −L . 

例5 求方程 02

2
2 =+− y

dx
dyx

dx
ydx 的通解 

 （通解为 xxccy )ln( 21 += , 这里 21 , cc 为任意常数.） 

例6 求方程 0532

2
2 =++ y

dx
dyx

dx
ydx 的通解 

(通解为 ))ln2sin()ln2cos((1
21 xcxc

x
y += , 这里 21 , cc 为任意常数) 

 

4.2.3 常系数非齐次线性微分方程•比较系数法与拉普拉斯变换法 

   常系数非齐次线性微分方程 
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的求解问题，其中 naaa ,,, 21 L 为常数，而 )(tf 为连续函数. 

（一） 比较系数法 

类型 1  

设 t
mm

mm ebtbtbtbtf λ)()( 1
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− L ，其中λ及 ib （ mi ,,1,0 L= ）为实常

数，则方程（4.32）有形如 
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的特解，其中 k 为特征方程 0)( =λF 的根λ的重数（单根相当于 k =1；当λ不是特征根时，

取 k =0），而 mm BBBB ,,,, 110 −L 是待定常数，可以通过比较系数法来确定. 



（1） 如果λ =0，则此时 

  mm
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分两种情形讨论 

1) 在λ =0 不是特征根的情形，即 0)0( ≠F ， 

2) 在 λ =0 是 k 重 特 征 根 的 情 形 ， 即

0)0(,0)0()0()0( )()1( ≠===′= − kk FFFF L ， 

（2）     如果λ ≠ 0，则作变量变换
tyex λ= ，将方程（4.32）化为 
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其中 nAAA ,,, 21 L 都是常数. 

在λ不是特征方程（4.21）的根的情形，方程（4.37）有特解 
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10 L ，因而方程（4.32）有特解  

t
mm

mm eBtBtBtBx λ)( 1
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10 ++++= −
− L . 

在λ是特征方程（4.21）的 k 重根的情形，方程（4.37）有特解 

)( 1
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10 mm
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− L ，因而方程（4.32）有特解  

t
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mmk eBtBtBtBtx λ)( 1
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例7 求方程 13322

2

+=−− tx
dt
dx

dt
xd

的通解 

(通解为
3
1

2
3

1 +−+= − tececx tt
) 

例8 求方程
tex

dt
dx

dt
xd −=−− 322

2

的通解 

(通解为
tt ececx −+= 2

3
1

tte−−
4
1

) 

例9 求方程 )5(33
3 2

23

−=+++ − tex
dt
dx

dt
xd

dt
xd t

的通解 

(通解为
tt ettetctccx −− −+++= )20(

24
1)( 32

321 ，这里 321 ,, ccc 为任意常数) 



作业  164P  3 

 

类型 2 

设 tettBttAtf αββ ]sin)(cos)([)( += ，其中 βα , 为实常数，而 )(),( tBtA 是带实

系数的 t 的多项式，其中一个的次数为m ，而另一个的次数不超过m ，则有如下结论：方

程（4.32）有形如 

tk ettQttPtx αββ ]sin)(cos)([ += ，                         （4.38） 

的特解，其中 k 为特征方程 0)( =λF 的根 βα i+ 的重数，而 )(),( tQtP 为待定的带实

{ } { })(Im2)(,)(Re2)( tDtQtDtP == ，可以通过比较系数法来确定. 

例10 求方程 tx
dt
dx

dt
xd 2cos442

2

=++ 的通解 

(通解为
tt tececx 2

2
2

1
−− += t2sin

8
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+ ) 

特殊情形 

tetBtftetAtf tt ββ αα sin)()(,cos)()( == 或  

可用复数法求解. 

例11  求方程 tx
dt
dx

dt
xd 2cos442

2

=++ 的通解 

 (通解为
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（二）拉普拉斯变换法 

常系数齐次线性微分方程（组）还可以应用拉普拉斯变换法进行求解. 

由积分 

    dttfesF st )()(
0∫
∞ −=  

所定义的确定于复平面（ σ>sRe ）上的复变数 s 的函数 )(sF ，称为函数 )(tf 的拉普拉斯

变换，其中 )(tf 于 0≥t 上有定义，且满足不等式 tMetf σ<)( ，这里 

σ,M 为两个正常数. 称 )(tf 为原函数，而 )(sF 称为像函数. 



应用 

设给定微分方程 
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及初始条件 1
0

)1(
00 )0(,,)0(,)0( −− =′=′= nn xxxxxx L ，其中 naaa ,,, 21 L 为常数，而 )(tf

为连续函数且满足原函数的条件. 

例12 求方程
tex

dt
dx 2=− 满足初始条件 0)0( =x 的解 

(解为
tt eetx −= 2)( ) 

例13 求解方程 atbxax sin2 =+′′ ； 00 )0(,)0( xxxx ′=′= ，其中 ba, 为非零常数. 

0
02

0 02

( ) (sin cos ) cos sin
2

1 [( 2 )sin (2 )cos )]
2

xbx t at at at x at at
a a

b ax at a ax bt at
a

′
= − + +

′= + + −

解为
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§4.3  高阶方程的降阶和幂级数解法 
4.3.1 可降阶的一些方程类型 
     n 阶微分方程一般地可写为 

     0),,,,( )( =′ nxxxtF L  

（1）方程不显含未知函数 x ，或更一般地，设方程不含
)1(,,, −′ kxxx L ，即方程为 

     0),,,,( )()1()( =+ nkk xxxtF L   )1( nk ≤≤                         （4.57） 

令 yx k =)(
，则方程即降为关于 y 的 kn − 阶方程 

特别地, 若方程不显含 x（相当于 1,2 == kn 的情形），则由变换 yx =′ 便把方程化为

一阶方程. 

例１ 求方程 01
4

4

5

5

=−
dt

xd
tdt

xd
的解. 

（通解为 54
2

3
3

2
5

1 ctctctctcx ++++= ，其中 521 ,,, ccc L 是任意常数） 

（2）不显含自变量 t 的方程 

     0),,,( )( =′ nxxxF L                                          （4.59） 



令 yx =′ ，并以它为新未知函数，而视 x 为新自变量，则方程可降低一阶. 

例 2  求方程 0)( 2 =′+′′ xxx 的解. 

（通解为 )2( 11
2 ccctcx =+= 其中 cc ,1 是任意常数） 

（3）齐线性微分方程 

  0)()( 1

1

1 =+++ −

−

xta
dt

xdta
dt

xd
nn

n

n

n

L                                  （4.2） 

4.3.2 二阶线性微分方程的幂级数解法 
考虑齐线性微分方程 

  0)()(2

2

=++ yxq
dx
dyxp

dx
yd

                                  （4.72） 

及初始条件 0000 )(,)( yxyyxy ′=′= 的情况. 

定理 10  若方程（4.72）中系数 )(xp 和 )(xq 都能展成 x 的幂级数，且收敛区间为

Rx < ，则方程（4.72）有形如 

∑
∞

=

=
0n

n
n xay                                                （4.73） 

的特解，也以 Rx < 为级数的收敛区间. 

n 阶贝塞尔方程 

0)( 22
2

2
2 =−++ ynx

dx
dyx

dx
ydx                                  （4.74） 

4.3.3 第二宇宙速度计算 

建立物体垂直上抛运动的微分方程. 以 mM , 分别表示地球和物体的质量.按牛顿万有

引力定律，作用于物体的引力 F （空气阻力忽略不计）为 

2r
mMkF =                                                  （4.80） 

这里 r 表示地球的中心和物体重心之间的距离， k 为万有引力常数. 

35
0 102.11106381.922 ×≈×××== gRV （米/秒）. 

第二宇宙速度指的就是 2.110 =V 公里/秒这个速度. 
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