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摘要：轴向运动系统广泛存在于诸如火炮发射系统、动力传送带、带锯、空中缆车索道等工程领域，理论上可将其抽

象为轴向运动弦线和梁的力学模型，具有重要理论意义和工程应用价值。基于 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁理论，建立了移动
质量作用下轴向运动简支梁振动方程，利用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法对方程进行离散，采用 Ｎｅｗｍａｒｋβ法对方程进行数值求解。
计算了移动质量对轴向运动梁动态响应的影响，结果表明：相比轴向运动梁的自由振动，移动质量的作用使轴向运

动梁更多的模态被激起；移动质量速度越小，频域成分越丰富；在移动质量作用前半阶段，梁的振动频率较低，在后

半阶段振动频率较高。
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　　 由于移动质量作用下梁的振动和轴向运动系统的动态

响应在工程上具有重要的研究价值，受到研究人员的广泛关

注。移动质量－梁系统常见于重要的工程结构中，如车 －桥
耦合系统、弹－炮耦合系统及货物 －龙门吊耦合系统等；而
轴向运动系统在工业上也有广泛的应用，如空中索道、传送

带、纸张、带锯及高楼升降机缆绳等，计及抗弯刚度时这类系

统可模型化为轴向运动梁。Ｍｉｃｈａｌｔｓｏｓ研究了载荷不同运动
速度下桥梁的动力响应［１］；李炜明等对移动质量在连续速度

变化下的简支梁动力响应进行了研究［２］；王颖泽等研究了多

个移动质量作用下身管的振动［３］；刘宁等研究了移动质量作

用下轴向运动悬臂梁振动特性［４］；Ｗｕ基于有限元法对移动
质量作用下轴向运动梁的动态响应进行了数值模拟［５］；陈力

群、杨晓东等对轴向运动梁和弦线的振动进行了分析［６］；丁

虎、陈立群推导了轴向运动梁控制方程的几种不同形式，通

过数值方法分析了各方程的差异［７］。现有研究很少将移动

质量与轴向运动系统结合起来分析，由于生产生活中大部分

的轴向运动系统都与移动载荷相互作用，因此研究轴向运动

系统需要考虑移动载荷的影响。对于移动质量作用下两端

简支轴向运动梁的动态响应研究还未见有报道。

针对上述问题，本研究建立了移动质量作用下轴向运动

简支梁的振动方程，采用Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断方法分离时间和空间
变量，得到以模态坐标表示的二阶常微分方程组，通过

Ｎｅｗｍａｒｋ－β法进行数值求解，研究了移动质量对梁动态响
应的影响。

１　轴向运动梁横向振动方程

图１所示为移动质量（滑块）作用下轴向运动简支梁的
示意图，其中ｕ为梁的轴向运动速度，Ｌ为梁的长度，Ｐ为轴
向力，ｘ为轴向空间坐标，ｘ轴取静止梁变形前的轴线，ｙ（ｘ，ｔ）
为梁的横向位移，ｍ为滑块质量，ｖ为滑块运动速度，ξ为滑块
位移。本文仅考虑运动梁的横向振动，略去高速运动梁轴向

位移对横向振动的影响。根据 ＥｕｌｅｒＢｅｒｎｏｕｌｌｉ梁模型和
Ｎｅｗｔｏｎ第二定律，移动质量作用下轴向运动梁的控制方程为

ρＡ（ｙ，ｔｔ＋２ｕｙ，ｘｔ＋ｕ
２ｙ，ｘｘ）－Ｐｙ，ｘｘ＋ＥＩｙ，ｘｘｘｘ ＝

－ｍ（ｇ＋ｙ，ｔｔ＋２ｖｙ，ｘｔ＋ｖ
２ｙ，ｘｘ）·δ（ｘ－ξ） （１）

其中：ρ为材料密度；Ａ为梁的横截面积；ＥＩ为梁抗弯刚度；δ
为Ｄｉｒａｃ函数，逗号表示对其后面的变量求偏导。

图１　移动质量－轴向运动梁振动力学模型

　　简支梁边界条件和初始条件为
ｙ（０，ｔ）＝ｙ（Ｌ，ｔ）＝０

ｙ，ｘｘ（０，ｔ）＝ｙ，ｘｘ（Ｌ，ｔ）＝０
（２）

ｙ（ｘ，０）＝α（ｘ），ｙ，ｔ（ｘ，０）＝β（ｘ） （３）

２　数值方法

为了使连续介质系统运动方程（１）化为有限维的形式，

采用 Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断法离散控制方程。取两端铰支静止梁的

前Ｎ阶模态ｉ（ｘ）作为试函数，这样边界条件（２）自动满足，

方便了后面的Ｇａｌｅｒｋｉｎ截断处理。方程（１）的解可表示为如

下形式

ｙ（ｘ，ｔ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｘ）ηｉ（ｔ） （４）

ｉ（ｘ）＝ｓｉｎ（ｉπｘ）　（ｉ＝１，２，…，Ｎ） （５）

其中，ηｉ（ｔ）为待定系数，式（４）写成矩阵形式

ｙ（ｘ，ｔ）＝Ｔ·η （６）

　　将式（６）代入方程（１），两边左乘 （ｘ），并对梁全长 Ｌ

积分，注意试函数的正交性，最后按η整理得

Ｍ（ｔ）̈η（ｔ）＋Ｃ（ｔ）η（ｔ）＋Ｋ（ｔ）η（ｔ）＝Ｆ（ｔ） （７）

式中：Ｍ为质量矩阵；Ｃ为阻尼矩阵；Ｋ为刚度矩阵；Ｆ为载荷

向量。各系数矩阵表达式为：

Ｍ ＝∫
Ｌ

０
ρＡＴｄｘ＋ｍ（ξ）Ｔ（ξ） （８）

Ｃ＝２∫
Ｌ

０
ρＡｕ′Ｔｄｘ＋２ｍｖ（ξ）′Ｔ（ξ） （９）

Ｋ＝∫
Ｌ

０
ρＡ（ｕ２－Ｐ）″Ｔｄｘ＋

∫
Ｌ

０
ＥＩ″″Ｔｄｘ＋ｍｖ２（ξ）″Ｔ（ξ） （１０）

Ｆ＝－ｍｇ（ξ） （１１）

　　采用Ｎｅｗｍａｒｋβ法直接积分求解时变系数方程（７），利

用Ｍａｔｌａｂ语言编写计算程序。

３　数值结果

为了验证模型和数值方法的可靠性，分别以文献［５］中

移动质量作用下无轴向运动简支梁动态响应和文献［７］中轴

向运动简支梁自由振动为算例，计算所需参数如表１所示。

文献［５］是考虑移动载荷惯性力影响，基于有限元法建立具

有附加系数矩阵的时变动力学模型，求解得到的结果，在本

文中作为梁无轴向运动的对比算例。文献［７］采用有限差分

法计算轴向运动梁的振动响应，在本文中作为轴向运动梁自

由振动的对比算例。算例１和算例２中梁的初始横向速度

为零，初始横向位移为：

α１（ｘ）＝０ （１２）

α２（ｘ）＝０．０６４ｘ
３（１－ｘ）３ （１３）

　　在执行算例１时只需在模型和算法中令梁的轴向速度

为零，执行算例２时只需令移动质量为零。

７２１齐亚峰，等：轴向运动简支梁振动响应分析




表１　 算例参数

算例
滑块质量

ｍ／ｋｇ
滑块速度

ｖ／（ｍ·ｓ－１）
梁长

Ｌ／ｍ
梁线密度

ρＡ／（ｋｇ·ｍ－１）
梁抗弯刚度

ＥＩ／Ｐａｍ
４

梁轴向速度

ｕ／（ｍ·ｓ－１）
轴向力

Ｐ／Ｎ

１ １．２ １０ １ １ ２７５．２ ０ ０

２ ０ ０ １ ０．１５７ １．４ １０ ７８５０

　　图２为采用算例１参数计算得到的移动质量作用下简
支梁跨中挠度响应曲线，挠度峰值为１．１８９ｍｍ，文献［５］中
计算的挠度峰值为１．１８ｍｍ，相对误差为０．７％。图３（ａ）为
根据算例２计算得到的轴向运动梁跨中无量纲挠度响应曲
线，振幅为０．００１，图３（ｂ）是挠度曲线的频谱分析结果，一阶
主振频为１１１．８Ｈｚ，与文献［７］计算结果一致。由上述两个
算例可以看出，本文建立的模型和数值方法是可靠的。

下面在算例２的基础上研究移动质量速度对轴向运动
简支梁振动响应的影响，梁的轴向运动速度为１０ｍ／ｓ。设滑
块的质量为１．２ｋｇ，考察滑块的３种运动速度，即分别以小
于、等于和大于梁轴向速度进行滑动。３组速度分别取为
５ｍ／ｓ，１０ｍ／ｓ和２０ｍ／ｓ，计算移动质量作用期间简支梁动态
响应，即仿真总时间取为滑块在梁上的滑动时间，跨中挠度

曲线及其ＦＦＴ频谱分析如图４～图６所示。
由前文算例２结果可知，无移动质量作用时梁的前两阶

模态被激起，梁作周期性有规律的自由振动，而由图４～图６
可知，加载移动质量后梁的振动无明显的规律性，振动幅值

减小，振动频率比梁自由振动丰富，说明移动质量使更多的

振频被激起。由图４～图６的时域响应还可发现，在移动质
量作用前半阶段，梁的振动频率较低，而后半阶段振动频率

较高，同时由频域响应可看出移动质量速度越小，频域成分

越丰富。

图２　算例１梁跨中挠度曲线

图３　算例２梁跨中挠度曲线及频谱分析 图４　滑块速度５ｍ／ｓ时梁跨中挠度曲线及ＦＦＴ分析
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图５　滑块速度１０ｍ／ｓ时梁跨中挠度曲线及ＦＦＴ分析

图６　滑块速度２０ｍ／ｓ时梁跨中挠度曲线及ＦＦＴ分析

４　结论

目前国内外对轴向运动梁的动力学研究已得到了许多

重要成果，但是这些成果大部分是基于梁自身的振动响应，

考虑移动质量作用等实际工程问题较少。本文建立了移动

质量作用下轴向运动梁的运动方程，通过数值方法研究了移

动质量对轴向运动梁动态响应的影响，发现移动质量的作用

使梁的振幅减小，梁跨中挠度曲线频谱分析表明，移动质量

使梁更多的频率成分被激起，并且移动质量运动速度越小，

梁的频率成分越丰富。移动质量对轴向运动梁动态响应的

影响规律对实际工程问题中轴向运动系统的振动控制、测试

分析具有重要的指导意义。
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