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摘 要：以自行开发的双爪式爬杆机器人 Climbot为研究对象，提出一种同时考虑运动学和动力学约束的能量
最优的攀爬运动规划方法．首先对机器人的攀爬运动能量消耗进行了数学描述，然后提出了一种能量最优运动规

划方法，包括下层关节轨迹规划器、上层路径规划器以及优化路径搜索算法．最后，为了验证此种能量最优运动

规划方法的有效性，给出了 Climbot攀爬运动的算例，并对计算的结果进行了详细的分析．计算结果反映了该运动
规划方法的有效性和可行性．
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Abstract: Based on the self-designed biped climbing robot, named Climbot, an energy-optimal motion planning method
is proposed, which considers the kinematics and dynamics constraints simultaneously. Energy consumption for climbing
is firstly described by a mathematical model. Then an energy-optimal motion planning method is proposed which contains
the joint trajectory planner at lower level, the path planner at upper level and a searching algorithm for optimal path. The
effectiveness of the energy-optimal motion planning method is demonstrated by practical example of Climbot, and detailed
analysis of the result is provided as well. The result proves the effectiveness and feasibility of the proposed motion planning
method.
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1 引言（Introduction）

对于户外高空攀爬机器人而言，摆脱外部供电

实现电源的自包含是一个重要的目标．在电源自给

的情况下，为了延长攀爬和作业时间，如何在机器

人进行攀爬和完成任务的过程中尽可能节省能量

是一个核心问题，是本文的主要研究内容．而该问

题的实质是研究机器人如何从初始位置运动到目标

位置使得消耗的能量最少，即机器人的运动规划问

题，它是机器人研究领域中的一个重要分支 [1-2]．

由于机器人的多自由度以及运动学和动力学的

非线性，综合考虑机器人的运动规划问题是极其复

杂的 [3]．目前对机器人运动规划问题的一种主流解

决办法是将其分解为 2个子问题：第 1个子问题是
路径规划，即已知起始点和目标点，在运动学层面

寻找连接两点的有效路径；第 2个子问题是路径跟
踪，即在机器人路径确定的情况下，在动力学层面

寻找机器人在该路径上运动的方法，以实现一些指

标的优化，如运动时间最短或消耗能量最少等等．

但这种解决方法存在一个非常严重的问题：路

径跟踪的解决必须建立在路径规划已成功解决的基

础上．而路径跟踪中的优化目标却又和路径规划问

题是相互关联的．若解决路径规划时仅仅考虑运动

学层面的约束，则会导致最终的优化结果肯定不是

最优解，甚至通过路径规划得出的路径根本无法满

足路径跟踪的约束．因此，目前对这 2个子问题的
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研究分别应用在 2种完全不同的场合：路径规划往
往用来帮助移动机器人进行最优路径寻找，其中比

较著名的 2 种算法是快速扩展随机树（RRT）[3-4]

和随机道路图（PRM）[5-6]；而路径跟踪通常用来

进行工业操作臂的轨迹优化，如文 [7-8] 介绍了一
种基于三次样条曲线的无冲击轨迹规划方法．

本文的研究对象是攀爬机器人 Climbot．在前
期的工作中，我们已对 Climbot的攀爬步态和控制
方式进行了分析研究 [9-10]，如图 1所示．本文将主
要关注 Climbot的单步攀爬运动规划，综合考虑机
器人运动学和动力学的约束，以能量为优化目标，

在保证机器人运动路径和轨迹可行的同时得出优化

的运动路径．

图 1 机器人单步攀爬

Fig.1 A single step climbing of Climbot

2 机器人运动能耗的数学描述（Mathemati-
cal description of the energy consumption
for robot motion）
当机器人运动到目标点后，其势能和动能的总

改变量即为运动过程中电机对机器人所做的功．但

实际上，电机对机器人所做的功并不等于电机的能

量消耗，往往只是电机能量消耗的一小部分，而机

器人运动过程中电机的总能耗可以分为以下 3个部
分．

第 1部分能耗为电机对机器人所做的正功，为
关节力矩与运动方向一致时对运动速度的积分：

J =

∫ θ̇i(t ′)

θ̇i(t)
τidθ̇i, θ̇i · τi < 0 (1)

第 2部分能耗为电机对机器人所做的负功，为
关节力矩与运动方向相反时对运动速度积分的绝对

值：

J =

∣∣∣∣∣
∫ θ̇i(t ′)

θ̇i(t)
τidθ̇i

∣∣∣∣∣ , θ̇i · τi > 0 (2)

第 3部分耗能为电机所消耗的热能，是机器人
不动时电机通电发热的能耗：

J =

∫ t ′

t
(τ2

i /τL)dt, θ̇ · τ = 0 (3)

式 (3)中，τL 代表电机的阻抗系数，t 为工作时间．
由于并不能确定机器人在运动时何时做正功，何时

做负功，分别求出这 3部分能耗是非常麻烦的，因
此部分学者对机器人运动时的能耗采用一种更为简

单的数学描述方式 [11]，如式 (4)所示：

J =

∫ t ′

t
τ2

i dt (4)

这种数学描述虽然并不能直接求解出机器人运

动时总的能耗，但是能反映出运动规划对能量消耗

的影响．

3 基于能量最优的运动规划方法（Energy-
optimal motion planning）

3.1 基于加速度连续的下层轨迹规划

在关节空间的规划中，若要保证关节能够到达

若干中间点，且在中间点处具有连续的加速度，则

至少需要三次曲线来连接关节空间中相邻两点．本

文采用文 [7]的方法，进行下层关节轨迹规划．若
采用三次样条曲线，则对它的二次微分，即关节的

加速度关于时间的变化应是线性的：

θ̈ j
i (t) =

ti+1 − t
tdi

θ̈ j
i (ti)+

t − ti

tdi
θ̈ j

i (ti+1), i = 1,2, · · · ,n
(5)

式中，tdi为第 j关节在第 i和 i+1点间的运动时间，
若对上式进行两次积分，并考虑边界条件 θ j(0) =
0，θ j(tn) = θg，可以得到：

θ j
i (t) =

(ti+1 − t)3

6tdi
θ̈ j

i (ti)+
(t − ti)

3

6tdi
θ̈ j

i (ti+1)+(
θ j

i (ti+1)

tdi
− tdiθ̈ j

i (ti+1)

6

)
(t − ti)+(

θ j
i (ti)

tdi
− tdiθ̈ j

i (ti)

6

)
(ti+1 − t), i = 1,2, · · · ,n

(6)

再对上式进行微分，并考虑到：

θ̈ j
i (ti+1) = θ̈ j

i+1(ti+1), i = 2,3, · · · ,n−1 (7)

θ̇ j
i (ti+1) = θ̇ j

i+1(ti+1), i = 2,3, · · · ,n−1 (8)

θ̇ j
1 (t1) = 0, θ̇ j

n (tn) = 0 (9)

便可以得到关于 θ̈ j
i (ti)（i = 1,2, · · · ,n）的 n个

等式，写成矩阵的形式为

AAA


θ̈ j

1 (t1)

θ̈ j
2 (t2)

...

θ̈ j
n (tn)

= BBB (10)

式中，
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AAA =



a11 a12 0

a21 a22 a23

a32 a33 a34

...

0 an(n−1) ann



=



2 1
td1

td2

2(td1 + td2)

td2
1

td2

td3

2(td2 + td3)

td3
1

...

1 2


(11)

BBB =



6(θ2 −θ1)

t2
d1

(
6(θ3 −θ2)

td2
− 6(θ2 −θ1)

td1
)/td2

(
6(θ4 −θ3)

td3
− 6(θ3 −θ2)

td2
)/td3

...

−6(θn −θn−1)

t2
dn


(12)

若令时间矩阵 tttd = [td1 td2 · · · td(n−1)]，并令 tf =
n−1∑
i=1

tdi，则可以通过求解式 (10)，得到 θ̇ j
i (t), θ̈

j
i (t)关

于 td,θ j
i (t)的描述，其中 t ∈ [0, tf]．即只要给定适当

的 td,θ j
i (t)，便能够确定关节的轨迹．

3.2 基于连续空间曲线的上层路径规划

对于空间中机器人攀爬的起始点和终止点 ps、

pg，只需要选择一条合适的空间曲线连接 2点来作
为机器人的攀爬运动路径，这条曲线可以由下式表

示： 

φ(x,y,z) = 0

ϕ(x,y,z) = 0

φ(xs,ys,zs) = 0

φ(xg,yg,zg) = 0

ϕ(xs,ys,zs) = 0

ϕ(xg,yg,zg) = 0

(13)

式中，φ(x,y,z)与 ϕ(x,y,z)为空间中 2个任意曲面．
上式表示的曲线是 2个曲面的交线．若将能够影响
曲线（曲面）的参数的个数和约束的个数之和称为

它的自由度，则该曲线的自由度由相应 2个曲面的
自由度决定．对于空间曲线来说，自由度越高则可

能拥有的形状也越多，而从这些曲线中找出最优解

的可能性也越大．但同时，多自由度带来大计算量．

因而，选取合适自由度的空间曲线对优化算法非常

重要．对于连接已知 2点的空间曲线来说，其自由
度应该至少是 4．（自由度为 3的空间曲线实际上退
化成了平面中的抛物线．）而当空间曲线自由度为 n
时，曲面 φ(x,y,z)和 ϕ(x,y,z)的自由度之和应该为
n+4，考虑到经过已知 2点的空间曲面的自由度最
低为 3，相交生成的空间曲线便拥有 m种采用不同
自由度曲面相交的构建方案，其中 m = (n+1)/2为
向变小方向取整的值．而在这 m种方案中，3自由
度曲面和 n+ 1自由度曲面相交所构成的曲线是最
为简单的，它可以看成用一个绕 −−→ps pg 旋转的平面

切割 n+ 1自由度空间曲面所得到的边界曲线．更
进一步，另一个 n+ 1自由度空间曲面也可以简单
地取为一条 n−1次样条曲线绕直线 −−→ps pg 旋转得到．

通过这种方法选取得到的空间曲线有 2个优点：1)
容易在笛卡儿坐标中描述出来；2)在不减少曲线自
由度的前提下能保证机器人运动的平稳性，不会产

生上下或来回的波动．

x

y

zo

p
s z′

x′

p
g

φ(x, y, z)=0

图 2 空间曲线在笛卡儿坐标系下的描述

Fig.2 Space curve in Cartesian coordinates

如图 2所示，首先建立坐标系 x′psz′，并认为该
坐标系是通过将基坐标系平移并绕欧拉角旋转得到

的，于是该坐标系中的点 [x′ y′ z′]可通过下式转化
到基坐标系中：

[x y z]T = PPPs +RRRz(α)RRRy(β )[x′ y′ z′]T (14)

式中，α = arctan(yg/xg)，β = arctan(−zg/
√

y2
g + x2

g)，

而曲面 φ(x,y,z) 和 ϕ(x,y,z) 在 x′psz′ 坐标系中可分
别表示为

y′ cosγ + z′ sinγ = 0 (15)
√

y′2 + z′2 = anx′n +an−1x′n−1 + · · ·+a2x′+a1

an |ps pg|n +an−1 |ps pg|n−1 + · · ·+a2 |ps pg|+a1 = 0
(16)

式中，γ、ai（i = 1,2, · · · ,n）分别为控制 2个曲面的
参数，ai 控制曲线的形状，γ 控制曲线平面绕 −−→ps pg
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旋转的角度．通过联立式 (15)、(16)，并利用式 (14)
进行坐标转换，便可以完成该曲线在基坐标系下的

描述．

3.3 优化模型的建立和运动路径优化算法

若机器人的运动路径和关节轨迹都得到确定，

则机器人的关节力矩关于时间的表达式便可以通过

机器人的动力学模型求出，写为

τ j
i (t) = f (θ j

i (t), θ̇
j

i (t), θ̈
j

i (t))

= g(tdi,θ j
i (t),θ

j
i+1(t)) (17)

式中， f 表示牛顿－欧拉动力学递推的隐函数，g
则为将 θ j

i (t), θ̇
j

i (t), θ̈
j

i (t)三项用 tdi,θ j
i (t),θ

j
i+1(t)表示

后函数 f 的转化．于是第 j关节能耗的描述可写为

J j =

∫ T

0
τ j2

i dt =
n−1∑
i=1

∫ td(i+1)

tdi

τ j2
i dt

=
n−1∑
i=1

∫ td(i+1)

tdi

g2(tdi,θ j
i (t),θ

j
i+1(t))dt (18)

其中，根据上层路径规划器的推导，θ j
i (t)可由 γ、

ai（i = 1,2, · · · ,n）来描述．考虑到 ai 的取值范围

不容易确定，可改用另一组参数来描述空间曲线 hi

（i = 1,2, · · · ,n）．其中，hi 表示曲线上第 i个形状控
制点到 −−→ps pg的距离．改用此参数后，hi可以反映出

整个路径的长度．一般来说，hi越大，路径也越长，

过长的路径显然不是所期望的，也不会是能量最优

的．可以将 hi 的约束写为

−ω |ps pg|6 hi 6 ω |ps pg| (19)

式中，ω 为一个选定的固定系数．此时，优化模型
最终转化为

min
DOF∑
j=1

n−1∑
i=1

∫ td(i+1)

tdi

ξ 2(tdi,h1,h2, · · · ,hn,γ)dt (20)

s.t.



τ j
lb 6 ξ (tdi,h1,h2, · · · ,hn,γ)6 τ j

ub

−ω |ps pg|6 hi 6 ω |ps pg|

θ j
lb 6 θ j

i 6 θ j
ub

θ̇ j
lb 6 θ̇ j

i 6 θ̇ j
ub

θ̈ j
lb 6 θ̈ j

i 6 θ̈ j
ub

(21)

从以上模型可以发现，若在进行下层规划时选

定了合适的 tdi，则整个问题便转化为对空间曲线的

参数进行优化的问题．

解决该问题最大的难点在于目标函数是一个极

其复杂的隐函数．此时，一些传统的间接方法，如

牛顿法、简约梯度法等，都无法优化此类模型．而

一些智能算法（如遗传算法和神经网络算法等等）

虽也能求解该问题，但存在求解速度过慢的问题．

本文根据文 [6]所介绍的格点搜索法进行直接搜索，
其流程如图 3所示．

?

1

图 3 优化路径搜索算法流程

Fig.3 Flow chart of the optimal path searching algorithm

4 Climbot攀爬运动规划算例（Calculation
example of motion planning of Climbot）

4.1 Climbot动力学参数
为了验证上文提出的能量最优运动规划方法的

有效性，本文以自行研发的攀爬机器人 Climbot为
研究对象，以其进行杆间攀爬过渡为例，在Matlab
环境下进行了仿真计算．该机器人采用了模块化

设计方法，上、下两段完全对称：首尾两端为夹持

器模块，用于夹持杆件；中间躯干部分由 2种关节
模块构成，靠近夹持器的模块转动方向与连杆轴重

合，中间模块转动方向与连杆轴垂直 [9]．图 4为机
器人 Climbot的样机及机构简图．
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图 4 Climbot样机和机构简图
Fig.4 The prototype and configuration of Climbot

经实际测量和计算，Climbot的参数如下：

l1 = 280; l2 = 106; l3 = 375;

lc1 = 147.3, lc2 = 33.7, lc3 = 188,

lc4 = 261.3, lc5 = 72.3, lc6 = 132.7
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c1III1 =

19
17

5.0

 , c2III2 =

4.2
4.2

1.7

 ,
c3III3 =

3.4
29

29

 , c4III4 =

4.2
74

74

 ,
c5III5 =

1.7
4.2

4.2

 , c6III6 =

19
17

5.0


在上面各参数中，长度的单位为 mm，质量的单位
为 kg，惯性矩的单位为 g ·mm2．根据 Climbot的实
际负载能力，其动力学约束为

−0.7 6 θ̇i 6 0.7, i = 1,2, · · · ,5
−0.52 6 θ̈i 6 0.52, i = 1,2, · · · ,5
−70 6 τi 6 70, i = 1,2, · · · ,5

式中，角速度的单位为 rad/s，角加速度的单位为
rad/s2，力矩的单位为 N ·m．
4.2 Climbot攀爬过渡运动规划算例
杆间攀爬过渡是机器人攀爬时最为复杂的场

景，本文选用该场景来验证所提出的运动规划算法

的正确性．如图 5所示，攀爬场景设置如下，机器
人需要从一根竖直的杆攀爬过渡到一根水平杆上．

水平杆到机器人上端夹持器的距离为 200 mm，水
平杆上的目标点到竖直杆的距离为 1000 mm．基准
坐标系建立在机器人上端夹持固定处，机器人末端

的初始位置坐标为 (−720,0,−80)．
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图 5 Climbot攀爬过渡时的不同攀爬路径
Fig.5 Different paths in Climbot transition climbing

本文所提出的运动规划方法得到的能耗最优攀

爬路径如图 5所示，路径 1、2、3为对比路径．表
1为这些路径所对应的不同参数及能耗对比．从表
中数据可以看出，采用本文提出的规划方法所得到

的运动路径，是所有路径中机器人在相同运动时间

内能量消耗最少的．同时，机器人攀爬时各关节的

角速度、角加速度和力矩曲线如图 6所示，从该图
可以看到 Climbot采用本文的运动规划方法进行攀
爬时，完全能够满足其运动学和动力学约束．

表 1 不同攀爬路径能耗对比

Tab.1 Comparison of energy consumption under different paths

路径编号
能耗描述量

/(N2 ·m2 · s)
曲线参数

运动时间

/s

1 3.32×104
h1 =−650,

h2 =−650, γ = 1.41
24

2 2.42×104
h1 =−350,

h2 =−450, γ = 1.2
24

3 3.10×104
h1 =−650,

h2 =−650, γ = 1.57
24

优化路径 2.12×104
h1 =−359.1,

h2 =−452.8, γ = 1.41
24
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图 6 Climbot运动学和动力学指标
Fig.6 The kinematics and dynamics indexes of Climbot

5 对结果的分析和讨论（Discussion and
analysis on the results）
从表 1可以看到，在对机器人的优化路径进行

计算时，连接起始点和目标点的空间曲线选取了 3
个可变参数，总的运行时间选取为 24 s．而当这些
参数发生改变时，得到的结果又会如何呢？下面，

本文就针对曲线参数的个数和运动时间的选取对所

得到优化路径的影响进行分析．
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图 7 曲线参数个数对优化结果的影响

Fig.7 The influence of the number of parameters on the
optimization results

图 7 为选取不同个数的空间曲线参数时对机
器人攀爬能耗的影响（运动时间依然都选为 24 s）．
从该图可以看出参数个数越多时，所得到的优化路

径的攀爬能耗也越低，但当参数个数超过 3 个时，
所得到的结果的变化就非常小．但参数个数每增

加 1个，整个待搜索的状态空间就会增加 1维，造
成整个搜索计算次数的成倍增加．本文使用Matlab
在相同的计算环境下（Windows 操作系统，CPU
2.6 GHz）对参数个数为 2、3、4、5时的情况进行
仿真，优化搜索时间分别为 2.1 s、12.9 s、70.2 s和
440.6 s．因此，综合考虑能耗优化结果和计算时间，
建议取 3个参数．

表 2 不同运动时间下的优化路径与能耗

Tab.2 Comparison of optimal paths and energy consumption
under different motion duration-time

编号
能耗描述量

/(N2 ·m2 · s)
曲线参数

运动时间

/s

1 1.78×104
h1 =−359.1,

h2 =−445.9, γ = 1.41
20

2 2.12×104
h1 =−359.1,

h2 =−452.8, γ = 1.41
24

3 2.47×104
h1 =−359.1,

h2 =−452.8, γ = 1.41
28

4 2.82×104
h1 =−359.1,

h2 =−452.8, γ = 1.41
32

从表 2 可以看到，当总运动时间由 20 s 变为
32 s时，虽然运动的能耗发生了较大的变化，但求
出的优化路径变化很小，甚至时间为 24 s、28 s和
32 s时所得到的优化路径是一样的．而当选取的运
动时间小于 20 s时，机器人则无法在其动力学限制
下到达目标位置．对于以上结果，可以理解为运动

时间的改变对优化结果影响不大．

6 结论（Conclusion）
本文以攀爬机器人 Climbot作为研究对象，对

机器人攀爬能耗最优的运动规划问题进行了研究．

首先采用了一种简单有效的方式对机器人攀爬的总

能耗进行数学描述．在此基础上提出了一种基于攀

爬能耗最优的运动规划方法．该运动规划方法由 3
部分组成：第 1部分是基于加速度连续的下层轨迹
规划，第 2部分是基于连续空间曲线的上层路径规
划，第 3部分是优化模型的整体构建与路径搜索算
法．该运动规划方法最主要的特点是综合考虑了机

器人的运动学和动力学约束，并通过合理的构架和

上、下层规划器的建立简化了该问题的复杂性．最

后，在Matlab环境下，以 Climbot的实际运动学和
动力学约束为限制，进行仿真计算，并分析了曲线

参数个数和运动时间这 2个参数对最终规划结果的
影响．以上仿真和计算的结果都表明了本文所提出

的运动规划方法的正确性和有效性．
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