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基于三连杆动力学模型的仿人机器人站立平衡控制
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摘 要：为了解决仿人机器人抗扰动站立平衡控制问题，提出了一种三连杆动力学模型作为仿人机器人的简

化模型，该模型充分考虑了机器人腿部、身体和手臂的连杆分布质量，相比于传统的线性倒立摆模型或者飞轮倒

立摆模型具有更高的精确性．基于这种模型，设计了仿人机器人的站立抗扰动平衡控制器．首先将仿人机器人模

型简化为三连杆动力学模型，通过参数辨识方法获取结构化的参数，并经过线性化处理，将复杂的非线性动力学

模型线性化．然后采用线性二次调节器（LQR）设计机器人的平衡控制器．实验在仿人机器人 KONG-II上进行，
通过将机器人踝关节设置成具有一定阻尼特性的欠驱动状态，来实现三连杆动力学模型的形式．实验结果对比了

机器人采用两连杆动力学模型和三连杆动力学模型时的抗外力扰动性能，验证了本文方法的有效性和鲁棒性．
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Standing Balance Control of Humanoid Robot Based on Three-link Dynamic Model
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Abstract: In order to solve the anti-disturbance control problem for humanoid robot standing balance, a three-link dynamic
model is proposed as the simplified model of humanoid robot, in which the distributed mass of the leg, body and arm on their
links is considered. Thus, the model will be more accurate than the traditional linear inverted pendulum or the plus flywheel
model. Based on this model, an anti-disturbance controller is designed for humanoid robot standing balance. Firstly, the
humanoid is simplified as the three-link model, the structural parameters are obtained by parameter identification method,
and the complex nonlinear dynamics model is linearized by linearization. Then, the balance controller is designed by using
the linear quadratic regulator (LQR). The experiments are carried out on the humanoid robot KONG-II, and the ankle joint is
set up as an under-actuated state with certain damping characteristics to match the three-link model. By comparing the anti-
disturbance performance of the robots with double-link dynamic model and with three-link dynamic model, the effectiveness
and robustness of the proposed method are verified.

Keywords: humanoid robot; standing balance control; three-link dynamic model; LQR (linear quadratic regulator)

1 引言（Introduction）

平衡稳定性是仿人机器人站立、行走或其他活

动的关键因素．当机器人受到外界未知扰动时，比

如外部冲击、碰撞以及不平整的路面，机器人很容

易失去平衡而摔倒．当这些无法预测的未知扰动发

生时，机器人应该采取相应的控制策略来维持身体

平衡．也即当处于稳定状态下的机器人受到外部扰

动时，其自身状态将发生改变，如何恢复到机器人

初始平衡状态是机器人平衡控制需要解决的关键问

题．

研究人员针对上述问题进行了大量研究，并提

出了一些控制策略来保持机器人的稳定性，主要有

踝关节策略、髋关节策略和跨步策略等 [1-3]．当未

知扰动较小时，机器人可以通过自身姿态的调整实

现平衡控制，而当未知扰动较大时机器人一般只能

通过跨步和全身协调运动来保持平衡．

但是当机器人局部关节损坏时，机器人也会轻

易地摔倒，不仅对机器人自身安全带来隐患，还会

造成严重的经济损失．因此，本文主要考虑当踝关

节损坏或停止工作时如何通过髋关节的控制来保持

机器人的平衡性．由于踝关节变成了一个自由活动
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关节，因此机器人整体也变成了一个欠驱动系统．

2 相关研究（Related works）
大部分仿人机器人主要采用倒立摆模型或线性

倒立摆模型作为机器人的简化控制模型，然后使

用 ZMP（零力矩点）作为机器人平衡的准则，只要
ZMP 落在机器人的足部支撑域内就可以保持机器
人稳定 [4]，ASIMO、HRP3L-JSK、KHR-3等机器人
均采用这种方法，该方法在位置控制型机器人上具

有较多应用．

Pratt [5-6] 认为传统的 ZMP 方法不太适用于高
速动态的运动，他认为压力中心和质量中心对机

器人的平衡控制非常重要，因此提出了一种线性

倒立摆 +飞轮的模型，通过 CP（capture point）和
CR（capture region）系统性地分析了身体转动惯量
和跨步对保持平衡的作用；Wight [7] 和 Yun [8] 等又

在此基础上进行扩展．除此之外，Stephens [9] 提出

了 CoP（center of press）、CMP（centroidal moment
pivot）和跨步策略，实现了机器人在不同扰动下的
平衡控制；Goswami [10] 等人提出了控制质心角动

量变化率的 3 种策略；Li [11] 等人提出了物理柔性

顺应控制来吸收和减少对站立机器人施加的瞬时冲

击力的能量；Wang [12] 等通过计算 CP 的位置来判
断机器人受到扰动后的状态，然后使用虚拟模型和

柔顺控制方法得到期望的输出力矩，实现了仿人机

器人 KONG 的平衡控制．以上提到的方法都是应
用在完整机器人系统上的，使得 ZMP或 CoP都落
在机器人足部的支撑域内，即可保证机器人的稳定

性．

除此之外，一些研究开展了通过髋关节实现

对欠驱动机器人的平衡控制．Spong [13-15] 采用了局

部反馈线性化方法，通过设计了 LQR 优化控制实
现了 Acrobot的平衡控制；Brown [16] 等人分别采用

经典控制方法、模糊控制和自适应模糊控制对 Ac-
robot不平衡区域施加控制；Fantoni [17] 基于系统能

量对机器人施加前馈控制；Zhu [18] 等人提出了基于

两级动力学模型的仿人机器人平衡控制．这些控制

方法的主要对象是两连杆的欠驱动机器人．而本文

主要考虑在仿人机器人脚踝失去功能的情况下，通

过增加手臂运动，实现基于三连杆动力学模型的欠

驱动站立平衡控制．

3 三连杆动力学模型（Three-link dynamic
model）
本文使用三连杆倒立摆模型代替传统的线性倒

立摆模型和飞轮倒立摆模型作为简化的仿人机器人

物理模型．三连杆动力学模型如图 1所示，机器人
由 3个连杆和 3个关节组成．其中，杆 1表示机器
人的下身，杆 2表示机器人的上身，杆 3表示机器
人的手臂．杆 1和杆 2之间是机器人的髋关节，杆
2和杆 3之间是机器人的肩关节，杆 1和脚板之间
是机器人的踝关节．机器人上、下身和手臂的质量

分布于各自整根杆上．
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图 1 三连杆倒立摆模型

Fig.1 Three-link inverted pendulum model

图 1 中 mi 为第 i 杆的质量（i = 1,2,3），li 为

第 i杆的长度（i = 1,2,3），di 为第 i杆的质心到前
一关节的长度（i = 1,2,3），Ii 为第 i杆的转动惯量
（i = 1,2,3），θ1 为第 1 杆与竖直方向之间的夹角，

θi 为与前一杆的角度（i = 2,3）；τi 为第 i杆上的关
节的输出力矩（i = 1,2），g为重力加速度．
由拉格朗日方程可得：

d
dt

{
∂k
∂ θ̇i

}
− ∂k

∂θi
+

∂u
∂θi

= τi, i = 1,2,3 (1)

其中，k表示系统的总动能，u表示系统的总势能，
θ1 为第 1杆与竖直方向之间的夹角，θi 为第 i杆与
前一杆的角度（i = 2,3），τi 为第 i杆上的关节的输
出力矩（i = 1,2,3）．
根据图 1机器人模型，式 (1)可以写成如下形

式：
M11θ̈1 +M12θ̈2 +M13θ̈3 +H1 +G1 = τ1

M21θ̈1 +M22θ̈2 +M23θ̈3 +H2 +G2 = τ2

M31θ̈1 +M32θ̈2 +M33θ̈3 +H3 +G3 = τ3

(2)

其中：
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M11 = D1 +2D4 cosθ2 +2D5 cos(θ2 +θ3)+D2

+2D6 cosθ3 +D3

M12 = D4 cosθ2 +D5 cos(θ2 +θ3)+D2

+2D6 cosθ3 +D3

M13 = D4 cos(θ2 +θ3)+D6 cosθ3 +D3

H1 =−D4(2θ̇1 + θ̇2)sinθ2 −D5(2θ̇1 + θ̇2 + θ̇3)·

(θ̇2 + θ̇3)sin(θ2 +θ3)−D6(2θ̇1 +2θ̇2 + θ̇3)·

θ̇3 sinθ3

G(θ) =−β1 sinθ1 −β2 sin(θ1 +θ2)−

β3 sin(θ1 +θ2 +θ3)

(3)

式中： 

D1 = I1 +m1d2
1 +(m2 +m3) l2

1

D2 = I2 +m2d2
2 +m3l2

2

D3 = I3 +m3d2
3

D4 = m2l1d2 +m3l1l2

D5 = m3l1d3

D6 = m3l2d3

(4)


β1 = (m1d1 +m2l1 +m3l1)g

β2 = (m2d2 +m3l2)g

β3 = m3d3g

(5)

本文假设踝关节在非工作状态下仍然存在一定

的阻尼，也即踝关节是被动带阻尼关节，所以力矩

满足：

τ0 = kθ̇1 (6)

其中 τ0是踝关节处不可控的力矩，它由踝关节的角

速度和阻尼系数决定，k 是踝关节的阻尼系数，θ̇1

是踝关节的角速度．

将式 (4)代入式 (2)的第 1个式子中可得：

M11θ̈1 +M12θ̈2 +M13θ̈3 +H1 +G1 = kθ̇1 (7)

根据式 (5)可求得踝关节处的加速度为

θ̈1 =−M12

M11
θ̈2 −

M13

M11
θ̈3 −

H1

M11
− G1

M11
+

k
M11

θ̇1 (8)

4 抗扰动站立平衡控制方法（Anti-distur-
bance control method for standing bal-
ance）
由三连杆模型的动力学方程可知，三连杆动力

学模型是一个非线性系统，因此首先需要将其进行

线性化处理以便使用线性控制方法来控制该系统．

为了提高系统控制的准确性，本文采用了最小二乘

法对系统关键的未知参数进行辨识，最后展示了被

动踝关节控制器的实现方法．

4.1 局部线性化

当三连杆机器人系统处在平衡位置附近时：

[θ1 θ2 θ3 θ̇1 θ̇2 θ̇3]
T = [0 0 −π 0 0 0]T

假设机器人偏离初始位置的角度很小，本文可

以运用下式对系统进行局部线性化：

sinθi = θi

cosθi = 1

sin(θi +θ j +θk) = θi +θ j +θk

θ̇iθ̇ j = 0

i, j,k = 1,2,3 (9)

将式 (9)代入式 (3)进行线性化可得：

M̂11 = D11 +2p12 −2p13 +D22−

2p23 +D33

M̂12 = p12 − p13 +D22 −2p23 +D33

M̂13 =−p13 − p23 +D33

Ĥ1 = 0

Ĝ(θ) =−[(m1d1 +m2l1 +m3l1)+

(m2d2 +m3l2)−m3d3]gθ1+

m3d3gθ3−

[(m2d2 +m3l2)−m3d3]gθ2

(10)

其中： 

D11 = I1 +m1d2
1 +(m2 +m3) l2

1

D22 = I2 +m2d2
2 +m3l2

2

D33 = I3 +m3d2
3

p12 = m2l1d2 +m3l1l2

p13 = m3l1d3

p23 = m3l2d3

(11)

将式 (10)代入式 (8)可得：

θ̈1 =−M̂12

M̂11
θ̈2 −

M̂13

M̂11
θ̈3 −

Ĥ1

M̂11
− Ĝ1

M̂11
+

k
M̂11

θ̇1 (12)

定义下式：
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a1 =−M̂12

M̂11

a2 =−M̂13

M̂11

a3 =
[(m1d1 +m2l1 +m3l1)+(m2d2 +m3l2)−m3d3]g

M̂11

a4 =
[(m2d2 +m3l2)−m3d3]g

M̂11

a5 =−m3d3g
M̂11

a6 =− k
M̂11

(13)
因此式 (12)可以写成以下形式：

θ̇1

θ̇2

θ̇3

θ̈1

θ̈2

θ̈3


=



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

a3 a4 a5 a6 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0





θ1

θ2

θ3

θ̇1

θ̇2

θ̇3


+



0 0

0 0

0 0

a1 a2

1 0

0 1



θ̈2

θ̈3



(14)
设状态变量为 xxx = [θ1 θ2 θ3 θ1 θ2 θ3]

T，输入

变量 uuu(t) = [θ̈2 θ̈3]
T，可以得到平衡位置附近的状

态方程为

ẋxx = AAAxxx+BBBuuu (15)

其中：

AAA =



0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

a3 a4 a5 a6 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, BBB =



0 0

0 0

0 0

a1 a2

1 0

0 1


可以计算出状态空间系统 (AAA,BBB)的可控性矩阵 rrr =

[BBB AAABBB AAA2BBB AAA3BBB AAA4BBB AAA5BBB]是满秩的，根据可控性
定理可知系统 (AAA,BBB)是完全能控的．
4.2 LQR控制器
当系统处在平衡位置附近时，可根据状态方程

(15)设计 LQR控制器，根据下式的性能指标：

J =

∫∞

0

(
xxxTQQQxxx+RRRuuu2)dt (16)

通过 Matlab的 lqr函数可以计算得到最优控制矩阵
KKK．

4.3 参数辨识

参数辨识可以使得简化的物理模型更加接近实

际系统．参数估计是在模型结构已知确定的条件

下，通过实验方法取得数据来估计表征系统动力

学模型的参数．通过参数估计可以简便地估计未知

的数据，并能够使得估计得到的数据与实际数据之

间的误差平方和最小，有利于提高系统控制的准确

性．对于三连杆动力学模型机器人而言，本文需要

辨识参数 d1,d2,d3 和 I1, I2, I3 才能比较精确地施加控

制．

机器人足底各安装了 6维力／力矩传感器来测
量足底的信息，利用机器人上身和下身的重力矩的

关系可以得到下式：

(−l1 sinθ1 − l2 sinθ2 −d3 sinθ3)m3g+

(−l1 sinθ1 −d2 sinθ2)m2g−m1gd1 sinθ1 = M (17)

其中，θ1,θ2,θ3表示第 i杆与竖直方向的夹角，l1, l2,

l3表示第 i杆的长度，m1, m2, m3表示第 i杆的质量，
d1, d2, d3 表示第 i杆的质心轴心距，角度逆时针为
正．当机器人的踝关节、髋关节和肩关节角度 θ1,

θ2, θ3 取不同数值时，利用机器人足底 6维力／力矩
传感器可以测量出相应的力矩数值 M．然后根据最
小二乘法就可以估计出质心距 d1, d2, d3．再根据转

动惯量平行轴定理可以估算出转动惯量 I1, I2, I3，详

见文 [18]．
4.4 被动踝关节实现

本文通过积分控制设置了一个阻尼系数可变的

被动踝关节控制器．积分控制器设计如下：

θcur = θpre + IMyT (18)

其中 θpre 和 θcur 表示踝关节上一个时刻角度值和当

前时刻角度值．My 表示踝关节俯仰角度方向上的

力矩数值，此数值可以通过机器人足底力矩传感器

测得，I 是控制器参数，T 是控制周期．
式 (18)可以写成如下形式：

θcur −θpre

T
= IMy (19)

踝关节处的角速度满足：

θ̇ =
θcur −θpre

T
(20)

将角速度计算公式代入式 (19)得：

My

θ̇
=

1
I

(21)

结合式 (6)和式 (21)可得：

k =
1
I

(22)
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通过调节控制器的参数 I，可以得到机器人踝关节
的不同阻尼系数 k，以测试不同阻尼系数下的表
现．

5 实验结果（Experimental results）
本文在仿人机器人 KONG-II 上面进行三连杆

机器人抗扰动站立平衡控制实验来验证前文提出的

简化模型和控制算法．机器人 KONG-II 的质量为
55 kg，身高 1.6 m，全身共 30个自由度，包括腿部
12自由度，腰部 2自由度，头部 2自由度，以及手
臂 14自由度．2个 6维力／力矩传感器装在脚板和
踝关节之间用来测量足底力和力矩信息，如图 2所
示．它的主要结构参数如表 1所示，其中下标 1代
表下身，2代表身体，3代表手臂．

/

( )

 (a) KONG II (b) 

图 2 仿人机器人 KONG-II和外部 6维力／力矩传感装置
Fig.2 The humanoid robot KONG-II and the external force

device with a 6 DOF force/torque sensor

表 1 仿人机器人 KONG-II物理参数
Tab.1 Physical parameters of humanoid robot KONG-II

参数 数值 参数 数值 参数 数值 单位

l1 0.6 l2 0.9 l3 0.55 m

d1 0.44 d2 0.28 d3 0.23 m

m1 20 m2 25.11 m3 7.91 kg

I1 0.99 I2 2.38 I3 0.21 kg ·m2

设置 LQR控制器中的矩阵 QQQ和 RRR分别为 QQQ =

diag[150, 50, 120, 10, 50, 5] 和 RRR =

0.1 0

0 0.1

，阻
尼系数 k =−200．最优控制矩阵为

KKK =

[
588.34 154.31 −14.11 89.46 61.84 −5.30

−102.99 −23.02 37.11 −15.65 −6.73 11.85

]

本文使用一个外部 6维力／力矩传感器给机器
人施加外部推力，并通过该传感器测量外部推力的

大小．实验过程中机器人的控制周期为 10 ms．

为了保证机器人在平衡位置附近能够保持稳

定，本文采取了以下方法：当机器人靠近平衡位置

时，踝关节处的力矩满足 |My| 6 ε，其中 ε 是一个
很小的正整数，设置其为死区参数范围．当机器人

踝关节进入死区时，设置当前时刻的角度值等于上

一时刻的角度值：θcur = θpre．因此，当机器人进入

平衡位置附近区域时，机器人踝关节角度就会和上

一时刻相等，保持不变，就能保证机器人稳定在平

衡位置上．

图 3中展示了当三连杆被动机器人的踝关节阻
尼系数为 200时，机器人受到不同幅度冲击力的平
衡恢复实验数据．图 3(a)是机器人受到两次外界的
冲击力值，图 3(b)是机器人受到冲击力之后各个关
节角度的变化值，图 3(c)是机器人受到冲击力之后
各个关节角速度的变化值，图 3(d)是机器人受到冲
击力之后髋关节和肩关节期望加速度的变化曲线．

可以看到，机器人在冲击力下通过髋关节和手臂的

协调运动最终恢复到初始平衡位置．通过实验数据

可以看到，机器人身体最大倾斜角度为 17.76◦，手

臂的运动幅度最大为 10.31◦，机器人身体最大角速

度为 0.6 rad/s，手臂最大角速度为 0.35 rad/s．在平
衡恢复过程中机器人的手臂和身体都起到了明显的

作用．
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图 3 仿人机器人抗扰动实验

Fig.3 Push recovery experiments of humanoid robot

文 [18]对两连杆机器人模型进行了抗扰动站立
平衡控制实验．本文将对两连杆机器人和三连杆机

器人控制性能进行实验对比，分别对两连杆和三连

杆机器人施加不同的冲击力，当冲击力到达一定数

值时，机器人就无法通过自身的控制算法恢复到平

衡位置，观测并采集当机器人失去恢复平衡能力时

的踝关节角度值变化和冲击力的大小，所采集的数

据如图 4所示．
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(b)三连杆机器人所受到的冲击力
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(d)两连杆机器人所受到的冲击力

图 4 两连杆和三连杆机器人抗外力扰动效果对比图

Fig.4 Comparison of push recovery between double-link and
three-link models

从图 4可以看出，三连杆机器人受到的推力达
到 56.52 N时，机器人依然能够恢复平衡，但当推
力达到 58.41 N时，机器人已不能恢复平衡了．而
两连杆机器人所受推力达到 45.96 N时，机器人已
不能恢复平衡．因此，可以计算出机器人在三连杆

动力学模型下站立平衡控制能力至少提升 22.98%．
从实验数据看出，当机器人增加手臂运动之

后，通过机器人手臂的摆动改变了机器人上半身的

整体转动惯量，使得机器人在上半身转动时能够获
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得更大的角动量来恢复平衡，机器人抗扰动能力得

到了明显的提高．

实验通过外部力／力矩传感器对机器人胸部位

置施加瞬时冲击力扰动．图 5展示了机器人平衡恢
复的实验过程．图片从左至右，由上到下展示了机

器人受外部冲击力到恢复平衡的全部过程，从中可

以看到本文所设计的站立平衡控制算法的有效性．

图 5 仿人机器人 KONG-II抗外力扰动实验
Fig.5 Push recovery experiment on humanoid robot KONG-II

6 结论（Conclusion）
本文首先构建了三连杆动力学模型作为仿人机

器人的简化模型，通过对动力学方程的线性化处

理，采用 LQR 优化算法对三连杆欠驱动机器人进
行抗扰动站立平衡控制．为了使得模型更加精确，

文中还介绍了仿人机器人的一些未知结构参数进行

辨识，并实现了对踝关节的被动零力矩控制，以满

足机器人欠驱动抗扰动实验的需求．本文最后在仿

人机器人 KONG-II上开展了实验验证，通过实验对
比了两连杆动力学模型和三连杆动力学模型欠驱动

机器人抗外界扰动的能力，实验验证了当加入手臂

运动之后，机器人的平衡控制能力得到了一定的提

升，从而验证了本文提出的三连杆动力学模型能够

提升仿人机器人平衡能力的假设．该方法对仿人机

器人抵抗侧向扰动，单脚支撑时的平衡控制，以及

复杂路面下的动态步行都具有借鉴价值．
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