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一类不满足 Pieper准则的机器人逆运动学解析解获取方法

于凌涛，王文杰，王正雨，谷 庆，王 岚
（哈尔滨工程大学机电工程学院，黑龙江 哈尔滨 150001）

摘 要：当机器人构型不满足 Pieper准则的时候，传统的运动学建模方法通常无法求出机器人逆运动学解析
解．针对不满足 Pieper准则的机器人构型，基于相邻关节轴换位前后正运动学结果不变的准则，提出一种全新的
运动学建模方法——相邻关节轴建立顺序换位法，并给出了适用该方法的机器人构型条件．以一种不满足 Pieper
准则的微创腹腔手术机器人为例，应用该方法求解出其精确的解析解，并通过Matlab Simulink仿真验证了该方法
的正确性．
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Acquisition Method of Inverse Kinematics Analytical Solutions for a Class of Robots
Dissatisfying the Pieper Criterion

YU Lingtao，WANG Wenjie，WANG Zhengyu，GU Qing，WANG Lan
(College of Mechanical and Electrical Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China)

Abstract: The analytical solution of robot inverse kinematics can’t be obtained by traditional methods of kinematical
modeling when the robot configuration doesn’t conform to the “Pieper criterion”. For this problem, a new method of ex-
changing the establishment order of adjacent joint axes is presented based on invariance property of the forward kinematics
results after exchanging the establishment order. The robot configuration conditions for applying the proposed method are
given. A minimally invasive surgery robot which doesn’t conform to the “Pieper criterion” is taken as an example, the precise
analytical solution is obtained by the proposed method, and the correctness of the proposed method is verified through Matlab
Simulink.
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1 引言（Introduction）

机器人的逆向运动学问题是其轨迹规划和运动

控制的基础．逆运动学求解的快速性和准确性是影

响机器人控制性能的一个主要因素．所以解析解在

机器人控制中具有不可替代的优势．如何得到机器

人的解析解显得尤为重要．

为了满足使用要求有些时候不能不为机器人寻

求一种快速精确的解析解求法，虽然大多数商业化

的 6自由度工业机器人都满足机器人解析解存在的

2个充分条件（Pieper准则 [1]）之一：

(1) 3个相邻关节轴交于一点．

(2) 3个相邻关节轴相互平行．

但是随着机器人应用领域的不断扩展，多自由

度机器人和结构复杂特殊的机器人的出现，机器人

的构型不再满足解析解存在的条件．这对于逆运动

学的求解来说无疑是很不利的．例如宙斯系统和达

芬奇系统的 7自由度手术从机械臂、天津大学开发

的“妙手 A”微创手术机器人 [2]、上海交通大学的

“神刀华佗”手术机器人 [3] 和哈尔滨工业大学开发

的高端微创腹腔手术机器人 [4] 都不满足解析解存

在的条件．以上机器人均没有求解出其精确的解析

解．

当机器人的关节配置满足 Pieper准则的时候其

逆运动学方程具有解析解，当不满 Pieper准则的时

候无法分离出独立的关节变量，没有通用的解析解

求解方法，所以很难求得其解析解．Lee等人 [5] 采

用变量消元法解决逆运动学问题，刘松国等 [6] 提
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出了一种通过矩阵分解变换求解一般 6R机器人逆

运动学方程的算法．吕世增等 [7] 提出了一种基于

吴方法的 6R 机器人逆运动学旋量方程求解方法．

Goldenberg [8] 根据非线性优化的思想，对牛顿迭代

算法进行改进，运用到 6R机器人逆运动学求解问

题上．Angeles [9] 则根据闭包方程旋转部分具有不

变性的特点，提出了一种迭代算法．Lenarcic [10] 把

共轭梯度法运用到 6R机器人逆运动学求解中．这

些方法虽然取得了一些成功的应用，但无法得到精

确解析解，且运算量大，求解困难，效率低．

Hayashibe等人 [11-12] 提出使用逆雅可比矩阵对

逆运动学进行求解的方法．宙斯系统、达芬奇系统

和天津大学“妙手 A”微创手术机器人 [13] 的逆运

动学求解均使用了该方法，利用关节瞬时速度代替

关节微小时间段内的位移，但是由于求解过程中对

手术机械臂的运动学模型在不同的点进行了线性

化，不可避免地带来线性化误差，且误差会不断累

积．唐奥林等人 [3] 在“神刀华佗”手术机器人逆运

动学求解过程中采用位姿分离的方法，忽略了后 3

个关节对位置的影响，虽引入误差补偿算法，但是

会对快速性造成影响，且不能完全消除误差．

近年来，国内外的学者们将人工神经网络算

法 [14]、遗传算法 [15] 和 Groebner 基法 [16] 应用到了

机器人逆运动学求解过程中，但计算精度往往过于

依赖算法本身，且需要很长的时间来训练样本，实

时性难以保证．

鉴于此，本文针对不满足 Pieper准则的机器人

逆运动学求解困难且无通用精确解的问题，基于相

邻关节轴换位前后正运动学结果不变的准则，提出

一种全新的运动学建模方法——相邻关节轴建立顺

序换位法，并给出满足该方法的机器人构型条件．

当相邻关节轴换位后满足 Pieper准则时，就可以采

用此方法方便快捷地求解出其逆运动学解析解．

2 相 邻 关 节 轴 建 立 顺 序 换 位 法 原 理

（The principle of the establishing-order
exchanging method of adjacent joint ax-
es）
机器人正向运动学是机器人逆向运动学的基

础，由于DH法在机器人运动学中有着广泛的应用，

所以本文基于 DH法来建立正向运动学模型．基本

流程是先在各个关节和基座处建立坐标系，确定各

个关节运动学参数，然后根据式 (1)求出相邻两个

坐标系之间的转换矩阵：

i−1TTT i =


Cθi −Sθi ×Cαi Sθi ×Sαi ai ×Cθi

Sθi Cθi ×Cαi −Cθi ×Sαi ai ×Sθi

0 Sαi Cαi di

0 0 0 1


(1)

其中：C代表 cos，S代表 sin．
最后将各个转换矩阵依次相乘得到工具坐标系

相对于基座的转换矩阵：

0TTT n =
0TTT 1 · · · i−2TTT i−1 · i−1TTT i · iTTT i+1 · i+1TTT i+2 · · · n−1TTT n

(2)
以上各个关节的建立顺序是从基座开始依次到

工具坐标系的，转换矩阵也是依次相乘的，这是串

联机器人运动学建模的基本方法．

当机器人构型满足 Pieper准则的时候，在机器
人逆运动学求解过程中可以单独分离出各个关节变

量的表达式，从而得到逆运动学的解析解，当机器

人构型不满足 Pieper准则时常规的建模方法无法得
到机器人逆运动学的解析解．但是对于有些特定结

构的机器人可以通过改变机器人相邻关节轴的建立

顺序，使之满足解析解存在的条件．

但是换位前后需保证对其正运动学结果没有影

响，即满足式 (3)，其中 0TTT n代表换位前工具坐标系

相对于基座坐标系的变换矩阵，0TTT a
n 代表换位后工

具坐标系相对于基座坐标系的变换矩阵．

0TTT a
n =

0TTT n (3)

本文以旋转关节为例说明相邻关节换位法，如

图 1 所示：采用坐标系后置法将坐标系 xiyizi 建立

在关节 i+1处，采用正常的坐标系建立顺序，最后
工具坐标系 xnynzn 相对于基座坐标系 x0y0z0 的转换

矩阵 0TTT n 如式 (2)所示．
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图 1 基于正常关节轴建立顺序的机器人局部坐标系示意图

Fig.1 The robot local coordinate systems based on normal
establishing order of joint axes

当改变关节 i 和关节 i+ 1 关节轴的建立顺序
时，结果如图 2所示．
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图 2 基于相邻关节轴建立顺序换位法的机器人局部坐标系

示意图

Fig.2 The robot local coordinate systems based on the method
of exchanging the establishing order of adjacent joint axes

相邻关节 i和 i+1建立顺序发生改变后坐标系
xa

i−1ya
i−1za

i−1、 xa
i y

a
i z

a
i、 xa

i+1ya
i+1za

i+1 相对于关节建立顺

序未改变前的坐标系 xi−1yi−1zi−1、xiyizi、xi+1yi+1zi+1

已经发生变化，所以与这 3个坐标系相关的变换矩
阵 i−2TTT a

i−1,
i−1TTT a

i ,
iTTT a

i+1,
i+1TTT a

i+2 已经发生变化，但其

余坐标系与相邻关节 i和 i+1建立顺序未发生改变
前一致，所以其余变换矩阵未发生变化，此时工具

坐标系 xnynzn 相对于基座坐标系 x0y0z0 的变换矩阵
0TTT a

n 如式 (4)所示：

0TTT a
n =

0TTT 1 · · · i−2TTT a
i−1 · i−1TTT a

i · iTTT a
i+1 · i+1TTT a

i+2 · · ·n−1TTT n (4)

虽然 i−2TTT a
i−1,

i−1TTT a
i ,

iTTT a
i+1,

i+1TTT a
i+2 与

i−2TTT i−1,
i−1TTT i,

iTTT i+1,
i+1TTT i+2 相比已发生变化，但是当相邻关节 i

和 i+1的构型满足某些特殊的关系使得式 (5)成立
时，相邻关节 i和 i+1顺序发生改变后，工具坐标
系相对于基座坐标系的变换矩阵未发生变化，满足

式 (3)．

i−2TTT i−1 · i−1TTT i · iTTT i+1 · i+1TTT i+2 =
i−2TTT a

i−1 · i−1TTT a
i ·

iTTT a
i+1 · i+1TTT a

i+2 (5)

也就是说，当机器人的相邻关节满足某种特殊

结构时调整相邻关节轴的建立顺序，对其最终的正

运动学结果没有影响．

在一些不满足解析解存在条件（Pieper 准则）
的机器人运动学建模过程中可以通过改变关节轴系

建立顺序使之满足 Pieper准则，从而得到该机器人
逆运动学的解析解．

3 相 邻 关 节 轴 建 立 顺 序 换 位 法 适 用

条件（The application conditions of the
establishing-order rearrangement method
of adjacent joint axes）
当相邻关节 i 和 i+ 1 顺序发生改变后，需满

足式 (5)，才能保证对其运动学结果没有影响，式

(5)中包含的参数过多，很难找出满足式 (5)的关节
构型．为了减少参数，本文只讨论当相邻关节 i和
i+1分别是移动关节和旋转关节且对应坐标系 zi−1

轴和 zi 轴夹角为零的情况．

由于 zi−1 轴和 zi 轴平行，所以当相邻关节 i和
i+1建立顺序发生改变后，对关节 i+2对应的坐标
系没有影响，即 i+1TTT i+2 =

i+1TTT a
i+2，式 (5)可以简化

为式 (6)：

i−2TTT i−1 · i−1TTT i · iTTT i+1 =
i−2TTT a

i−1 · i−1TTT a
i · iTTT a

i+1 (6)

当关节 i−1是旋转关节的时候，相邻关节的坐
标系如图 3所示．
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图 3 基于传统建模方法的机器人局部坐标系示意图

Fig.3 The robot local coordinate systems based on the
traditional modeling method

由于对于移动关节 i而言，重要的是 zi−1 的方

向，而 zi−1 轴的位置并不重要，可以使 zi−1 与 zi 轴

重合，所以关节 i−1、i和 i+1的参数如表 1所示，
其中 xi−1、xi、xi+1 分别表示关节 i−1、 i和 i+1的
运动量．坐标系 xiyizi 与坐标系 xi−1yi−1zi−1 完全平

行，只是在 z向有一个偏移量．

表 1 基于传统建模方法的机器人局部关节运动学参数

Tab.1 The kinematics parameters of the robot local joints based
on the traditional modeling method

关节 i li /mm αi /rad di /mm θi /rad

i−1 ai−1 αi−1 di−1 θi−1 + xi−1

i 0 0 di + xi 0

i+1 ai+1 αi+1 di+1 θi+1 + xi+1

当相邻两关节 i和 i+1的建立顺序改变后，关
节坐标系如图 4所示．
由于两关节 i 和 i+ 1 的建立顺序改变前 zi−1

和 zi 重合，所以当改变两关节 i 和 i+ 1 的建立顺
序时 xa

i−1 轴和未改变前的 xi−1 轴平行，因此当 zi−2

平行于 zi−1 时，关节 i（旋转关节）对应的坐标系
xa

i−1ya
i−1za

i−1 与未改变关节轴建立顺序时关节 i（移
动关节）对应的坐标系 xi−1yi−1zi−1 只是在 z 轴方
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向有个偏移；当 zi−2 不平行于 zi−1 时，xa
i−1ya

i−1za
i−1

和 xi−1yi−1zi−1 完全重合．由于移动关节坐标系的

位置可以移动，使坐标系 xa
i y

a
i z

a
i 的 za

i 轴与坐标系

xa
i−1ya

i−1za
i−1 的 za

i−1 轴重合，这完全符合坐标系建立

的规则．关节 i和 i+1的建立顺序发生改变后，关
节 i−1、i和关节 i+1的参数如表 2所示．
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图 4 基于全新建模方法的机器人局部坐标系

Fig.4 The robot local coordinate systems based on the new
modeling method

表 2 基于全新建模方法的机器人局部关节运动学参数

Tab.2 The kinematics parameters of the robot local joints based
on the new modeling method

关节 i li /mm αi /rad di /mm θi /rad

i−1 ai−1 αi−1 da
i−1 θi−1 + xi−1

i 0 0 da
i 0+ xi+1

i+1 ai+1 αi+1 da
i+1 + xi θi+1

对于关节 i−1而言，其运动学参数只有 da
i−1发

生变化，其余与关节建立顺序未发生改变之前一

致．对于关节 i而言，它由移动关节变成了旋转关
节．关节运动量由 xi 变成了 xi+1，运动学参数只有

d 发生变化，由 di 变为 da
i，其余均未变化．对于关

节 i+1而言，它由旋转关节变成了移动关节，关节
运动量由 xi+1 变成了 xi，运动学参数 d 由 di+1 变为

da
i+1，其余均未发生变化．

根据式 (1) 和表 1 中参数得到关节建立顺序
未发生变化时相邻关节坐标系之间的转换矩阵
i−2TTT i−1,

i−1TTT i,
iTTT i+1，并依次相乘得到式 (7)：

i−2TTT i+1 =
i−2TTT i−1 · i−1TTT i · iTTT i+1 (7)

同理根据式 (1) 和表 2 中的参数得到关节轴
建立顺序改变后相邻关节坐标系之间的转换矩阵
i−2TTT a

i−1,
i−1TTT a

i ,
iTTT a

i+1，依次相乘得到式 (8)：

i−2TTT a
i+1 =

i−2TTT a
i−1 · i−1TTT a

i · iTTT a
i+1 (8)

由式 (4)可知 i−2TTT i+1和
i−2TTT a

i+1对应元素相等．则式

(9)成立，其中 i−2Ti+1 (1,4)和 i−2T a
i+1 (1,4)分别代表

各自矩阵中第 1行第 4列元素．

i−2Ti+1 (1,4) = i−2T a
i+1 (1,4) (9)

i−2Ti+1 (1,4) = ai−1 cos(xi−1 +θi−1)+B+

sin(xi−1 +θi−1)sinαi−1·
(di + xi +di+1)−C

i−2T a
i+1 (1,4) = ai−1 cos(xi−1 +θi−1)+B+

sin(xi−1 +θi−1)sinαi−1·
(da

i+1 + xi +da
i )−C

其中 B = ai+1 cos(xi−1 +θi−1)cos(xi+1 +θi+1)，C =

ai+1 sin(xi−1 +θi−1)sin(xi+1 +θi+1)cosαi−1．

可以推出式 (10)：

sinαi−1 (di + xi +di+1) = sinαi−1 (da
i+1 + xi +da

i ) (10)

则 αi−1 = 0或者 di+1 +di = da
i+1 +da

i．

当 αi−1 = 0时，由 i−2Ti+1 (3,4) = i−2T a
i+1 (3,4)可

以得到 di−1 + di + di+1 = da
i−1 + da

i + da
i+1．当同时满

足 αi−1 = 0和 di−1+di+di+1 = da
i−1+da

i +da
i+1时，令

φ = xi−1 + xi+1 +θi−1 +θi+1，此时

i−2TTT i+1 =


Cφ −SφCαi+1 SφSαi+1

i−2
i+1 px

Sφ CφCαi+1 −CφSαi+1
i−2
i+1 py

0 Sαi+1 Cαi+1
i−2
i+1 pz

0 0 0 1


其中： i−2

i+1 px = ai+1Cφ + ai−1C(xi−1 + θi−1)，
i−2
i+1 py =

ai+1Sφ + ai−1S(xi−1 +θi−1)，
i−2
i+1 pz = di−1 + di + di+1 +

xi．

i−2TTT a
i+1 =


Cφ −SφCαi+1 SφSαi+1

i−2
i+1 pa

x

Sφ CφCαi+1 −CφSαi+1
i−2
i+1 pa

y

0 Sαi+1 Cαi+1
i−2
i+1 pa

z

0 0 0 1


其中： i−2

i+1 pa
x = ai+1Cφ + ai−1C(xi−1 + θi−1)，

i−2
i+1 pa

y =

ai+1Sφ +ai−1S(xi−1 +θi−1)，
i−2
i+1 pa

z = da
i−1 +da

i +da
i+1 +

xi．

此时 i−2TTT i+1 =
i−2TTT a

i+1，结合式 (1)、(2)、(4)可
以得到 0TTT a

n = 0TTT n．当 da
i+1 + da

i = di+1 + di 时，由
i−2Ti+1 (3,4) = i−2T a

i+1 (3,4)可以得到 di−1 = da
i−1，同

理通过验证可知此时也满足 i−2TTT i+1 =
i−2TTT a

i+1，结合

式 (1)、(2)、(4)也可以得到 0TTT a
n =

0TTT n．

综上所述，当相邻关节 i和 i+1分别为移动关
节和旋转关节且对应坐标系的关节轴 zi−1 与 zi 夹角

为 0，改变关节坐标系建立顺序时，其运动学参数
满足条件①、②当中的任何一条，均可使关节坐标

系建立顺序改变后工具坐标系相对于基座坐标系的
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变换矩阵 0TTT a
n 与关节坐标系建立顺序未改变时工具

坐标系相对于基座坐标系的变换矩阵 0TTT n 相等．

① αi−1 = 0且 di−1 +di +di+1 = da
i−1 +da

i +da
i+1

② di+1 +di = da
i+1 +da

i 且 di−1 = da
i−1

所以在相邻关节分别为移动关节和旋转关节且

对应的 z轴夹角为 0的情况下满足条件①或者②当
中任何一条时，改变相邻关节 i和 i+1的坐标系建
立顺序对其运动学求解没有影响．

当关节 i 和 i+ 1 满足相邻关节轴建立顺序换
位法条件且关节配置不满足机器人解析解存在的

条件时，若换位后仍不满足 Pieper准则，对机器人
的运动学结果没有影响，若相邻关节轴建立顺序改

变后关节配置满足机器人解析解存在的条件，则可

以通过相邻关节轴建立顺序换位法解决此类不满足

Pieper准则的机器人的解析解求解问题．

4 相邻关节轴建立顺序换位法使用实例

（The example of the method of exchanging
adjacent joint axes establishing order）
本文以一种和达芬奇手术机器人、天津大学的

“妙手 A”微创手术机器人、上海交通大学的“神
刀华佗”手术机器人以及哈尔滨工业大学开发的

高端微创腹腔手术机器人关节配置一样均不满足

Pieper准则的腹腔手术机器人器械臂为例来说明换
位法在机器人逆运动学求解过程中的正确性．

4

5
7

2 3

1
6

8

图 5 微创外科手术机器人器械臂 3维模型
Fig.5 The 3D model of the instrument arm of a minimally

invasive surgery robot

该器械臂由两部分组成，被动关节和主动关

节，被动关节包括 1个升降自由度和 3个旋转自由
度，可以实现平行四边形不动点的位置移动，主动

关节由 7个关节（其中 3个关节为微器械关节）实
现微操作器械的位姿控制和手术钳开合运动（其 3
维模型如图 5所示）．
4.1 相邻关节轴建立顺序换位法使用条件验证

该器械臂构型虽然不满足解析解存在条件，但

是关节 5、6和 8的轴线交于一点，当关节 7（移动
关节）和关节 8（旋转关节）满足关节建立顺序换
位法条件时，可以改变关节 7和关节 8的建立顺序
使之满足解析解存在的条件，应用 DH法建立关节
轴建立顺序未改变前运动学坐标系，如图 6 所示．
其中运动学参数如表 3所示．
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图 6 基于传统模型的微创外科手术机器人器械臂运动学坐

标系

Fig.6 The kinematics coordinate systems of the instrument arm
of a minimally invasive surgery robot based on the traditional

model

表 3 基于传统模型的微创外科手术机器人器械臂

运动学参数

Tab.3 Kinematics parameters of the instrument arm of a
minimally invasive surgery robot based on the traditional model

关节 i ai /mm αi /rad di /mm θi /rad

1 0 0 d1(1000) 0

2 200 0 85 θ2(0)

3 200 0 0 θ3(0)

4 0 −(π/2+ p1) 0 θ4(−π/2)

5 0 −π/2 450 θ5(−π/2)

6 0 π/2 0 θ6(−π/2− p2)

7 0 0 d7(−50) 0

8 0 −π/2 90 θ8(0)

9 8.5 π/2 0 θ9(−π/2)

10 19.5 0 0 θ10(0)

同理应用 D-H法建立第 7、8关节轴建立顺序
改变后的运动学坐标系，如图 7所示．由于第 7、8
关节分别为移动关节和旋转关节，且第 7关节 z6 轴

和第 8关节的 z7轴夹角为 0，由第 2、3节的分析可
知，当第 7、8关节轴建立顺序改变时，只有关节 6
～ 8的运动学参数会发生改变，如表 4所示．其余
关节的运动学参数如表 3所示．
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图 7 基于相邻关节轴建立顺序换位法的微创外科手术机器

人器械臂运动学坐标系

Fig.7 The kinematics coordinate systems of the instrument arm
of a minimally invasive surgery robot based on the method of

exchanging the establishing order of adjacent joint axes

表 4 微创外科手术机器人器械臂运动学部分参数

Tab.4 Some kinematics parameters of the instrument arm of a
minimally invasive surgery robot

关节 i ai /mm αi /rad di /mm θi /rad

6a 0 π/2 0 θ6(−π/2− p2)

7a 0 0 da
7(−40) θ7(0)

8a 0 −π/2 da
8(80) 0

由表 4 和表 3 中的参数可知第 7 关节轴和第
8 关节轴建立顺序发生变化时，d8 + d7 = d = da =

da
8 + da

7 = 40（d 和 da 分别如图 6、图 7 所示）且
d = da，满足条件②．此时，未换位前按照表 3中
参数和式 (1)、(7)求得 5TTT 8：

5TTT 8 =
5TTT 6 · 6TTT 7 · 7TTT 8 (11)

换位后按照表 4中参数和式 (1)、(8)求得 5TTT a
8：

5TTT a
8 =

5TTT a
6 · 6TTT a

7 · 7TTT a
8 (12)

可以发现 5TTT 8 =
5TTT a

8．

所以，可以应用相邻关节轴建立顺序换位法来

求解此类机器人的解析解．

4.2 器械臂运动学建模

按换位后的顺序逐个建立各个关节轴坐标系，

如图 7所示，按式 (1)求得工具坐标系相对于基座
坐标系的旋转变换矩阵：

0TTT n =
0TTT 10 =

0TTT 1 · 1TTT 2 · · · 9TTT 10 (13)

其中 i−1TTT i（1 6 i 6 10）中第 6～ 8关节的参数如表
4所示，其余关节参数如表 3所示．

在求解器械臂的逆运动学时应以第 5主动关节
坐标系 x4y4z4 为基系求解，从第 5个主动关节坐标
系 x4y4z4到基座坐标系 XY Z的齐次变换矩阵 0TTT 4为

常量矩阵，可由下式求出：

0TTT 4 =
0TTT 1 · 1TTT 2 · 2TTT 3 · 3TTT 4 (14)

为求出持镜臂末端位置矢量相对于第 5主动关
节坐标系 x4y4z4 的逆解，令第 5主动关节相对于工
具坐标系的变换矩阵为 f

eTTT（常量矩阵）：

f
eTTT =


f
enx

f
eox

f
eax

f
e px

f
eny

f
eoy

f
eay

f
e py

f
enz

f
eoz

f
eaz

f
e pz

0 0 0 1


其中 f

eTTT 可由式 (15)求得：

f
eTTT = 0TTT−1

4 · 0TTT n (15)

联立式 (13)～ (15)可求得 f
eTTT：

f
eTTT = 4TTT 5 · 5TTT 6 · 6TTT 7 · 7TTT 8 · 8TTT 9 · 9TTT 10 (16)

为求 θ10、θ9、d8，对式 (16)左右两侧求逆再乘
以 4TTT 5 · 5TTT 6 · 6TTT 7 则(f

eTTT
)−1 · 4TTT 5 · 5TTT 6 · 6TTT 7 =

(9TTT 10
)−1 ·

(8TTT 9
)−1 ·

(7TTT 8
)−1

(17)

设
(

f
eTTT
)−1

= g
eTTT =


g
enx

g
eox

g
eax

g
e px

g
eny

g
eoy

g
eay

g
e py

g
enz

g
eoz

g
eaz

g
e pz

0 0 0 1

，可求得式
(17)的左、右两端矩阵第 4列构成的方程组，如式
(18)所示：

g
e px +

g
eax ·d5 =−a10 − cosθ10 · (a9 +d8 · cosθ9)

g
e py +

g
eay ·d5 = sinθ10 · (a9 +d8 · cosθ9)

g
e pz +

g
eaz ·d5 =−d8 · sinθ9

(18)
根据器械臂主动关节的运动量范围，求得 d8、

θ9、θ10： 
d8 ∈ [50,150] mm

θ9 ∈ [−π/2,π/2] rad

θ10 ∈ [−4π/9,4π/9] rad

(19)

θ10 = arctan [−(g
e py +

g
eay ·d5)/(

g
e px +

g
eax ·d5 +a10)]

(20)
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当 θ10 ̸= 0时：

θ9=arctan[(−g
e pz+

g
eaz ·d5)/(

g
e py+

g
eay ·d5/sinθ10−a9)]

(21)
当 θ10 = 0时：

θ9 = arc tan [(g
e pz +

g
eaz ·d5)/(

g
e px +

g
eax ·d5 +a10 +a9)]

(22)
d8 = [−(g

e px +
g
eax ·d5 +a10)/cosθ10 −a9]/cosθ9

(23)
为求 θ7、 θ6、 θ5，将式 (16) 依次右乘 (9TTT 10)

−1·
(8TTT 9)

−1 (7TTT 8)
−1，变换为式 (24)：

f
eTTT ·

(9TTT 10
)−1 ·

(8TTT 9
)−1 ·

(7TTT 8
)−1

= 4TTT 5 · 5TTT 6 · 6TTT 7 (24)

因为式 (24)左端矩阵均已知，故设此式左端为
常值矩阵：

q
kTTT =


q
knx

q
kox

q
kax

q
k px

q
kny

q
koy

q
kay

q
k py

q
knz

q
koz

q
kaz

q
k pz

0 0 0 1

 (25)

可求得式 (25)的左右两端矩阵元素所构成的方
程组： 

q
kax =−cos(θ6 − p2) · sinθ5

q
kay = cos(θ6 − p2) · cosθ5

q
kaz = sin(θ6 − p2)

q
koz =−cos(θ6 − p2) · sinθ7

q
knz = cos(θ6 − p2) · cosθ7

(26)

器械臂的主动关节的运动范围如式 (27)所示，
据此可求出 θ7、θ6、θ5 相对于自身基座坐标系的唯

一逆解，如式 (28)所示：
θ5 ∈ [−π/3,π/3] rad

θ6 ∈ [0,π/3] rad

θ7 ∈ [−π,π] rad

(27)


θ5 = arctan(−q

kax/
q
kay)

θ6 = p2 + arctan(q
kaz · cosθ5/

q
kay)

θ7 = arctan2 [−q
koz/cos(θ6 − p2),

q
knz/cos(θ6 − p2)]

(28)

4.3 器械臂运动学仿真

为了验证上述相邻关节轴建立顺序换位法的正

确性，使用 Matlab 软件中的 Simulink 模块搭建了
器械臂运动学仿真模型，如图 8所示．正运动学模
型采用 simMechanics来建模，建模顺序按照原始的
关节轴顺序建立（第 7 为移动关节，第 8 为旋转
关节），其中 4个被动关节变量分别设为 800 mm、
30◦、40◦、50◦，逆运动学模型采用 function功能来
封装采用相邻关节轴建立顺序换位法所求得的结

果．其中 4个被动关节的变量设为同正运动学模型
一样的定值，根据 6个主动关节的运动范围，运动
学正解的输入值如图 9所示，正解模块计算出器械
臂的位姿，再输入到逆运动学模块，计算出逆运动

学模块的输出值（如图 10所示），同时计算输出值
与输入值误差（如图 11所示）．
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图 8 微创外科手术机器人器械臂运动学仿真模型

Fig.8 The kinematics simulation model of the instrument arm of a minimally invasive surgery robot
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对比正运动学模块的输入值和逆运动学模块的

输出值可知仿真模型输出值与输入值相等（其中逆

运动学模块的第 8关节和第 7关节分别与正运动学
模块第 7关节和第 8关节对应），从而验证了器械
臂逆运动学模型的正确性，进而说明了相邻关节轴

建立顺序换位法的正确性．
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图 9 器械臂正运动学输入值

Fig.9 The input of forward kinematics for the instrument arm
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Fig.10 The output of inverse kinematics for the instrument arm
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图 11 器械臂逆运动学误差

Fig.11 The inverse kinematics error of the instrument arm

5 结论（Conclusion）
基于相邻关节轴换位前后正运动学结果不变性

提出了一种全新的运动学建模方法——相邻关节轴
建立顺序换位法，解决了一类不满足 Pieper准则的
机器人的解析解求解困难的问题．

给出了满足相邻关节轴建立顺序换位法时运动

学参数需满足的条件，此时对一些不满足 Pieper准
则的机器人可以应用相邻关节轴建立顺序换位法．

得到如下结论：若换位后仍然不满足 Pieper 准则，
对其运动学结果也是没有影响的，若换位后满足

Pieper准则，则可以求得其精确的解析解．
针对一种不满足 Pieper准则的手术机器人，求

解出其精确的解析解表达式，通过仿真验证了解析

解的正确性．这说明本文的相邻关节轴建立顺序换

位法具有一定的理论意义和实际运用价值，为其他

满足该条件的机器人提供了一种快速通用的精确解

析解求解方法，丰富了机器人运动学建模和解析解

求解理论．
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