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基于螺旋理论的水下机器人矢量推进球面并联机构的运动学建模
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摘 要：为设计结构简单、具备旋转运动传递和空间姿态调整双重功能的水下机器人推进机构，采用构造过

约束并联机构的方法设计了一种 3自由度球面并联矢量推进机构．基于螺旋理论构建了机构的拓扑结构模型，分
析了机构的运动特性，计算了机构的位姿正、逆解．在闭链约束方程的基础上运用矢量代数法推导出了机构的雅

可比矩阵．利用特征结构配置的解耦法建立了机构速度和加速度的解析模型，并进行了相应的数值算例分析，计

算了机构的运动学正、逆解，得到了可达工作空间，并用仿真软件 Adams验证了数值计算方法的正确性．设计的
矢量推进机构具有较大的偏转范围．
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Kinematic Modeling of Spherical Parallel Manipulator with Vectored
Thrust Function for Underwater Robot Based on Screw Theory
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(1. School of Mechanical, Electrical & Information Engineering, Shandong University at Weihai, Weihai 264209, China;
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Abstract: To design a simple-structured thruster with rotation transmission and attitude adjustment functions for under-
water robots, a method of constructing an over-constrained parallel manipulator is adopted to develop a 3 degree-of-freedom
(DOF) spherical parallel manipulator with vectored thrust function. Based on screw theory, topological structure model of
the manipulator is constructed to analyze the motion characteristics of the mechanism and calculate the forward and inverse
solutions of the manipulator pose. Jacobian matrix of the manipulator is deduced by employing the vector algebra method
on the basis of closed chain constraint equations. The analytical models of the manipulator velocity and acceleration are
established by decoupling the configuration of feature structure, and then corresponding numerical calculation examples are
given. The forward and inverse solutions of the manipulator kinematics are calculated to obtain the reachable workspace, and
the correctness of the proposed numerical calculation method is verified by Adams software. The proposed manipulator with
vectored thrust function has a large deflection range.
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1 引言（Introduction）

推进器是保障水下机器人机动灵活作业的关键

结构部件．单个螺旋桨推进器只能产生大小可变

且方向固定（沿转动轴方向）的推进力，而当机器

人需要进行不同方向导向操纵运动时，比如俯仰和

偏转，就需要安装多个推进器来产生多维方向推进

力．与单螺旋桨推进器相比，多螺旋桨推进器会降

低低速航行时的水下定位能力，增加机器人的航行

阻力．与一般推进器不同，矢量推进器 [1-3] 除了能

提供前进推进力外，还能根据机器人导向操纵任务

需求产生其它多维方向上的推进力，从而使得水下

机器人在低速航行时的导向操纵运动不会完全依

赖于航行速度，这样极大地提高了低速航行时的水

下定位能力．水下机器人任何导向操纵动作都可以

分解为螺旋桨旋转和螺旋桨空间姿态调整这两个运

动，这类具有多条传动链且运动关系耦合的复杂导

向操纵动作不宜采用传统串联机器人机构来实现，

而多自由度并联机构解耦难度大，又易造成机构奇

异性等 [4]．少自由度球面并联机构 [4-6] 能够灵活地
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实现空间多维转动，将其应用于水下机器人的矢量

推进机构具有极大的可行性．本文将根据水下机器

人导向操纵动作的运动特性，提出一种结构简单的

3自由度矢量推进球面并联机构．
球面并联机构运动学模型的数值求解法迭代时

间长，不适合实时控制；而封闭求解法求解难度大，

机构不同解法各异，不能进行建模方法上的统一归

纳．螺旋代数法具有数值求解法 [7] 的分析模型简单

和封闭求解法的求解结果完备等优点，能极大地提

高并联机构运动学模型的求解效率．Delsignore等
利用螺旋理论对仿生下颚机构进行了位置建模 [8]．

Jaime等利用螺旋理论对 3支链非对称并联机构进
行了速度分析 [9]．Khalil等利用螺旋理论对 4自由
度医用内窥镜并联机构进行了位姿和速度建模 [10]．

Glazunov利用螺旋理论的方法设计了一类 3支链解
耦并联机器人并进行运动学研究 [11]．以上文献 [8-11]

仅对并联机构的运动学的位姿和速度模型进行了研

究，很少考虑加速度的正反解模型，造成运动学模

型的不完整性．矢量推进球面并联机构的导向操纵

动作耦合且传动链复杂，本文将利用螺旋理论对球

面并联机构进行运动学分析，建立该机构位姿、速

度和加速度等运动学模型，并根据运动学位姿正解

分析球面并联机构在理论上的可达工作空间，并在

此基础上，计算机构工作的灵活性，给出运动学分

析的数值算例．

2 矢量推进球面并联机构的概念设计

（Conceptual design of spherical parallel
manipulator with vectored thrust func-
tion）
并联机构的运动副运动及其所受到的刚体约束

都可表达为如下螺旋形式 [12]：

$ = ($f;$s)
T = (SSS;SSS0 +hSSS)T =

(SSS;SSS0)
T (h = 0)

(000;SSS)T (h = ∞)

(1)
式中：$f 和 $s 分别是螺旋 $的主部和副部，SSS描述
了有向转轴的单位方向向量或者单位角速度；SSS0 描

述了轴线对坐标原点的矩；h是螺旋的节距．当螺
旋节距 h为 0时，SSS和 SSS0 在运动空间正交，此时旋

量 (SSS;SSS0)
T 可以用来表示转动副（R）所产生的运动

螺旋或力约束螺旋．节距 h趋向于无穷大时，旋量
(000;SSS)T 表示移动副（P）所产生的运动螺旋或力偶
约束螺旋．

如图 1(a) 所示，任何一条运动支链都是由各

种运动关节连接而成，在笛卡儿坐标系中由 m 个
运动关节串联而成的运动支链的运动螺旋系可表

达为 $ω∗ = [$ω1,$ω2, · · · ,$ωm]，确定最大线性无关

组 $ω = [$ω1,$ω2, · · · ,$ωn]可知该串联支链末端所能

实现的运动类型．根据末端约束螺旋 $τ 与运动螺

旋 $ω 的互易原理，可推导出末端约束螺旋系 $τ =

[$τ1,$τ2, · · · ,$τ(6−n)]，从而可知该串联运动支链末端

所受到的约束类型．

如图 1(b) 所示，并联机构动平台通常通过 k
（k > 2）条串联支链与固定基座相连，为了求得并
联机构终端约束螺旋，首先须求出 k条支链运动螺
旋系的最大线性无关组 $ω

j（ j = 1,2, · · · ,k），再依次
推导出 k条支链的末端约束螺旋 $τ

j（ j = 1,2, · · · ,k），
最后组合 k条支链的末端约束螺旋得到并联机构动
平台的终端约束螺旋系 $τ∗

p = [$τ
1,$

τ
2, · · · ,$

τ
j , · · · ,$

τ
k ]，

进而求得终端约束螺旋系 $τ∗
p 的最大线性无关组 $τ

p，

并根据并联机构终端约束螺旋和终端运动螺旋互易

积为 0的原理，可计算出并联机构终端运动螺旋系
$ω

p = [$ω1
p ,$ω2

p , · · · ,$ω(6−k)
p ]，由终端运动螺旋系可知

该并联执行机构末端所能实现的运动类型．

 1

0

1

m

(a) 串联机构 (b) 并联机构

$ω1

$ω2

$ωm

 k
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图 1 基于螺旋理论的并联机构概念设计方法

Fig.1 Conceptual design method of parallel manipulator based
on screw theory

根据矢量推进螺旋桨的性能要求，螺旋桨末端

应该具有 3个转动，并受到 3个约束力，因此螺旋
桨末端的运动属于旋量三系．设定坐标原点与某时

刻动平台的转动中心重合，而 x轴和 y轴分别与 2
个正交的旋转轴线重合．因此，可以写出具有 3个
转动自由度的螺旋桨末端在笛卡儿坐标系下的运动

螺旋系为

$ω = [$ω1,$ω2,$ω3] (2)

式中 $ω1 = (1,0,0;0,0,0)T，$ω2 = (0,1,0;0,0,0)T 和

$ω3 = (0,0,1;0,0,0)T 分别表示绕 x、y 和 z 轴的转
动．那么，作用在末端螺旋桨上的约束螺旋系为

$τ = [$τ1,$τ2,$τ3] (3)

式中 $τ1 = (1,0,0;0,0,0)T，$τ2 = (0,1,0;0,0,0)T 和
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$τ3 = (0,0,1;0,0,0)T 分别表示沿 x、y和 z轴的约束
力．式 (3) 正好给出了 RU 运动链的运动螺旋系的
一组基，也就是说用 RU单串联运动链连接螺旋桨
与固定推进电机固定基座的方案能够满足矢量偏转

螺旋桨设计的功能要求．但此类设计中，需要给万

向节 U副的 2个转动提供 2个独立的驱动，制造实
现难度大，而且存在机构稳定性欠缺的问题，难以

达到水下机器人的稳定可靠的作业要求．因此本文

考虑并联结构方案，通过添加过约束支链方法，提

出了如图 2所示的矢量推进机构的概念设计思想．

1 2

k

1 2

k

(a)

(c)

(b)

图 2 水下机器人矢量推进机构设计原理

Fig.2 Design principle of the manipulator with vectored thrust
function for underwater robot

推进器末端螺旋桨应具有 3个转动自由度，绕
其中心轴转动主要实现螺旋桨旋转推进，而另 2个
转动自由度完成螺旋桨空间姿态的调整．螺旋桨的

中间旋转机构设计成如图 2(a)所示的运动支链，该
支链能实现球面 3维转动自由度．为了实现 2自由
度的空间姿态调整机构，本文将采用如图 2(b)所示
的由多条运动支链构成的并联机构．当图 2(a)中的
万向节副的转动中心与图 2(b)中的动平台转动中心
重合时，就组合为如图 2(c) 所示的矢量推进机构，
螺旋桨既能偏转导向操纵，也能旋转向前推进．

依据图 2概念设计可知末端螺旋桨在固定笛卡
儿坐标系下的运动螺旋系为 $ω

0 = [$ω1
0 ,$ω2

0 ,$ω3
0 ]，其

中 $ω1
0 、$ω2

0 和 $ω3
0 分别表示绕 X、Y 和 Z 轴的 3维

转动的螺旋．计算出作用在末端螺旋桨上的约束螺

旋系为 $τ
0 = [$τ1

0 ,$τ2
0 ,$τ3

0 ]，其中 $τ1
0 、$τ2

0 和 $τ3
0 分别

表示沿 X、Y 和 Z 轴 3个方向的约束螺旋．而运动
支链的末端约束螺旋等价于图 2中的并联机构末端

约束螺旋，所以用单串联运动链来连接螺旋桨可满

足末端螺旋桨矢量推进的设计要求．但前文提到单

串联支链稳定性较差且不易添加驱动副，而球面并

联机构能够灵活地实现空间多维转动的优点，因此

本文采用并联机构添加过约束的设计方案．

根据上述概念设计思想，本文设计出了如图 3
所示的水下机器人矢量推进机构．如图 3(a)矢量推
进机构 3维结构所示，一根 90◦ 弧形杆首尾分别连
接运动输入部件和弧形杆固定装置构成支链；一根

45◦ 弧形杆与一根 90◦ 弧形杆连接，二者的另一端
分别与运动输入装置和弧形杆固定装置相连，构成

支链．机构中所有转动副的轴线均通过万向节副的

转动中心，从而保证螺旋桨末端的工作空间仍在一

个球面上．
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图 3 水下机器人矢量推进机构

Fig.3 Manipulator with vectored thrust function for underwater
robot

由图 3(b)矢量推进机构拓扑结构模型可知，支
链在笛卡儿坐标系下的运动螺旋系为

$ω
2 = [$ω1

2 ,$ω2
2 ] (4)
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其中 $ωi
2 表示 RR支链中第 i个运动螺旋，i = 0,1，

且 $ω1
2 = ($ω1

2f ;000)T = (0,1,0;0,0,0)T

$ω2
2 = ($ω2

2f ;000)T = (−Cq2,0,Sq2;0,0,0)T
(5)

其中分别用 C 和 S 代替是 cos 和 sin 运算，下同．
利用螺旋互易理论可求出作用在 RR支链末端的约
束螺旋系为 $τ

2 = [$τ1
2 ,$τ2

2 ,$τ3
2 ,$τ4

2 ]，其中 $τ i
2 表示 RR

支链末端约束螺旋系中第 i个螺旋，i = 1,2,3,4．同
理，支链在固定笛卡儿坐标系下的运动螺旋系为

$ω
1 = [$ω1

1 ,$ω2
1 ,$ω3

1 ] (6)

其中 $ωi
1 表示 RRR 支链的第 i 个运动螺旋， i =

0,1,2，且
$ω1

1 = ($ω1
1f ;000)T = (1,0,0;0,0,0)T

$ω2
1 = ($ω2

1f ;000)T = (

√
2

2
,

√
2

2
Sq1,−

√
2

2
Cq1;0,0,0)T

$ω3
1 = ($ω3

1f ;000)T = (Lε ,Mε ,Nε ;0,0,0)T

(7)
式中 Lε、Mε、Nε 可由式 (8)计算

$ω3
1f = (Lε ,Mε ,Nε)

T = ($ω2
2f ×$ω2

1f )/�1 (8)

式中：�1= ∥$ω2
2f ×$ω2

1f ∥，所以 Lε=−
√

2
2

Sq1Sq2/�1，

Mε =

√
2

2
(Sq2−Cq1Cq2)/�1，Nε = −

√
2

2
Sq1Cq2/�1．

利用螺旋互易理论也可求出作用在 RRR支链末端
的约束螺旋为 $τ

1 = [$τ1
1 ,$τ2

1 ,$τ3
1 ]，其中 $τ i

1 表示 RRR
支链末端约束螺旋系中第 i个螺旋（i = 1,2,3）．那
么并联动平台末端的约束螺旋系 $τ∗

p 的表达式为

$τ∗
p = [$τ1

1 ,$τ2
1 ,$τ3

1 ,$τ1
2 ,$τ2

2 ,$τ3
2 ,$τ4

2 ] (9)

求出平台末端的约束螺旋矩阵 $τ∗
p 的最大线性

无关组 $τ
p，再根据并联机构终端约束螺旋和终端运

动螺旋互易积为 0的条件（即 $ω
p ◦$τ

p = 0），可求得
并联动平台末端运动螺旋系的一组基为

$ω
p = [$ω1

p ,$ω2
p ] (10)

式中：$ω1
p = (1,0,0;0,0,0)T 表示动平台沿 X 轴的

转动，$ω2
p = (0,1,0;0,0,0)T 表示动平台沿 Y 轴的转

动，因此如图 2(b)所示的由 RRR-RR支链组成的并
联动平台能实现 2维偏转运动．
应用矢量推进机构的水下机器人工作原理如图

4所示，RR和 RRR支链的偏转量分别定义为 ∆q1

和 ∆q2，则图 4(a)～(c)分别表示 3种不同的工作状

态．图 4(a)中 (0, +20◦)表示 RR支链保持不动，而
RRR支链单独顺时针转动 20◦；图 4(b)中 (−20◦, 0)
表示 RRR支链保持不动，而 RR支链单独逆时针转
动 20◦；图 4(c)中 (+10◦,−10◦)表示 RR支链顺时针
转动 10◦，而 RRR 支链逆时针转动 10◦．3 种不同
的状态分别实现了水下机器人的俯仰姿态调整、偏

转姿态调整和俯仰加偏转姿态调整．

(a) (0 +20°)

(b) ( 20° 0)

(c) (+10° 10°)

图 4 水下机器人的工作原理

Fig.4 Operation principle of the underwater robot

3 矢量推进球面并联机构的运动学建模

（Kinematic modeling of spherical paral-
lel manipulator with vectored thrust func-
tion）
图 3(b) 中坐标系 O-XYZ 的原点设置在螺旋桨

主推支链上万向节转动中心，X 轴和 Y 轴分别通过
两偏转运动的输入轴，即机构中所有转动副都通过

坐标系的原点．

3.1 运动学位姿正解和逆解

在 2个输入偏转电机转角 φ j（ j = 1,2）已知的
条件下求解螺旋桨末端方位 $0f，这是位姿正解要

解决的问题，其模型可表达为

$0f = ($ω2
2f ×$ω3

1f )/�2 = (L∗ε ,M
∗
ε ,N

∗
ε )

T (11)

其中：�2= ∥$ω2
2f ×$ω3

1f ∥，将式 (8) 中的 $ω3
1f 代入式

(11)中可计算出螺旋桨末端方位
L∗ε =−Sφ1Mε/�2

M∗ε = (Sφ2Lε+Cφ2Nε)/�2

N∗ε =−Cφ2Mε/�2

(12)
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将 L∗ε、M∗ε 和 N∗ε 的值代入式 (9)可得到位姿正解模
型．

位姿逆解模型求解螺旋桨末端姿态已知条件下

（即螺旋桨的方向矢量已知条件下）的 2 个偏转电
机输入转角．在笛卡儿坐标系下 $0f = (L∗ε ,M

∗
ε ,N

∗
ε )

T

用来表示螺旋桨轴的方向向量，结合方程 (12)可以
求解出 φ j（ j = 1,2）．φ1 =−arctanM∗ε N∗ε /L∗2ε

φ2 = arctanL∗ε/N∗ε
(13)

3.2 瞬时运动学速度模型和雅可比矩阵

刚体速度螺旋 $v 可以表示为 $v = (ωωω;υυυ0)
T 或

$v = ω$，其中 ωωω 是刚体的角速度，而 υυυ0 表示相对

于坐标原点 O的线速度．利用特征结构配置的解耦
法 [13]，对矢量推进球面并联机构中的两条支链单

独进行分析，可得到螺旋桨末端的速度螺旋：

$v = 0
1ω1$ω1

1 + 1
1ω2$ω2

1 + 2
1ω3$ω3

1 (14)

$v = 0
2ω1$ω1

2 + 1
2ω2$ω2

2 (15)

其中：0
jω1 = q̇ j，

i
jω i+1 表示第 j条支链中物体 i+1

对于物体 i的相对速度．联立式 (14)和 (15)，通过
消除 $v 推理出如下式子：

q̇1$ω1
1 − q̇2$ω1

2 =−1
1ω2$ω2

1 − 2
1ω3$ω3

1 + 1
2ω2$ω2

2 (16)

将 $ω1
1 、$ω2

1 、$ω3
1 、$ω1

2 和 $ω2
2 的值代入式 (16)，

可分别求得 1
1ω2、2

1ω3 和 1
2ω2 的值：

1
1ω2 =

Sq1Sq2Cq2

2 �2
2

q̇1 +
Cq1

2 �2
2

q̇2

2
1ω3 =−Cq1Cq2√

2 �2
q̇1 +

Sq1Sq2√
2 �2

q̇2

1
2ω2 =

Cq2

2 �2
2

q̇1 +
Sq1Sq2Cq2

2 �2
2

q̇2

(17)

将式 (17)代入式 (16)可以得到机构中螺旋桨末
端的速度螺旋

$v = $v1
J q̇1 +$v2

J q̇2 (18)

其中：$vi
J（i = 1,2）为偏旋量，且

$v1
J =

Cq1

2 �2
2

$ω1
1 +

Sq1Sq2√
2 �2

$ω2
1

$v2
J = $ω1

2 +
Sq1Sq2Cq2

2 �2
2

$ω2
2 −

Cq1Cq2√
2 �2

$ω3
2

螺旋桨末端速度 $v = (ωωω;υυυ0)
T 中的线速度为

υυυ0 = 000．由式 (18)可知，螺旋桨末端的角速度可表
达为

ωωω = $v1
Jf q̇1 +$v2

Jf q̇2 (19)

其中：$vi
Jf 是偏旋量 $vi

J 的主部（i = 1,2）．将式 (16)
变换为矩阵的形式可得：

JJJv
i


q̇1

q̇2

0

= JJJv
o


−1

1ω2

−2
1ω3

1
2ω2

 (20)

其中：JJJv
i = ($ω1

1f ,−$ω1
2f ,$

∗
f )

T，JJJv
o = (−$ω2

1f ,$
ω3
1f ,$

ω2
2f )

T．

为避免引入不必要的奇异点，取螺旋桨初始位置的

方向向量为 $∗f = (0,0,1)T，因此矢量推进球面并联

机构的雅可比矩阵为

JJJ =


J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33

= (JJJv
o)
−1JJJv

i (21)

3.3 加速度逆解模型

矢量推进球面并联机构的加速度逆解模型求解

末端加速度 $a = (ω̇ωω ; υ̇υυ0)
T 已知条件下的各个输入关

节加速度 q̈ j（ j = 1,2）．利用特征结构配置的解耦
法 [13]，对矢量推进球面并联机构的两条支链分别

进行加速度分析，可得如下式子：

$a = 0
1ω̇1$ω1

1 + 1
1ω̇2$ω2

1 + 2
1ω̇3$ω3

1 +$1
Lie (22)

$a = 0
2ω̇1$ω1

2 + 1
2ω̇2$ω2

2 +$2
Lie (23)

其中：0
jω̇1 = q̈ j（ j = 1,2），$ j

Lie（ j = 1,2）指的是
李代数螺旋．若旋量 $1 = ($1f;$1s)

T 和旋量 $2 =

($2f;$2s)
T 是 3 维欧几里得群 E(3)上的李代数，而

$if 和 $is（i = 1,2）是 E(3) 李代数的基元，则定
义一种非退化对称双线性型克莱因运算形式 [13]，

KL($1;$2) = {$1;$2} = $1f ·$2s +$2f ·$1s，则可知
$1

Lie = {q̇1$ω1
1 ; 1

1ω2$ω2
1 + 2

1ω3$ω3
1 }+

{1
1ω2$ω2

1 ; 2
1ω3$ω3

1 }

$2
Lie = {q̇2$ω1

2 ; 1
2ω2$ω2

2 }

(24)

联立式 (22)和 (23)，通过消除 $a，并将 $1
Lie 和

$2
Lie 代入可得如下式子：

JJJa
o


1
1ω̇2

2
1ω̇3

1
2ω̇2

= q̈1$ω1
1 − q̈2$ω1

2 +$1
Lie−$2

Lie (25)

其中：JJJa
o = (−$ω2

1 ,−$ω3
1 ,$ω2

2 )T．将 $ω1
1 、$ω2

1 、$ω3
1 、

$ω1
2 和 $ω2

2 的值代入式 (23)，可分别求得 1
1ω̇2、 2

1ω̇3
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和 1
2ω̇2 的值．

1
1ω̇2 =

Sq1Sq2Cq2q̈1 +Cq1q̈2

2 �2
2

2
1ω̇3 =

−Cq1Cq2q̈1 +Sq1Sq2q̈2√
2 �2

1
2ω̇2 =

Sq2q̈1 +Sq1Cq1Cq2q̈2

2 �2
2

(26)

将式 (22)和式 (23)分别写成如下矩阵形式：

JJJa
i1[q̈1,

1
1ω̇2, 2

1ω̇3]T = $a−$1
Lie (27)

JJJa
i2[q̈2,

1
2ω̇2,0]T = $a−$1

Lie (28)

其中： JJJa
i1 = [$ω1

1 ,$ω2
1 ,$ω3

1 ]， JJJa
i2 = [$ω1

2 ,$ω2
2 ,0]．将

1
1ω̇2、 2

1ω̇3 和 1
2ω̇2 的值代入式 (27) 和 (28) 进一步

求解可求得 q̈ j（ j = 1,2）的值．
3.4 加速度正解模型

矢量推进球面并联机构的加速度正解与加速度

逆解是一对互逆过程，指的是在已知第 j条支链的
第 i个关节的加速度 i

jω̇ i+1的情况下，求解螺旋桨末

端顶点相对于静平台的加速度 $a．由于式 (5)和 (7)
中所有运动螺旋 $ = ($f;$s)

T 中的副部 $s = 000，所以
克莱因运算形式 KL($i;$ j) = 0，$k ∈ {$ω1

1 , $$$ω2
1 , $ω3

1 ,

$ω1
2 , $ω2

2 }（k = i或 j）．利用克莱因形式变换能够使
旋量运算变得简便 [14]，对式 (25) 应用克莱因形式
变换可得到 

{$ω1
1 ;$a}= {$ω1

1 ;$1
Lie}

{$ω2
1 ;$a}= {$ω2

1 ;$1
Lie}

{$ω3
1 ;$a}= {$ω3

1 ;$1
Lie}

(29)

对式 (26)应用克莱因形式变换可得到{$
ω1
2 ;$a}= {$ω1

2 ;$2
Lie}

{$ω2
2 ;$a}= {$ω2

2 ;$2
Lie}

(30)

联立式 (29)和 (30)可得

JJJT
$ III5$a =



{$ω1
1 ;$1

Lie}

{$ω2
1 ;$1

Lie}

{$ω3
1 ;$1

Lie}

{$ω1
2 ;$2

Lie}

{$ω2
2 ;$2

Lie}


(31)

式中：JJJ$ = [$ω1
1 ,$ω2

1 ,$ω3
1 ,$ω1

2 ,$ω2
2 ]T，III5 是 5 阶单位

矩阵．

由于式 (31) 中各参数均已知，所以可以求得
$a 的值．而螺旋桨末端的加速度 $a = (ω̇ωω; υ̇υυ0)

T 中

υ̇υυ0 = 000，所以 ω̇ωω 即可表示螺旋桨末端的加速度特
征：

ω̇ωω =
Sq2$ω2

1f

2 �2
2

q̈1 +(
Sq1Cq1Cq2$ω2

1f

2 �2
2

+$ω1
1f )q̈2 (32)

4 数值仿真结果分析（Analysis of numeri-
cal simulation result）
由于该少自由度推进机构的特性是增加水下机

器人的灵活性和机动性，所以进行螺旋桨的有效

工作空间分析和奇异性分析就显得尤为重要．根据

SolidWorks建模数据确定了如表 1所示的矢量推进
球面并联机构的几何数据参数．

表 1 矢量推进球面并联机构的几何数据参数

Tab.1 Geometric data parameters of the spherical parallel
manipulator with vectored thrust function

元素 指标 数据

弧形杆固定装置 球面半径 20 mm

第 1条支链 90◦ 弧形杆 球面半径 22.5 mm

第 2条支链 45◦ 弧形杆 球面半径 25 mm

第 2条支链 90◦ 弧形杆 球面半径 22.5 mm

螺旋桨轴 到转动中心长度 80 mm

中心轴万向节 偏转范围 δmax ±π/4

第 1条支链输入 q1 偏转范围 ±π/4

q1 = π/4sin t 时间 ±π/2

第 2条支链输入 q2 偏转范围 ±π/6

q2 =−π/4sin t 时间 ±2π

4.1 工作空间分析

获得水下机器人螺旋桨推进器工作空间是基于

数值运算的方法，求解水下机器人推进器螺旋桨方

向向量所映射的 3维空间，并确保该求解方法不超
过其物理限制．这些限制包括以下运动链的隐式约

束．

(1) 中心支链万向节副制约．本机构中中心轴
选用的是十字轴式刚性万向节，其最大偏转角度

δmax 为 ±π/4，且各偏转支链的转动中心相交于万
向节的偏转中心，因而第 1条运动链的输入角被限
制为 ±π/4．

(2) 杆件相互干扰的制约．基于杆件运动时最
小间距可能性的考虑，本机构中只需考虑第 2条运
动链中 45◦ 弧形杆件和杆件固定装置的相互干扰可
能性，因为在各偏转杆件的偏转中心与中心轴万向

节重合的条件下，其他的杆件不存在相互干扰和碰

撞的可能性．

结合运动学正解式 (11)和 (12)，得到螺旋桨末
端方位的向量可以表示为 $0f = (L∗ε ,M

∗
ε ,N

∗
ε )

T，将其
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单位化可得到其单位向量：

sss = (e1,e2,e3)
T (33)

其中 
e1 = L∗ε/

√
L∗2ε +M∗2ε +N∗2ε

e2 = M∗ε /
√

L∗2ε +M∗2ε +N∗2ε

e3 = N∗ε /
√

L∗2ε +M∗2ε +N∗2ε

(34)

继而可以求得螺旋桨末端的有效工作空间，如图 5
所示．工作空间呈局部球面状，且 Z 轴坐标值的变
化范围为 40 mm到 80 mm．
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图 5 螺旋桨可达工作空间

Fig.5 Reachable workspace of the propeller

4.2 灵巧性能分析

当 JJJv
i [q̇1, q̇2,0]T = JJJv

o[−1
1ω2,−2

1ω3, 1
2ω2]T 中的 JJJv

i

或 JJJv
o 中存在奇异矩阵，则速度矩阵无法求解，即

机构存在奇异性．

所以分析本机构的奇异性就可以转化为求解机

构中螺旋桨末端的瞬时速度螺旋的雅可比矩阵 JJJ =

(JJJv
o)
−1JJJv

i 的奇异性，即求解雅可比矩阵的行列式值

|JJJ|等于 0或者极其接近 0的情况．

|JJJ|=

∣∣∣∣∣∣∣∣
J11 J12 J13

J21 J22 J23

J31 J32 J33

∣∣∣∣∣∣∣∣= 0 (35)

将式 (21)中各值代入，可知式 (35)无解．所以
速度矩阵 (21)非奇异，即本水下机器人推进机构不
存在奇异位置．

为更有效地考察螺旋桨矢量推进器的工作性能

指标，将其有效工作空间映射在 1个半径为 80 mm
的球面上，如图 6所示．对工作空间进行全局分析
可知，螺旋桨末端的有效工作空间分别关于坐标系

X 和 Y 轴对称，螺旋桨偏转姿态调整和俯仰姿态调
整范围分别达到 ±π/4 和 ±π/6，有效工作范围较
大，结合式 (35)分析可知工作空间内无奇异位置，
因此螺旋桨能满足矢量偏转的设计和工作要求．
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图 6 螺旋桨工作空间全局分析

Fig.6 Global analysis of propeller workspace

4.3 瞬时运动学仿真分析

对水下机器人推进机构的运动学正解进行分析

可以得到水下机器人推进机构螺旋桨末端的速度．

根据式 (19)利用 MATLAB并结合表 1中几何
数据参数，可得到水下机器人推进机构螺旋桨末端

的角速度 ωωω 的 3个分量 ωωωX、ωωωY、ωωωZ 随时间变化

曲线，如图 7(a)所示．为验证数值计算方法的正确
性，将水下机器人矢量推进机构的 SolidWorks模型
导入到仿真软件 Adams 进行仿真验证，得到螺旋
桨末端角速度的 3个分量随时间变化的曲线，如图
7(b)所示，对比可知二者几乎完全重合．
对水下机器人推进机构的加速度正解进行分析

可知，螺旋桨末端的加速度 $a = (ω̇ωω; υ̇υυ0)
T中 υ̇υυ0 = 0，

结合式 (32) 求得 $a 的结果，可知 ω̇ωω 的 3 个分量
ω̇ωωX、ω̇ωωY、ω̇ωωZ 随时间变化曲线如图 8(a)所示．利用
Adams对水下机器人矢量推进机构螺旋桨末端角加
速度仿真，得到其 3个分量随时间变化曲线，如图
8(b)所示．
经以上分析可知，基于螺旋理论对矢量推进机

构的瞬时运动学进行分析的结果，与利用 Adams软
件进行仿真分析的结果吻合，验证了本文提出的水

下机器人矢量推进球面并联机构的运动学建模方法

的正确性．
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图 7 螺旋桨角速度变化曲线

Fig.7 Angular velocity change curve of the propeller
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图 8 螺旋桨角加速度变化曲线

Fig.8 Angular acceleration change curve of the propeller

5 结论（Conclusion）
本文利用添加过约束支链的思路设计了一种应

用于水下机器人的新型并联矢量螺旋桨推进装置．

该矢量螺旋桨能实现 3个独立的转动自由度．运用
螺旋理论运动学建模方法，能够简单有效地获得机

构的运动学正逆解和特征参数．此装置结构简单，

运动灵活，有效工作空间对称、范围较大，满足水

下机器人矢量推进的工作要求，在水下航行领域具

有较广阔的应用前景．
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