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摘 要： 可重构计算系统成为加速计算密集型应用的重要选择之一．在众多受到关注的计算密集型问题中，矩
阵三角化分解作为典型的基础类应用始终处于研究的核心地位，在求解线性方程组、求矩阵特征值等科学与工程问题

中有重要的研究价值．本文面向矩阵三角化分解中共有的三角化计算过程，通过分析该过程的线性计算规律，提出一
种适于硬件并行实现的子矩阵更新同一化算法及矩阵三角化计算ＦＰＧＡ（ＦｉｅｌｄＰｒｏｇｒａｍｍａｂｌｅＧａｔｅＡｒｒａｙ）并行结构．针对
ＬＵ矩阵三角化分解在并行结构模板上的高性能实现及优化方法开展了研究．理论分析表明，该算法针对矩阵三角化
计算过程具有更高的数据并行性与流水并行性；实验结果表明，与通用处理器的软件实现相比，根据该算法实现的矩

阵三角化分解ＦＰＧＡ并行结果在关键计算性能上可以取得１０倍以上的加速比．
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１ 引言

随着半导体制造工艺的进步，ＦＰＧＡ（ＦｉｅｌｄＰｒｏ
ｇｒａｍｍａｂｌｅＧａｔｅＡｒｒａｙ）迅速发展，基于 ＦＰＧＡ的可重构计
算系统以其兼顾通用处理器（ＧｅｎｅｒａｌＰｕｒｐｏｓｅＰｒｏｃｅｓｓｏｒ，
ＧＰＰ）和专用集成电路（ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎＳｐｅｃｉｆｉｃＩｎｔｅｇｒａｔｅｄＣｉｒ
ｃｕｉｔ，ＡＳＩＣ）的优点，在众多计算密集型的领域中被广泛
设计与应用，使ＦＰＧＡ可重构计算系统成为加速科学计
算的一种重要的选择［１］．在众多计算密集型问题中，矩

阵计算处于核心地位，大部分科学和工程问题最终都要

归结成为矩阵计算问题［２～４］，而大规模矩阵计算问题被

认为是其中最具挑战性问题之一．
国外方面，美国南加州大学（ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｏｕｔｈｅｒｎ

Ｃａｌｉｆｏｒｎｉａ）的一个研究小组（ｈｔｔｐ：／／ｈａｌｃｙｏｎ．ｕｓｃ．ｅｄｕ／～
ｐｋ／ｐｒａｓａｎｎａｗｅｂｓｉｔｅ／ｉｎｄｅｘ．ｐｈｐ）从 ２００２年开始研究基于
ＦＰＧＡ矩阵运算的算法和结构［５，６］，针对降低功耗开展
研究［７］，对提出的矩阵乘法结构进行优化与参数化［８］，

使用软硬件协同设计的方法实现了矩阵的 ＬＵ分解［９］．
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英国伦敦帝国理工学院（ＩｍｐｅｒｉａｌＣｏｌｌｅｇｅ）康斯坦丁德斯
教授（Ｐｒｏｆ．Ｃｏｎｓｔａｎｔｉｎｉｄｅｓ）领导的研究小组从 ２００８年开
始ＦＰＧＡ矩阵技术方面的研究，该小组分别提出单精度
ＭＩＮＲＥＳ算法求解线性方程矩阵［１０］和 ＣＧ算法求解稠密
线性方程组的并行结构［１１］的 ＦＰＧＡ实现．２００９年，他们
围绕迭代法中迭代次数和计算精度问题提出的加速

ＭＰＣ（ＭｏｄｅｌＰｒｅｄｉｃｔｉｖｅＣｏｎｔｒｏｌ）中大量小规模线性方程组
求解问题．通过探索设计空间，平衡迭代次数和计算精
度，在双精度情况下，计算速度达到软件实现的 ７
倍［１２］．另外，还有许多代表性研究机构在 ＦＰＧＡ矩阵计
算与矩阵分解研究上取得成果，在此不逐一描述．

国内方面，国防科大窦勇教授领导的研究小组在

ＦＰＧＡ科学计算上取得了较多成果．该研究小组在２００５
年提出了一种分块矩阵乘法并行算法和对应的线性阵

列结构，该结构可以进行扩展以实现任意规模的矩阵

乘法［１３］．２００９年，该小组又提出用以处理大规模矩阵求
逆的结构，并在其具有代表性的 ＬＥＡＰ细粒度可重构并
行结构框架下实现矩阵ＱＲ分解的三种算法，并试图将
该结构框架扩展到所有矩阵分解中［１４］．２０１０年又提出
了高精度浮点（１２８位和２５６位）运算部件，并应用到 ＬＵ
分解中，在数值稳定方面取得不错的效果．

已有的矩阵分解的加速硬件在设计目的上分布在

通用化与专用化的两端，在特定的需求范畴内无法兼

顾一般性与计算效率．为此，本文基于可重构计算系
统，面向矩阵三角化分解中共有的三角化计算过程，通

过分析三角化计算迭代过程的子矩阵更新过程的线性

规律，提出一种具有一般性的子矩阵更新同一化并行

算法，进而提出基于该算法的计算复杂度较低的矩阵

三角化分解并行结构，针对 ＬＵ矩阵三角化分解在并行
结构上的高性能实现及优化方法开展了研究．

２ 子矩阵更新同一化并行算法

矩阵分解可分为单个矩阵分解和矩阵束分解两

类．单个矩阵分解可分为对角化分解、三角化分解和三
角对角化分解．矩阵三角化分解将矩阵 Ａ分解为正交
矩阵与三角矩阵之积，或分解为一个上三角矩阵与一

个下三角矩阵之积，主要有以下三种形式：（１）Ｃｈｏｌｅｓｋｙ
分解：Ａ＝ＧＧＴ，其中，Ｇ为下三角矩阵（针对对称正定
矩阵的三角化分解）；（２）ＱＲ分解：Ａ＝ＱＲ或ＱＴＡ＝Ｒ，
其中，Ｑ是正交矩阵，而 Ｒ是上三角矩阵；（３）ＬＵ分解：
Ａ＝ＬＵ，其中，Ｌ是单位下三角矩阵，而 Ｕ是上三角矩
阵．本文针对ＬＵ矩阵三角化分解在并行结构模板上的
高性能实现及优化方法进行了应用研究．
２１ 矩阵三角化计算的子矩阵更新变换

在矩阵三角化计算中，若 ｎ阶方阵Ａ行向量ａｉ（１
≤ｉ＜ｎ）满足 ａｉｊ≠０，取行向量 ａｋ（１≤ｋ＜ｎ，ｋ≠ｉ）与

ａｉ的某种线性组合，以２阶矩阵 Ｍｋ，ｉ，ｊ表示，令 ａｋｊ输出
零值并更新ａｋ，则称此线性运算为一次行消元过程．称
Ｍｋ，ｉ，ｊ为行消元变换（矩阵）．式（１）给出了当 ｉ＝ｊ＝１时
的行消元过程．对矩阵 Ａ所有满足条件的ａｋ进行行消
元过程，可以获得式（２）表示的矩阵 Ａ′．
ａ１１ ａ１２…ａ１ｎ ｂ１
０ ｔｋ２…ｔｋｎ ｂ′( )

ｋ
＝Ｍｋ，１，１

ａ１１ ａ１２…ａ１ｎ ｂ１
ａｋ１ ａｋ２…ａｋｎ ｂ( )

ｋ
，

Ｍｋ，１，１＝
１ ０

－ａｋ１／ａ１２( )１ （１）

Ａ′＝

ａ１１ ａ１２ ａ１１ ａ１ｎ ｂ１
０ ａ′２２ ａ′２２ ａ′２４ ｂ′２
０ ａ′３２ ａ′３３ ａ′３４ ｂ′３
０ ａ′４２ ａ′４３ ａ′４４ ｂ′











４

（２）

在行消元过程的基础上，可以推导得到整个矩阵

三角化的线性计算方程．设 ｎ阶方阵为Ａ，对矩阵 Ａ所
有满足条件的ａｋ进行行消元过程的结果方阵为Ａ′，称
此线性计算为一次子矩阵更新过程．其中，Ａ′中的行向
量是Ａ中行向量关于矩阵 Ｔｉ，ｊ列系数的线性组合，称
Ｔｉ，ｊ为关于主元ａｉ，ｊ的子矩阵更新变换（矩阵）．取 ｎ＝４，
矩阵 Ａ子矩阵更新过程如式（３）所示．这一过程也称为
由子矩阵更新变换变换矩阵 Ｔｉ，ｊ所确定的线性变换．

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ ｂ１
０ ａ′２２ ａ′２３ ａ′２４ ｂ′２
０ ａ′３２ ａ′３３ ａ′３４ ｂ′３
０ ａ′４２ ａ′４３ ａ′４４ ｂ′











４

＝Ｔ１，１·

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４ ｂ２
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４ ｂ３
ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４ ｂ











４

，

Ｔ１，１＝

１ ０ ０ ０
－ａ２１／ａ１１ １ ０ ０
－ａ３１／ａ１１ ０ １ ０
－ａ４１／ａ１１











０ ０ １

（３）

继续在一次子矩阵更新过程的结果矩阵 Ａ′中递归
地进行子矩阵更新变换，可以得到三角矩阵 Ｔ．式（４）中
描述了获得三角矩阵的整个计算过程，同时给出每次

子矩阵更新变换｛Ｔ１，１，Ｔ２，２，Ｔ３，３｝．

Ｔ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ ｂ１
０ ｔ２２ ｔ２３ ｔ２４ ｂ′２
０ ０ ｔ３３ ｔ３４ ｂ′３
０ ０ ０ ｔ４４ ｂ′











４

＝Ｔ３，３·Ｔ２，２·Ｔ１，１·

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４ ｂ′２
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４ ｂ′３
ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４ ｂ′











４

，
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Ｔ１，１＝

１ ０ ０ ０
－ａ２１／ａ１１ １ ０ ０
－ａ３１／ａ１１ ０ １ ０
－ａ４１／ａ１１











０ ０ １

，

Ｔ２，２＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ －ａ′３２／ａ′２２ １ ０
０ －ａ′４２／ａ′２２











０ １

，

Ｔ３，３＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ －ａ″４３／ａ″３３











１

（４）

｛Ｔ１，１，Ｔ２，２，Ｔ３，３｝代表每次子矩阵更新过程的计算特
征，可以通过分析 Ｔｉ，ｊ中向量组的线性相关性来获得计
算的特征信息．以消元变换 Ｔ１，１为例，考察一次子矩阵
更新过程的计算特征：根据向量组线性相关的定义，对

其中４维行向量组 ｔ１＝（１０００），ｔ２＝（－ａ２１／ａ１１１００），
ｔ３＝（－ａ３１／ａ１１０１０），ｔ４＝（－ａ４１／ａ１１００１），发现不存
在一组不全为 ０的数 ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４使得 ｋ１ｔ１＋ｋ２ｔ２＋
ｋ３ｔ３＋ｋ４ｔ４＝０，故 ｔ１，ｔ２，ｔ３，ｔ４线性无关．而且观察发
现，ｔ１为单位行变换（１０００），即 ａ１′＝ａ１；ｔ２，ｔ３，ｔ４组成
的矩阵（ｔ２，ｔ３，ｔ４）Ｔ可以看成列向量（－ａ２１／ａ１１－ａ３１／ａ１１
－ａ４１／ａ１１）Ｔ与３阶单位阵组成的矩阵．矩阵 Ａ与消元
变换Ｔ１，１的线性组合只完成向量（－ａ２１／ａ１１－ａ３１／ａ１１－
ａ４１／ａ１１）Ｔ与 ａ１求积，再与（ａ２ａ３ａ４）Ｔ相加的行间两两
计算．称（－ａ２１／ａ１１－ａ３１／ａ１１－ａ４１／ａ１１）Ｔ为行变换关键
向量．同理，通过矩阵初等变换可以得到，（－ａ３２′／ａ２２′
－ａ４２′／ａ２２′）Ｔ和（－ａ４３″／ａ３３″）Ｔ也为行变换关键向量．
而以上结论亦可以在 Ｔ２，２和 Ｔ３，３中推导得到．
２２ 子矩阵更新同一化并行算法

以求解ＧＦ（２）域上线性方程组的算法为例说明子
矩阵更新同一化并行算法的推导过程．在 ＧＦ（２）域中，
模２加法“＋”等同于布尔运算当中的布尔异或运算
（ＸＯＲ），文中用“＋”表示；而模 ２乘法“×”等同于布尔
运算中的与运算（ＡＮＤ），用“∧”表示．该算法矩阵三角
化过程子矩阵更新过程（ｎ＝４）可以表示为式（５）和式
（６），其中 ａｉｊ∈｛０，１｝．

Ｔ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ ｂ１
０ ｔ２２ ｔ２３ ｔ２４ ｂ′２
０ ０ ｔ３３ ｔ３４ ｂ′３
０ ０ ０ ｔ４４ ｂ′











４

＝Ｔ３，３·Ｔ２，２·Ｔ１，１·

ａ１１ ａ１２ ａ１１ ａ１４ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ａ２２ ａ２４ ｂ２
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４ ｂ３
ａ４１ ａ３２ ａ３２ ａ３２ ｂ











４

，

Ｔ１，１＝

１ ０ ０ ０
ａ２１ １ ０ ０
ａ３１ ０ １ ０
ａ４１











０ ０ １

，Ｔ２，２＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ａ′３２ １ ０
０ ａ′４２











０ １

，

Ｔ３，３＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ａ″４３











１

（５）

求解线性方程组的后向回代过程可以看成是三角化过

程的继续．与三角化过程类似，后向回代过程显然可以
表示为式（６）．其中，Ｄ４，４，Ｄ３，３和 Ｄ２，２为后向回代变换
矩阵．若考虑系数矩阵 Ａ为非奇异的情况，则必有 ｄ１１
＝ｄ２２＝ｄ３３＝ｄ４４＝１，因此未知项（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４）Ｔ的解
即为（ｂ１′，ｂ２′，ｂ３′，ｂ４′）Ｔ．

Ｄ＝

ｄ１１ ０ ０ ０ ｂ′１
０ ｄ２２ ０ ０ ｂ′２
０ ０ ｄ３３ ０ ｂ′３
０ ０ ０ ｄ４４ ｂ











４

＝Ｄ２，２·Ｄ３，３·Ｄ４，４·

ｔ１１ ｔ１２ ｔ１１ ｔ１４ ｂ１
０ ｔ２２ ｔ２２ ｔ２４ ｂ２
０ ０ ｔ３３ ｔ３４ ｂ３
０ ０ ０ ｔ４４ ｂ











４

，

Ｄ４，４＝

１ ０ ０ ｔ１４
０ １ ０ ｔ２４
０ ０ １ ｔ３４











０ ０ ０ １

，Ｄ３，３＝

１ ０ ｔ′１３ ０
０ １ ｔ′２３ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

，

Ｄ２，２＝

１ ｔ″１２ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

（６）

通过合并某些消元变换矩阵和后向回代变换矩阵

中的行变换关键向量来同时完成矩阵的三角化过程与

后向回代过程．一种直观的策略是，合并具有相同主元
的消元变换矩阵和后向回代变换矩阵的行变换关键向

量．在本例中合并的变换矩阵对为｛Ｔ２，２，Ｄ２，２｝和｛Ｔ３，３，
Ｄ３，３｝．改变后的变换矩阵如式（７）所示．

Ｔ′２，２＝

１ ａ′１２ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ａ′３２ １ ０
０ ａ′４２











０ １

，Ｔ′３，３＝

１ ０ ａ″１３ ０

０ １ ａ″２３ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ａ″４３











１

（７）

将这个扩展的矩阵三角化过程称为矩阵单位对角

化过程（ｄ１１＝ｄ２２＝ｄ３３＝ｄ４４＝１）．该过程可以描述为式
（８）的计算．
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Ｄ＝

ｄ１１ ０ ０ ０ ｂ′１
０ ｄ２２ ０ ０ ｂ′２
０ ０ ｄ３３ ０ ｂ′３
０ ０ ０ ｄ４４ ｂ′











４

＝Ｔ′４，４·Ｔ′３，３·Ｔ′２，２·Ｔ１，１·

ａ１１ ａ１２ ａ１１ ａ１４ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ａ２２ ａ２４ ｂ２
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４ ｂ３
ａ４１ ａ３２ ａ３２ ａ３２ ｂ











４

，

Ｔ１，１＝

１ ０ ０ ０
ａ２１ １ ０ ０
ａ３１ ０ １ ０
ａ４１











０ ０ １

，Ｔ′２，２＝

１ ａ′１２ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ａ′３２ １ ０
０ ａ′４２











０ １

Ｔ′３，３＝

１ ０ ａ″１３ ０

０ １ ａ″２３ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ａ″４３











１

，

Ｔ′４，４＝Ｄ４，４＝

１ ０ ０ ａ１４
０ １ ０ ａ２４
０ ０ １ ａ３４











０ ０ ０ １

（８）

通过初等变换，所有的子矩阵更新变换矩阵可以

同一化，使得在构建算法映射到阵列结构时能实现计

算单元计算步骤操作的同一化，进而实现计算的高度

并行化．设计如下的子矩阵更新同一化并行算法：
步骤１ 引入置换矩阵 Ｐ，令

Ｐ＝

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ １











１ ０ ０ ０

（９）

步骤２ 通过 Ｔ１，１左乘置换矩阵 Ｐ的初等变换，获
得新的消元变换矩阵，称为 Ｔｄ．

Ｔｄ＝

ａ２１ １ ０ ０
ａ３１ ０ １ ０
ａ４１ ０ ０ １











１ ０ ０ ０

＝Ｐ·

１ ０ ０ ０
ａ２１ １ ０ ０
ａ３１ ０ １ ０
ａ４１











０ ０ １

（１０）

步骤３ 通过 Ａ右乘置换矩阵Ｐ的初等变换，获得
新的系数矩阵，称为 Ｚ．

Ｚ＝

ｚ１１ｚ１２ｚ１３ｚ１４ｚ１５
ｚ２１ｚ２２ｚ２３ｚ２４ｚ２５
ｚ３１ｚ３２ｚ３３ｚ３４ｚ３５
ｚ４１ｚ４２ｚ４３ｚ４４ｚ











４５

＝

ａ１２ａ１３ａ１４ｂ１ａ１１
ａ２２ａ２３ａ２４ｂ２ａ２１
ａ３２ａ３３ａ３４ｂ３ａ３１
ａ４２ａ４３ａ３４ｂ４ａ











４１

＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３ ａ１４ ｂ１
ａ２１ ａ２２ ａ２３ ａ２４ ｂ２
ａ３１ ａ３２ ａ３３ ａ３４ ｂ３
ａ４１ ａ４２ ａ４３ ａ４４ ｂ











４

·Ｐ （１１）

将 ｚｉｊ看成更新后的ａｉｊ．设：ｚ（ｔ）ｉ－１，ｊ－１＝ｇ（ｔ）（ｉ，ｊ，ｋ）＝

ｚ（ｔ－１）ｉｊ （ｚ（ｔ－１）ｉ，１ ∧ｚ（ｔ－１）１，ｊ ），Ｚ（０）＝Ｚ，１≤ｋ≤ｎ，１＜ｉ，ｊ≤ｎ
且０＜ｔ≤ｎ．则一次同一化的矩阵子矩阵更新的过程可
以表示为式（１２）．

步骤４ 在每次子矩阵更新后递归地执行步骤３，
即可以在不需要使用 Ｔｄ外的消元变换矩阵的情况下经
过ｎ次子矩阵更新完成矩阵的单位对角化．该过程亦
可以表示为式（１３），０＜ｔ≤ｎ．

Ｚ（１）＝

ｇ（１）（２，２，１）ｇ（１）（２，３，１）ｇ（１）（２，４，１）ｇ（１）（２，５，１）ｚ（１）１４＝０

ｇ（１）（３，２，１）ｇ（１）（３，３，１）ｇ（１）（３，４，１）ｇ（１）（３，５，１）ｚ（１）２４＝０

ｇ（１）（４，２，１）ｇ（１）（４，３，１）ｇ（１）（４，４，１）ｇ（１）（４，５，１）ｚ（１）３４＝０

ｚ（１）４１＝ｚ１２ ｚ（１）４２＝ｚ１３ ｚ（１）４３＝ｚ１４ ｚ（１）４４＝ｚ１５ ｚ（１）４４











＝１

＝Ｔｄ·Ｚ （１２）

Ｄ（ｔ）＝Ｐ·（Ｔ１，１·Ａ（ｔ－１））·Ｐ

Ａ（０）＝{ Ａ
（１３）

３ 算法针对 ＬＵ分解的应用及 ＦＰＧＡ并行结
构设计

ＬＵ分解将 ｎ×ｎ矩阵Ａ（ａｉｊ，１≤ｉ，ｊ≤ｎ）分解成 Ａ
＝ＬＵ的形式，其中 Ｌ（ｌｉｊ，１≤ｊ≤ｉ≤ｎ）为 ｎ阶单位下三
角矩阵（对角元素为１），Ｕ（ｕｉｊ，１≤ｊ≤ｉ≤ｎ）为 ｎ阶上
三角矩阵，如式（１４）所示．

Ｌ＝

１
ｌ２１ １
… … …

ｌｋ１ ｌｋ２ … １
… … … … …

ｌｎ１ ｌｎ２ … … ｌｎ，ｎ－１

















１

，

Ｕ＝

ｕ１１ ｕ２１ … ｕｋ１ … ｕｎ１
ｕ２２ … ｕｋ２ … ｕｎ２

… … … …

ｕｋｋ … ｕｎｋ
… …

ｕ



















ｎｎ

（１４）

Ｌ（ｌｉｊ）矩阵与 Ｕ（ｕｉｊ）矩阵可以通过式（１５）与式（１６）
求得．

ｌｉｊ＝
ｉ＞ｊ＝１：ａｉｊ／ｕｉｊ

ｉ＞ｊ＞１：（ａｉｊ－∑
ｉ－１

ｋ＝１
ｌｉｋｕｋｊ）／ｕ

{
ｉｊ

（１５）
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ｕｉｊ＝
１＝ｉ≤ ｊ：ａｉｊ

１＜ｉ≤ ｊ：ａｉｊ－∑
ｉ－１

ｋ＝１
ｌｉｋｕ

{
ｋｊ

（１６）

将 ｚｉｊ看成更新后的ａｉｊ．设：ｚ（ｔ）ｉ－１，ｊ－１＝ｇ（ｔ）（ｉ，ｊ，ｋ）＝
ｚ（ｔ－１）ｉｊ －（ｚ（ｔ－１）ｉ，１ ／ｚ（ｔ－１）１１ ）．ｚ（ｔ－１）１，ｊ ，１≤ｋ≤ｎ，１＜ｉ，ｊ≤ｎ，０
＜ｔ≤ｎ，Ａ（０）＝Ａ，即：ｇ（ｔ）（ｉ，ｊ，ｋ）＝ｚ（ｔ－１）ｉｊ －ｌｉｋ．ｕｋｊ．取 ｎ
＝４，则一次 ＬＵ分解子矩阵的更新过程可以表示为式
（１７）．全部的ＬＵ分解过程由式（１７）～（１９）表示的子矩
阵更新过程组成．

ＬＵ分解的计算依赖图如图１所示．因每一趟子矩
阵更新均对完整的 ｎ阶伴随矩阵操作，故该依赖图仅
给出了两趟矩阵消元间计算依赖关系．对应的 ＬＵ分解
并行结构ＰＥ的配置如图２所示，ＬＵ分解阵列结构如图
３所示．

图３描述的ＬＵ分解阵列结构工作流程如下：
（１）选主元与阵列初始化
在设计的阵列结构中，以 ＩＥＥＥ７５４单精度浮点数

为例，每个ＰＥ均通过３４ｂｉｔｓ位宽的输入端与其正上方
ＰＥ相连，故选主元操作其实为 ｓｈｉｆｔｄｏｗｎ操作．因为是
循环（ｃｙｃｌｉｃ）操作，所以二者可以等同．定义一种行状态
标识ｕｓｅｄｆｌａｇ，该值为‘１’时用来表示该行已作为主行
参加过矩阵消元．在判断 Ｐ１，１的 ＢｃＰＥ中 ＲＥＧ１的值接
近零时，所有 ｕｓｅｄｆｌａｇ为‘０’的行将在下一个时钟周期

发起一次选主元操作：将 ＰＥ（ＢｃＰＥ中 ＲＥＧ１，ＩｃＰＥ中
ＲＥＧ２，ｒＰＥ中 ＲＥＧ０）中寄存的浮点数发送到正下方的
ＰＥ中，同时循环接收上方 ＰＥ送来的数；所有 ｕｓｅｄｆｌａｇ
为‘１’的行，ＰＥ中的 ＭＵＸ选通 ｕｓｅｄｆｌａｇ旁路（ｂｙｐａｓｓｆｏｒ
ｕｓｅｄｆｌａｇ）．选主元操作的具体硬件过程同时可以用来初
始化整个矩阵分解的并行结构：首先，对阵列结构中所

有ＰＥ置位清零；然后，通过 ｓｈｉｆｔｄｏｗｎ操作，阵列首行从
ＳｍａｒｔＢｕｆｆｅｒ中获取线性方程组增广（系数）矩阵的行向
量并下移至下方阵列行中．以此类推，经过 ｎ个时钟周
期增广（系数）矩阵可被装载到阵列中，从而完成整个

阵列计算的初始化．

（２）子矩阵更新操作
步骤１ 阵列的并行结构在列方向开展流水并行，

在行方向开展数据并行．
步骤２ 在列向量（ａ２，１，…，ａｎ，１）移动进入 ＢｃＰＥ的

同时，与各行消元参考变量 ａｋ，１对应的行向量 ａｋ也通过
ｒＰＥ向上的传递依次进入 ＩｃＰＥ．在 ＩｃＰＥ中通过 ＦＩＦＯ对
浮点乘法减法运算与除法运算结果ｌｋ，１进行输入同步．
计算结果依次传递给下方的 ｒＰＥ步进移动，ｎ－１个节
拍后，更新完的 ａ（ｔ）ｉ，ｊ仍旧回到位置为Ｐｉ，ｊ的 ＰＥ中．

步骤３ 将所有子矩阵更新操作得到的结果再通

过一个周期经过斜角邻接数据通道更新到左上方的

ｒＰＥ或 ｃＰＥ中．对得到的单位系数阵再做一次浮点除法
求得未知项 ｘ，完成 ｎ阶实数系数线性方程组的求解，
结果可通过对第一列的线性输出获得．

表１ ＬＵ分解并行结构中ＰＥ单元的综合结果

ＢｃＰＥ１ ＩｃＰＥ ｒＰＥ

ＮｕｍｂｅｒｏｆＳｌｉｃｅＲｅｇｉｓｔｅｒｓ １１６７ ３４１ ３８

ＮｕｍｂｅｒｏｆＳｌｉｃｅＬＵＴｓ １２２９ ８５８ ４１

ＮｕｍｂｅｒｏｆＬＵＴＦｌｉｐＦｌｏｐＰａｉｒｓ １２３９ ８７７ ４３

ＮｕｍｂｅｒｏｆＤＳＰ４８Ｅｓ ０ ２ ０

ＭａｘＦｒｅｑｕｅｎｃｙ（ＭＨｚ） １９８．０１ １６０．３１ ５４９．８３
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４ 实验结果与性能比较

４１ ＦＰＧＡ资源占用
本文提出的设计采用 ＶＨＤＬ（ＶｅｒｙＨｉｇｈｓｐｅｅｄｉｎｔｅ

ｇｒａｔｅｄｈａｒｄｗａｒｅＤｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎＬａｎｇｕａｇｅ）语言实现．对设计采

用的实验方案为：使用 ＭｅｎｔｏｒＧｒａｐｈｉｃＭｏｄｅｌｓｉｍｖ６５仿
真验证工具对设计进行仿真后在ＸｉｌｉｎｘＩＳＥ１１１工具中
完成综合，并给出资源占用结果；对设计的性能进行估

计与分析；最后，将设计加载到 ＦＰＧＡ上进行实际运行
与功能验证．本文使用的 ＦＰＧＡ为 ｘｃ５ｖｌｘ３３０ｔ．
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文中涉及的浮点计算（加法、减法、乘法、除法以及

开平方）均使用开源算术浮点库ｌｉｂｈｄｌｆｌｔｐ的单精度流水
浮点计算部件实现，遵照 ＩＥＥＥ７５４标准的浮点数格式．
表１给出了 ＬＵ分解并行结构中ＰＥ单元的综合结果．

表２ 并行阵列结构与相关工作的性能比较

相关工作 本文工作 文献［１５］ 文献［１６］ 文献［１７］

Ｔｉｍｅ ｎ ４ｎ＋「ｎ／ｋ?－６ ６ｎ－６ ｎ３／Ｐ

ＰＥＮｕｍｂｅｒ Ｐ Ｐ／２ Ｐ／２ Ｐ

ＰＥＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙ Ｓｉｍｐｌｅ Ｓｉｍｐｌｅ Ｓｉｍｐｌｅ Ｃｏｍｐｌｅｘ

ＳｔｏｒａｇｅＲｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔ ｎ２ ｎ２／２ ｎ２／２ ２×Ｐ

４２ 性能比较

对提出的矩阵三角化计算并行结构和相关工作进

行比较，从设计需求角度出发，只与专用矩阵计算或矩

阵分解并行结构进行比较．表２给出了本文提出的矩阵
三角化计算并行结构与文献［１５～１７］结构在计算性能
上的比较．以完成求解线性方程组为目标，对各个相关
工作提出的阵列结构的计算复杂度和存储需求进行估

计．其中，假设每种结构中 ＰＥ的存储带宽与计算均一
致，且都运行在同一个频率上．在这些相关工作中，文
献［１６］为基于 ＳｙｓｔｏｌｉｃＡｒｒａｙ提出的二维结构，而文献
［１５］为其基础上的改进研究，其中 ｋ为广播间隔常数．
其存储需求为本文的并行阵列结构的一半，但一次运行

只能完成三角化过程或三角回代过程，如需求解线性方

程组则需要对阵列进行二次装载．另外即使在最好的情
况下，运算时间也是本文提出并行阵列结构的４倍．而
文献［１７］的设计为一维线性结构，其计算复杂度为 Ｏ
（ｎ３），并采用了较为复杂的 ＰＥ结构．与之相比，本文的
并行阵列结构具有更高的运行频率和更高的性能．

将设计与通用计算平台的 ＬＵ分解进行对比，所比
较的 ｄｅｓｋｔｏｐ计算机配置为 ＩｎｔｅｌＣｏｒｅＴＭ２Ｄｕｏ２３３ＧＨｚ
处理器、４ＧＢ主存及 ＣｅｎｔＯＳ５５操作系统．Ｃ语言编译
器为ｇｃｃ４３，优化选项设为 Ｏ２．图４给出 ＬＵ分解阵列
并行结构与通用处理器上软件实现相比所获得的加速

比随矩阵规模（阵列规模）增加的变化，其中，虚线代表

的是所设计的并行结构随着矩阵规模变化的最大频率

变化，实线是随着矩阵规模变化加速比的变化．可以看
到，在各个阵列规模上的计算中硬件并行结构均可以

取得１０倍以上的加速比，即使可运行的最大频率在降
低，加速比也随着矩阵规模的增加逐步提升．在
ＸＣ５ＶＬＸ３３０１ＦＦ１７６０器件上资源允许的范围内，中等规
模的５２阶矩阵可达到４０倍左右的加速比．

从通用度量标准的角度将 ＬＵ分解并行结构与相
关工作进行性能比较．使用每秒１０亿（＝１０９）次浮点运
算能力的ＧＦＬＯＰＳ（ＧｉｇａＦＬＯＰＳ）来衡量并行结构的性能，
其中ＧＦＬＯＰＳ的运算如式（２０）所示．
ＧＦＬＯＰＳ＝（ＴｏｔａｌＦｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔＯｐｅｒａｔｉｏｎｓ）／（Ｔｉｍｅ（ｓ）×１０９）

（２０）
ＬＵ分解阵列并行结构的计算总时间为：

ζＬＵ＝ζｌｏａｄ＋ζｒｕｎ
＝ζｃｙｃｌｅ×ｎ＋ζｃｙｃｌｅ×（ｎ－１）×（ｄｉｖＬ＋ｍｕｌＬ＋ｓｕｂＬ＋１＋ｎ）
＝ζｃｙｃｌｅ×（ｎ－１）×（ｄｉｖＬ＋ｍｕｌＬ＋ｓｕｂＬ＋２＋ｎ）＋ζｃｙｃｌｅ

（２１）
其中，ＬＵ分解阵列并行结构的总浮点运算数为：

ＴｏｔａｌＦｌｏａｔｉｎｇｐｏｉｎｔＯｐｅｒａｔｉｏｎｓ
≈（ｎ－１）×（ｄｉｖＬ＋ｍｕｌＬ＋ｓｕｂＬ＋２＋ｎ）

≈ｎ２＋２０ｎ （２２）
表３给出了了在一些主流计算平台上的 ＬＵ分解

的性能和计算效率，包括 ＩｎｔｅｌＭＫＬ１０２中 ＬＡＰＡＣＫＬＵ
子程序的性能，运行于 ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＱｕａｒｄＱ６６００四核
ＣＰＵ，该ＣＰＵ运行频率为２４ＧＨｚ，拥有８ＭＢＬ２Ｃａｃｈｅ和
８ＧＢＤＤＲ２．

因采用的ｌｉｂｈｄｌｆｌｔｐ浮点库提供的浮点运算部件为
全流水结构，相当于对浮点运算的全流水并行，故硬件

设计的ＧＦＬＯＰＳ峰值性能为：
ＰｅａｋＧＦＬＯＰＳ
＝ＮｕｍｂｅｒｏｆＦＰｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ×ＨａｒｄｗａｒｅＣｌｏｃｋＦｒｅｑｕｅｎｃｙ
≈（１×ｄｉｖＬ＋（ｎ－１）×（ｍｕｌＬ＋ｓｕｂＬ））
×ＨａｒｄｗａｒｅＣｌｏｃｋＦｒｅｑｕｅｎｃｙ

（２３）
表３ 通用处理器相关工作的ＧＦＬＯＰＳ

Ｐｌａｔｆｏｒｍ
Ｐｅａｋ
ＧＦＬＯＰＳ

Ｓｕｓｔａｉｎｅｄ
ＧＦＬＯＰＳ

Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ
（％）

Ｐｏｗｅｒ５，１．９ＧＨｚ ７．６０ ６．２１ ８１．７１

Ｐｅｎｔｉｕｍ４Ｘｅｏｎ，３．６ＧＨｚ ７．２０ ５．２０ ７２．２２

Ｏｐｔｅｒｏｎ，２．８ＧＨｚ ５．６０ ４．１７ ６９．１０

Ｃｏｒｅ２ＱｕａｄＱ６６００，２．４ＧＨｚ ３８．４０ ２６．２３ ６８．３１

ＣｅｌｌＢＥ，３．２ＧＨｚ １４．６３ ９．４６ ６４．６６
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对应的 ＬＵ分解阵列并行结构各个规模实现的
ＧＦＬＯＰＳ如表４所示．从表中可以看出，随着矩阵规模的
增加，设计的 ＬＵ分解并行结构的峰值性能、持续性能
以及计算效率均不断提升．在实际测试中，６５阶矩阵是
ＸＣ５ＶＬＸ３３０１ＦＦ１７６０器件所能达到的单个最大规模阵
列，此时硬件的峰值可以达到４６００ＧＦＬＯＰＳ，持续性能
也可以达到３７８８，已经超过表３中所有的处理器．

表４ ＬＵ分解并行结构的ＧＦＬＯＰＳ

ＭａｔｒｉｘＳｉｚｅ ＰｅａｋＧＦＬＯＰＳ ＳｕｓｔａｉｎｅｄＧＦＬＯＰＳ Ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ（％）

４×４ ６．４１ ２．４０ ３７．５０

６×６ ８．７４ ３．７０ ４２．３１

１０×１０ １３．００ ６．５０ ５１．００

１８×１８ ２１．６５ １３．１１ ６０．５３

２４×２４ ２５．７２ １６．９５ ６５．９１

３０×３０ ２７．３０ １９．１１ ７０．２８

５２×５２ ４２．６８ ３３．７９ ７９．１７

６５×６５ ４６．００ ３７．８８ ８２．３５

５ 结论

面向计算密集型应用的可重构加速硬件在高性能

计算领域中体现出巨大的发展潜力．矩阵分解尤其是
矩阵三角化分解作为典型的基础类应用始终处于可重

构加速硬件研究的核心地位．本文对矩阵三角化分解
及实现高性能硬件并行结构的关键问题进行了研究，

提出了面向矩阵三角化特征计算的专用并行结构及其

设计方法，从求解一般系数矩阵的线性方程组问题出

发，对实数矩阵 ＬＵ分解及其高性能硬件并行结构设计
的关键问题进行了研究．本文提出的子矩阵更新同一
化算法从分析线性计算特征出发，通过增加与线性关

系对应的数据移动通路方式较好地实现了适于硬件的

数据并行与流水并行工作模式，与已有的相关工作相

比，具有算法简单、计算复杂度低、易于实现的特点．
实验结果表明，与通用处理器上软件实现相比，基

于所设计算法实现的硬件并行结构均可以取得１０倍以
上的加速比，中等规模的５２阶矩阵可达到４０倍左右的
加速比，达到了预期研究目标．本文提出的并行结构为
二维阵列结构，受浮点计算部件开销和现有器件资源

的制约，在求解大规模实数矩阵的三角化分解问题时，

需采用 Ｓｔｒｅｓｓｏｎ算法对大规模矩阵进行分块分治策略，
这部分工作将在未来的工作中展开．
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