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摘 要： 为模拟一般ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质中的电波传播，本文提出了一种时域有限差分（ＦＤＴＤ）改进方案，改
进之处体现在：（１）适用媒质从单极推广到多极情形；（２）适用媒质从无磁推广到有磁情形；（３）保留了色散模型公式的
静态电导率项；（４）补充了三维问题算例．改进方案中，面临的主要困难是差分离散分数阶导数．首先，利用帕德（Ｐａｄé）
多项式近似媒质的介电常数；其次，通过傅里叶逆变换（ＩＦＴ）导出了一组整数阶的辅助微分方程（ＡＤＥｓ），从而巧妙克服
了该困难．几个算例的结果和分析，初步证实了改进方案的可行性和有效性．

关键词： 时域有限差分法；帕德近似；辅助微分方程；ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质
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ｒｅｓｕｌｔｓａｎｄａｎａｌｙｓｅｓｏｆｓｅｖｅｒａｌｅｘａｍｐｌｅｓ．
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ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅｄｉｓｐｅｒｓｉｖｅｍｅｄｉａ

１ 引言

实验测量证实：生物组织、大地、岩石、金属、液晶、

高分子材料、二醇等多种媒质的电磁特性展现了频率相

关性，称为色散媒质［１］．因此，近几年来，色散媒质的电
磁传播特性引起了广泛关注［２～６］．

研究也显示，不同媒质可能展现不同的色散特性，

至今已发展了好几种经验模型以描述这些不同的色散

特性，其中比较著名的经验模型有好几种，可概括为两

大类型［７］．第一类主要有 Ｄｅｂｙｅ［３～５］、Ｄｒｕｄｅ［８～１０］和

Ｌｏｒｅｎｔｚ［８，９］模型，它们的共性在于：媒质的复介电常数是
ｊω（ｊ表示虚数单位，ω表示角频率）整数次幂的函数［７］，
下文相应称为第一类媒质．第二类主要包含 Ｃｏｌｅ
Ｃｏｌｅ［１１～１３］、ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ［１，７］和 ＨａｖｒｉｌｉａｋＮｅｇａｍｉ［１４］模型，
它们的共性在于：媒质的复介电常数是 ｊω分数次幂的
函数［７］，下文相应称为第二类媒质．

近年来，时域有限差分（ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＴｉｍｅＤｏ
ｍａｉｎ，ＦＤＴＤ）法已发展成为模拟色散媒质中电波传播的
仿真工具之一［１０～１３］．为了建模色散媒质，通常有两种思
路：（１）利用卷积积分；（２）引入辅助微分方程（Ａｕｘｉｌｉａｒｙ
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ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ，ＡＤＥ）．相比之下，后者具有存储量
小、实现复杂度低等优势［７，１１］．对于第一类媒质，应用
ＡＤＥ是直接的．然而，对于第二类媒质，分数阶导数是
应用ＡＤＥ面临的主要困难［７，１１～１４］．

利用帕德（Ｐａｄé）近似法［１５］，Ｒｅｋａｎｏｓ成功实现了单
极ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质的 ＦＤＴＤ方案［７］．本文以此为基
础，由单极推广到多极情形，方便建模更一般 Ｄａｖｉｄｓｏｎ
Ｃｏｌｅ色散媒质中的电波传播．

２ 辅助微分方程（ＡＤＥｓ）

假定空间 ｒ处多极ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质是无磁耗、线
性、各向同性和电色散的．则频域的本构关系为

Ｄ（ｒ，ω）＝ε０εｒ（ｒ，ω）Ｅ（ｒ，ω） （１）
其中，Ｄ和Ｅ分别表示频域复值的电位移和电场强度
矢量（符号顶部加点表示其值为复数，下文同），位置矢

量 ｒ＝［ｘ，ｙ，ｚ］Ｔ（算子［·］Ｔ表示转置），ω＝２πｆ，ｆ为频
率，ε０为真空介电常数．对于一般的（同时存在电极化
损耗和欧姆损耗）多极 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质，其复值的相
对介电常数定义为［１］

εｒ（ｒ，ω）ε∞（ｒ）＋
σｓ（ｒ）
ｊωε０

＋∑
Ｗ

ｗ＝１

Δεｗ（ｒ）
（１＋ｊωτｗ（ｒ））βｗ（ｒ）

（２）
其中，Δεｗ＝εｓ，ｗ－ε∞，ε∞表示光学相对介电常数，εｓ，ｗ、

τｗ和βｗ（０≤βｗ≤１）分别表示第 ｗ（ｗ＝１，２，…，Ｗ）极的
静态相对介电常数、弛豫时间和色散参数，Ｗ表示极
数．本文采用的色散模型是比较一般的形式：（１）当 Ｗ
＝１简化为单极情形；（２）当 Ｗ＝１且σｓ＝０时退化为文
献［７］的式（１）；（３）若βｗ＝１退化为Ｄｅｂｙｅ媒质

［３～５］；（４）
如果βｗ＝１且Δεｗ＝０时则变为非色散情形．

为了克服 ＦＤＴＤ方案中分数（βｗ一般为分数）阶导
数的困难，首先，借鉴 Ｒｅｋａｎｏｓ等人工作的思想［７，１１～１４］，
利用帕德（Ｐａｄé）近似法［１５］，经过一些运算，式（２）的复
值相对介电常数可近似转化为

ε^
·

ｒ（ｒ，ω）≈

ε∞（ｒ）＋
σｓ（ｒ）
ｊωε０

＋∑
Ｗ

ｗ＝１
Δεｗ（ｒ）

∑
Ｎ

ｎ＝０
ｐｎ（ｊωτｗ（ｒ））ｎ

∑
Ｍ

ｍ＝０
ｑｍ（ｊωτｗ（ｒ））ｍ

（３）
其中，Ｎ、Ｍ分别表示分子、分母多项式的阶数，且满足
ＭＮ，ｐｎ、ｑｍ分别表示分子、分母多项式的系数，可通
过解析求解线性方程组获得，相关细节参见文献［７，
１４］．

其次，定义第 ｗ（ｗ＝１，２，…，Ｗ）极辅助的频域复
值电极化强度矢量 Ｐｗ为

Ｐｗ（ｒ，ω）ε０Δεｗ（ｒ）
∑
Ｎ

ｎ＝０
ｐｎ（ｊωτｗ（ｒ））ｎ

∑
Ｍ

ｍ＝０
ｑｍ（ｊωτｗ（ｒ））ｍ

Ｅ（ｒ，ω）

（４）
最后，应用傅里叶逆变换（ＩｎｖｅｒｓｅＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓｆｏｒｍ，

ＩＦＴ），可以得到一组（Ｗ个）关于时域电极化强度矢量
Ｐｗ的辅助微分方程（ＡＤＥｓ）为

∑
Ｍ

ｍ＝０
ｑｍτｍｗ（ｒ）

ｍＰｗ（ｒ，ｔ）
ｔｍ

＝ε０Δεｗ（ｒ）∑
Ｎ

ｎ＝０
ｐｎτｎｗ（ｒ）

ｎＥ（ｒ，ｔ）
ｔｎ

（５）
其中，Ｅ表示时域电场强度矢量，ｔ表示时间．这样，这
组辅助微分方程由于包含整数阶的时间导数，便于通

过有限差分法实现时间的离散化．

３ 时域有限差分（ＦＤＴＤ）方案

前述媒质中的时域微分形式的麦克斯韦（Ｍａｘｗｅｌｌ）
方程组为［１２］

 ×Ｈ ＝ε０ε∞
Ｅ
ｔ＋

∑
Ｗ

ｗ＝１
Ｐｗ

ｔ ＋σｓＥ （６）

×Ｅ＝－μ０μｒ
Ｈ
ｔ

（７）

其中，Ｈ表示时域磁场强度矢量Ｈ（ｒ，ｔ），这里为了表
达简洁，省略了自变量（下文同），μｒ表示相对磁导率，

当μｒ＝１时退化为文献［７］的情形．
在 ｔ＝ｉΔｔ时刻（ｉ和Δｔ分别表示时间步指标和时

间步长），Ｅ的ｎ阶时间偏导数的中心差分近似为［７，１１］

ｎＥｉ

ｔｎ ≈
１
Δｔｎ∑

ｌｎ

ｍ＝－ｌｎ

ＱｎｍＥｉ＋ｍ （８）

其中，ｌｎ＝「ｎ／２?表示对 ｎ／２上取整，Ｑｎｍ表示中心差分
参数．Ｐｗ的中心差分近似可类似地获得．

由于 ＭＮ，这里取 Ｍ＝Ｎ＋１（其原因后文给出）．
为简化描述，进一步假定 Ｍ为偶数，则有 ｌＭ＝ｌＮ．另外，
假定已知 ｉΔｔ时刻的Ｐｗ、Ｅ和（ｉ＋１／２）Δｔ时刻的Ｈ，分
别差分式（６）、（７），并引入辅助矢量Φ［１２］ｗ ，经过一些计
算、整理，多极 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质的 ＦＤＴＤ时间步进方
案可简述如下：

（１）计算辅助矢量Φｗ

Φｗ ＝（ζｌＭ，ｗ）
－１∑

ｌＭ－１

ｋ＝－ｌＭ

（θｋ，ｗＥｉ－ｌＭ＋１＋ｋ－ζｋ，ｗＰ
ｉ－ｌＭ＋１＋ｋｗ ）

（９）
其中

θｋ，ｗ ＝ε０Δεｗ∑
Ｎ

ｎ＝υ

ｐｎτｎｗＱｎｋ
Δｔｎ

（１０）

ζｋ，ｗ ＝∑
Ｍ

ｍ＝υ

ｑｍτｍｗＱｍｋ
Δｔｍ

（１１）
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这里 ｗ＝１，２，…，Ｗ，ｋ＝－ｌＭ，－ｌＭ＋１，…，ｌＭ，ν＝ｍａｘ
｛２｜ｋ｜－１，０｝．

（２）更新（ｉ＋１）Δｔ时刻的电场Ｅ
Ｅｉ＋１＝

ε０ε∞ －
Δｔσｓ( )２ Ｅｉ＋∑

Ｗ

ｗ＝１
Ｐｉｗ－∑

Ｗ

ｗ＝１
Φｗ＋Δｔ ×Ｈｉ＋

１
２

ε０ε∞ ＋∑
Ｗ

ｗ＝１
（ζｌＭ，ｗ）

－１
θｌＭ，ｗ ＋

Δｔσｓ
２

（１２）
（３）更新（ｉ＋１）Δｔ时刻的电极化强度Ｐｗ

Ｐｉ＋１ｗ ＝Φｗ＋（ζｌＭ，ｗ）
－１
θｌＭ，ｗＥ

ｉ＋１ （１３）

（４）更新（ｉ＋３／２）Δｔ时刻的磁场Ｈ

Ｈｉ＋
３
２＝Ｈｉ＋

１
２－Δｔ
μｒμ０

×Ｅｉ＋１ （１４）

该改进方案中，对于每个离散的网格，每个场分量

的存储量为 Ｍ（Ｗ＋１）＋Ｗ，磁场以外的计算时间（乘法
运算次数）为（２Ｍ＋１）Ｗ＋３，当 Ｗ＝１时与文献［７］的
结果相同．

总结起来，上述ＦＤＴＤ方案的时间步进流程如图１
所示．

４ 结果与讨论

４１ 帕德近似的精度

多极ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质复相对介电常数的解析值、
Ｐａｄé近似值可分别通过式（２）、（３）求得，其相对均方
（ＲｅｌａｔｉｖｅＭｅａｎＳｑｕａｒｅ，ＲＭＳ）误差 ｅ定义为［７，１１］

ｅ（^ε
·

ｒ，εｒ）
∫

ｆＨ

ｆＬ
ε^
·

ｒ－εｒ２ｄｆ

∫
ｆＨ

ｆＬ

εｒ２ｄ槡 ｆ
（１５）

其中，ｆＬ、ｆＨ分别表示下、上限频率．为检验帕德近似的
精度，先给出两个算例．

算例１ 以文献［７］中的单极均匀 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色
散媒质为测试目标，各模型参数分别为，Ｗ＝１，ε∞ ＝２，

σｓ＝０Ｓ／ｍ，Δε１＝４８，τ１＝１５３ｐｓ，β１＝０９．下、上限频率分
别取 ｆＬ＝１ＭＨｚ、ｆＨ＝１ＴＨｚ．分子、分母多项式的阶数分

别取 Ｎ＝１，２，…，１０，Ｍ＝Ｎ，Ｎ＋１，Ｎ＋２，Ｎ＋３时，相
对均方误差 ｅ随Ｎ的变化关系如图 ２所示（误差轴为
对数坐标，下文同）．

可见，图２与文献［７］中图２（ａ）的结果基本一致：
（１）Ｎ相同时，Ｍ＝Ｎ＋１时误差最小，这也是前文选取
该条件的依据；（２）随着 Ｎ的增加，相对均方误差减小，
但同时实现 ＦＤＴＤ方案所需的存储量和计算时间也同
时增加，需要折中选择多项式阶数．

当 Ｎ＝３、Ｍ＝４时，相对均方误差约为 ０００１７，已
能满足一般的工程应用需求．此时相对介电常数随频
率的变化关系如图３所示（频率轴为对数坐标，下同），
也与文献［７］图３（ａ）的结果基本一致．

算例２ 选取一种２极均匀ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质
为测试目标，各模型参数分别为 Ｗ＝２，ε∞ ＝２，σｓ＝
０１Ｓ／ｍ，Δε１＝４８，Δε２＝５８，τ１＝１５３ｐｓ，τ２＝２５３ｎｓ，β１＝
０９，β２＝０８．下、上限频率分别取 ｆＬ＝０１ＧＨｚ、ｆＨ＝
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１０ＧＨｚ．多项式的阶数与算例１相同，相对均方误差 ｅ随
Ｎ的变化关系如图４所示．
由图４可见：对于多极 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质，也

有类似于算例 １（单极情形）的结果，只是误差有所增
加．当 Ｎ＝３、Ｍ＝４时，相对均方误差约为０００３８，尚能
基本满足一般的工程应用需求（后文的 ＦＤＴＤ方案中，
多项式的阶数也默认这组取值）．此时，复值相对介电
常数实部、负虚部的解析值、Ｐａｄé近似值随频率的变化
关系如图５所示．

４２ ＦＤＴＤ方案的可行性
前述 ＦＤＴＤ改进方案可以适用于简单的一维或一

般的多维情形．为不失一般性，再给出两个算例，分别
处理多极无磁（μｒ＝１）ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质的一维、
三维问题．

算例３ 假定３极均匀 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质（各
模型参数分别为 Ｗ＝３，ε∞ ＝２，σｓ＝０１Ｓ／ｍ，Δε１＝４８，

Δε２＝５８，Δε３＝６８０，τ１＝１５３ｐｓ，τ２＝２５３ｎｓ，τ３＝３５３μｓ，β１
＝０９，β２＝０８，β３＝０８５）充满 ｚ０的半空间，其余空
间为真空；一列入射平面波（电场沿 ｘ方向极化）沿＋ｚ
方向传播，平面波由下述的超宽带（ＵｌｔｒａＷｉｄｅｂａｎｄ，
ＵＷＢ）调制高斯脉冲源 ｓ（ｔ）激励产生［７，１１］

ｓ（ｔ）＝ｅ－ａ
２
（ｔ－４／ａ）２ｓｉｎ（２πｆｃ（ｔ－４／ａ）） （１６）

其中，参数 ａ＝１．２６×１０１０ｓ－１，中心频率 ｆｃ＝６ＧＨｚ，该脉
冲的频谱涵盖０１ＧＨｚ～１０ＧＨｚ［７，１１］．

ＦＤＴＤ离散化的空间、时间步长分别取为Δｚ＝
１１ｍｍ、Δｔ＝１５ｐｓ，离散网格数、时间步数分别取为 ｎｚ
＝２００、ｎｔ＝３０００．仿真区域右侧采用最简单的吸收边界
条件：Ｅｘ（ｚｍａｘ，ｔ＋Δｔ）＝Ｅｘ（ｚｍａｘ－Δｚ，ｔ），其中 ｚｍａｘ表示
仿真区域右边界位置坐标．

记 ｚ、ｚ＋ｄ分别表示ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质中两个不同
位置，ＦＤＴＤ仿真并存储这两处的时域电场 Ｅｘ（ｚ，ｔ）和
Ｅｘ（ｚ＋ｄ，ｔ），通过傅里叶变换后处理，获得相应的频域
电场 Ｅｘ（ｚ，ω）和 Ｅｘ（ｚ＋ｄ，ω）．则复相对介电常数的

ＦＤＴＤ估计值珓ε
·

ｒ为
［７，１１］

珓ε
·

ｒ（ｄ，ω）＝－（ｃ０（γＲ＋ｊγＩ）／ω）２ （１７）
其中 ｃ０为真空光速，参数γＲ、γＩ分别为

γＲ（ｄ，ω）＝ｌｎ（｜Ｅｘ（ｚ＋ｄ，ω）／Ｅｘ（ｚ，ω）｜）／ｄ（１８）

γＩ（ｄ，ω）＝（ａｒｇ｛Ｅｘ（ｚ＋ｄ，ω）｝－ａｒｇ｛Ｅｘ（ｚ，ω）｝）／ｄ
（１９）

另外，复值的转移函数的解析值、ＦＤＴＤ估计值分别
为［７，１１］

Ｔ（ｄ，ω）＝ｅ－ｊω
ε槡ｒｄ／ｃ０ （２０）

珘Ｔ
·

（ｄ，ω）＝ｅ（γＲ＋ｊγＩ）ｄ （２１）
选取 ｄ＝２０Δｚ时，对于算例３，复值相对介电常数

实部、负虚部的 Ｐａｄé近似值、ＦＤＴＤ估计值随频率的变
化关系如图６所示．

而复值转移函数的解析值、ＦＤＴＤ估计值随频率的
变化关系则如图７所示．
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另外，图 ８还给出了真空、ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ媒质分界
面上的（复值）反射系数 Γ幅度的解析值、ＦＤＴＤ估计值
（具体计算细节详见文献［１３，１４］）随频率的变化关系．

从图６～图８不难看出：利用 ＦＤＴＤ改进方案模拟
ＵＷＢ平面波在真空、３极 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质中传
播，所获得的相对介电常数、转移函数以及反射系数的

估计值与相应的解析值之间的相对均方误差，均在一

般的工程应用可以接受的范围之内（＜１％）．
算例４ 假定真空中有一半径为４５ｍｍ的４极均匀

ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ介质球，各模型参数分别为 Ｗ＝４，ε∞ ＝２，

σｓ＝０１Ｓ／ｍ，Δε１＝４８，Δε２＝５８，Δε３＝６８０，Δε４＝７８０，τ１
＝１５３ｐｓ，τ２＝２５３ｎｓ，τ３＝３５３μｓ，τ４＝４５３ｍｓ，β１＝０９，β２
＝０８，β３＝０８５，β４＝０９５，入射的平面波与算例 ３相
同，计算介质球的后向雷达散射截面（ＲａｄａｒＣｒｏｓｓＳｅｃ
ｔｉｏｎ，ＲＣＳ）［１６］．

空间离散化采用均匀网格，尺寸为Δ＝Δｘ＝Δｙ＝Δｚ
＝３ｍｍ、时间步长取Δｔ＝Δ／（２·ｃ０），时间步总数取为 ｎｔ
＝１２００，ｘ、ｙ或ｚ的正、负方向均采用１０层卷积完全匹
配层（ＣｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｌＰｅｒｆｅｃｔｌｙＭａｔｃｈｅｄＬａｙｅｒ，ＣＰＭＬ）吸收边
界［１６］．

为检验ＦＤＴＤ的数值精度，介质球的后向 ＲＣＳ的解
析值通过米（Ｍｉｅ）级数法获得［１６］，其ＦＤＴＤ计算值、解析
值随频率的变化关系的结果对比如图９所示．

分析图９发现：在超宽带频率范围，ＦＤＴＤ计算三维
均匀ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ介质球的后向ＲＣＳ所得结果，和解析
值相比较，仍然符合较好（引入先进的网格剖分技术有

望进一步减小误差［１６］）．
一维、三维两个算例的结果和分析初步显示：本文

发展的 ＦＤＴＤ方案模拟一般多极 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒
质中的电波传播是可行的．

５ 结语

本文改进了 Ｒｅｋａｎｏｓ提出的 ＦＤＴＤ方案，改进后的
方案适用于模拟更一般的 ＤａｖｉｄｓｏｎＣｏｌｅ色散媒质中的
电波传播，媒质可以是一维或多维的、单极或多极的、

无磁或有磁的．几个一维、三维算例结果表明：在

０１ＧＨｚ～１０ＧＨｚ的宽带频谱范围，该方案具有较高的数
值精度（相对均方误差 ＜３％）．当然，该方案的可行性
和鲁棒性还需经历实测媒质参数、噪声等因素的检验，

此类问题将另文讨论．
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