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摘 要： 利用Ｈｅｓｓｉａｎ核范数进行图像复原是目前较好的高阶正则化方法，但是由于 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则项的高
度非线性和不可微性，图像去模糊和去噪过程耦合度高，求解算法的复杂度高．本文利用变量分裂设计了一种具有闭
解形式的交替迭代最小化快速图像复原算法，将图像去模糊、去噪分步进行，并给出算法的收敛性证明．实验结果表
明，本文方法不仅在峰值信噪比方面优于原有的基于 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数图像复原的主优化（ＭａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＭ）
方法，而且大大降低了算法的迭代次数和运行时间．
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１ 引言

由于成像系统和传输介质的不完善，系统成像或传

输后的图像常常会受到光学系统模糊和随机噪声的污

染，导致图像质量下降．作为图像科学中的基础问题，图
像复原即从含模糊和噪声的观测图像中复原出清晰图

像，被广泛应用在医学成像，天文成像和遥感等领域．
光学系统的退化过程一般建模为：

ｇ＝Ａｆ＋ｅ （１）
其中，ｇ为观测图像，ｆ：Ω→Ｒ表示原始清晰图像，Ω
Ｒ２是图像的定义域，Ａ是线性空间不变模糊算子，ｅ是

均值为０且方差为σ２的高斯白噪声．
图像复原即从含有模糊和噪声的观测图像 ｇ中复

原出清晰图像ｆ，可以看作是解卷积过程．由于图像复
原问题的不适定性，需要引入关于图像的先验知识，从

而将图像复原转换成适定问题进行求解，因而基于图像

先验的正则化方法是解决图像复原问题的一种有效方

法．一般而言，图像复原的变分正则化模型可表示为：

ｆ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∫Ω ｜ｇ－Ａｆ｜２ｄｘｄｙ＋μＪ（ｆ） （２）

其中第一项是保真项，主要保证复原图像和观测图像的

接近程度，第二项 Ｊ（ｆ）是正则化项，主要提供图像的先
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验知识，μ０是权衡保真项和正则化项之间的正则化
参数．

选取合适的图像先验模型是正则化方法的关键．
１９９２年，Ｒｕｄｉｎ，Ｏｓｈｅｒ和 Ｆａｔｅｍｉ等人首次在图像去噪问
题中引入了著名的全变差（ｔｏｔａｌｖａｒｉａｔｉｏｎ，ＴＶ）正则化
项［１］，ＴＶ模型具有较好的边缘保持特性，被广泛应用于
图像复原［２～６］，图像放大［７］和图像修补［８］等图像处理任

务．然而，ＴＶ正则化方法倾向于分片常数解，对纹理和
细节的保持效果不好，而且容易产生阶梯效应．为了抑
制阶梯效应以及改善纹理保持效果，高阶偏微分方程

（ＰａｒｔｉａｌＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｑｕａｔｉｏｎ，ＰＤＥ）和高阶正则化方法逐
渐为很多研究者所关注．文献［９，１０］提出了基于四阶
ＰＤＥ的图像去噪方法，该方法在去除噪声的同时可以较
好地保持图像部分细节，并且可以有效地抑制阶梯效

应，但是模型及算法相对比较复杂．２０１２年，文献［１１］
基于重新解释原始 ＴＶ，提出了一种高阶 ＴＶ正则化方
法，在图像压缩感知和图像去噪等任务中，二阶 ＴＶ表
现较好的重建效果，减少了重建图像中的阶梯效应和

振铃效应．文献［１２］针对图像复原问题，考虑图像局部
像素Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵的几何结构描述性质，提出了 Ｈｅｓｓｉａｎ
谱范数和 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数正则化项，研究表明该模型具
有更好的边缘保持和阶梯效应抑制能力，并且可以更

好地保持管状和丝状目标．文献［１３］基于 Ｈｅｓｓｉａｎ谱范
数和Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数正则化图像复原模型，提出了一种
快速投影梯度算法，提高了模型的求解速度．２０１３年，
文献［１４］详细分析了基于图像偏导数正则化项的相关
性质，考虑 Ｈｅｓｓｉａｎ阵的任意阶 Ｓｃｈａｔｔｅｎ范数，并提出了
一类具有凸性，尺度不变性，平移不变性和旋转不变性

的高阶正则化项，该类正则化方法可以有效地应用于

图像复原，图像稀疏重建，图像插值和图像放大等图像

反问题中，与 ＴＶ正则化方法相比，Ｈｅｓｓｉａｎ谱范数、Ｈｅｓ
ｓｉａｎＦｒｏｂｅｎｉｕｓ范数和Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化方法表现出
较好的重建质量，其中，Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化方法在绝
大多数情况下表现出最好的复原效果．但是由于 Ｈｅｓ
ｓｉａｎ阵Ｓｃｈａｔｔｅｎ范数正则项的不可微性，图像去模糊和
去噪过程耦合度高，导致求解算法的复杂度高．虽然文
献［１４］设计了一种主优化（ＭａｊｏｒｉｚａｔｉｏｎＭｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＭＭ）
方法和快速投影梯度方法相结合的模型求解算法，但

是ＭＭ方法的迭代去卷积过程中每次迭代需要计算
ＡＴＡｆ（ｋ），而线性空间不变模糊算子 Ａ的支集一般很
大，从而导致ＭＭ算法的计算代价高，同时 ＭＭ算法表
现出较慢的收敛速度．

本文在文献［１４］的基础上展开研究，针对基于
Ｈｅｓｓｉａｎ核范数图像复原模型的 ＭＭ算法计算复杂度高
和收敛速度慢的缺点，研究 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化项的
性质，主要解决基于 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数图像复原模型的快

速求解问题．首先利用半二次正则化思想和变量分裂
方法给出了一种解耦变分模型，并分析了该模型逼近

于原始 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数图像复原模型的模型性质．然后
结合交替方向迭代法提出了一种迭代最小的快速求解

算法，该算法将图像复原问题分解成图像去模糊和图

像去噪两个简单子问题分别进行求解，而每个子问题

都具有闭式解析解．其次，证明了本文算法的收敛性．
最后，与文献［１４，１５］的对比实验结果表明，本文算法取
得较好的复原效果，在有效抑制阶梯效应的同时锐化

了图像边缘和纹理，并且本文算法速度较文献［１４］算法
明显提高．

２ 基于Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化的图像复原模
型及ＭＭ算法分析
本节主要研究文献［１４］所提出的 ＨｅｓｓｉａｎＳｃｈａｔｔｅｎ

范数正则项之间的相关性质，特别针对 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数
正则化图像复原模型及其ＭＭ算法，详细分析了 ＭＭ算
法的不足之处．为了便于以下分析，首先定义 Ｈｅｓｓｉａｎ算
子Η，作用于图像 ｆ的像素点（ｘ，ｙ）得到的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩
阵，定义为：

Ηｆ（ｘ，ｙ）＝
ｆｘｘ（ｘ，ｙ） ｆｘｙ（ｘ，ｙ）
ｆｙｘ（ｘ，ｙ） ｆｙｙ（ｘ，ｙ

[ ]） （３）

其中，ｆｉ，ｊ（ｘ，ｙ）＝
２ｆ（ｘ，ｙ）
ｉｊ

表示图像ｆ在像素点（ｘ，ｙ）

的２阶偏导数．
由于每一像素点（ｘ，ｙ）的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵是对称的，

可使用谱分解定理将Ηｆ（ｘ，ｙ）表示为

Ηｆ（ｘ，ｙ）＝Ｑ
λ１（ｘ，ｙ） ０
０ λ２（ｘ，ｙ

[ ]）ＱＴ （４）

其中，λ１（ｘ，ｙ）和λ２（ｘ，ｙ）为Ηｆ（ｘ，ｙ）的两个特征值，
Ｑ是由特征值对应的特征向量所构成的正交矩阵，
（·）Ｔ表示转置．

考虑图像每一像素点处 Ｈｅｓｓｉａｎ阵Ηｆ（ｘ，ｙ）的两
个特征值λ１（ｘ，ｙ）和λ２（ｘ，ｙ），我们定义向量λ（ｘ，ｙ）
＝（λ１（ｘ，ｙ），λ２（ｘ，ｙ））Ｔ∈Ｒ２．基于Ｈｅｓｓｉａｎ阵Ηｆ（ｘ，ｙ）
的对称性，文献［１４］充分考虑了Ηｆ（ｘ，ｙ）的特征值与
奇异值之间的性质，提出了Ｈｅｓｓｉａｎ阵Ｓｃｈａｔｔｅｎ范数正则
化项，定义为

Ｊｐ（ｆ）＝∫Ω Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓｐ
ｄｘｄｙ （５）

其中，Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓｐ
＝ λ（ｘ，ｙ

 

） ｐ表示 Ｈｅｓｓｉａｎ阵 Ηｆ
（ｘ，ｙ）的 ｐ阶 Ｓｃｈａｔｔｅｎ范数（简称为 Ｓｐ

 

范数），· ｐ表

示向量的ｐ范数，ｐ１．
根据定义式（５）知，Ｊｐ（ｆ）是一类凸的，尺度不变，平

移不变和旋转不变的正则化项．尤其地，我们得到如下
３种特殊的正则化项：当 ｐ＝１时，Ｊ１（ｆ）称为 Ｈｅｓｓｉａｎ核
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范数（Ｓ１范数）正则化项；当 ｐ＝２时，Ｊ２（ｆ）称为 Ｈｅｓｓｉａｎ
Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数（Ｓ２范数）正则化项；当 ｐ＝∞时，Ｊ∞（ｆ）
称为Ｈｅｓｓｉａｎ谱范数（Ｓ∞范数）正则化项．

我们可以证明 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化项 Ｊ１（ｆ）、Ｈｅｓ
ｓｉａｎＦｒｏｂｅｎｉｕｓ范数正则化项 Ｊ２（ｆ）和 Ｈｅｓｓｉａｎ谱范数正
则化项 Ｊ∞（ｆ）三者之间具有如下的不等式关系．

性质１ Ｊ∞（ｆ）≤Ｊ２（ｆ）≤Ｊ１（ｆ）≤槡２Ｊ２（ｆ）≤２Ｊ∞（ｆ）．
证明 根据式（５）中的定义及 Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓｐ
＝

λ（ｘ，ｙ

 

） ｐ，我们显然有

Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓ∞≤ Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓ２

≤ Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓ１

≤槡２Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓ２

≤２Ηｆ（ｘ，ｙ

 

） Ｓ∞

从而性质１得证．
基于性质 １中的不等式关系，本文主要研究 Ｈｅｓ

ｓｉａｎ核范数正则化项．因此，基于 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化
图像复原模型表示为：

ｆ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ∫Ω ｜ｇ－Ａｆ｜２ｄｘｄｙ＋μＪ１（ｆ           

）

Ｒ（ｆ）

（６）

针对模型（６），文献［１４］采用了 ＭＭ方法迭代构造
Ｒ（ｆ）的代理能量泛函，根据 ＭＭ方法的迭代思想，在第
ｋ次迭代时的ＭＭ算法将模型（６）转化成如下优化问题
进行求解：

ｚ（ｋ）＝ｆ（ｋ）＋β
－１ＡＴ（ｇ－Ａｆ（ｋ））

ｆ（ｋ＋１）＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ β∫Ω ｜ｆ－ｚ（ｋ）｜２ｄｘｄｙ＋μＪ１（ｆ           

）

Ｑ（ｆ，ｆ
（ｋ）

{
）

（７）
其中，β＞ ＡＴ

 

Ａ ，上标（ｋ）表示迭代次数．
由上可知，ＭＭ算法中计算 ｚ（ｋ）的步骤是一种梯度

下降求解过程，每一次迭代值 ｚ（ｋ）中都要计算一次
ＡＴＡｆ（ｋ）．由于线性空间不变模糊算子 Ａ的支集一般很
大，因此计算 ｚ（ｋ）的代价很高，从而导致 ＭＭ算法的代
价很高，表现出较慢的收敛速度．针对这个问题，本文
利用半二次正则化思想，首先给出 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则
化图像复原的解耦模型，进而设计一种快速复原算法．

３ 基于Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化图像复原的解
耦变分模型及快速算法

３．１ 解耦变分模型及模型分析

基于变分模型（６）中 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则项的不可
微性，本节将给出变分模型（６）的一个有效解耦变分模
型及其模型性质分析．采用优化中的变量分裂及二次
惩罚技巧［１５，１６］，首先引入辅助变量 ｕ作为原始变量 ｆ
的近似，将变量 ｆ从Ｊ１（ｆ）中分离出来，其次，增加一个

二次项对 ｕ和ｆ之间的差异进行惩罚，从而产生如下解
耦变分模型作为模型（６）的一个逼近：

（^ｆ，^ｕ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ，ｕ

Ｒ（ｆ，ｕ）＝∫Ω ｜ｇ－Ａｆ｜２ｄｘｄｙ
＋α∫Ω ｜ｆ－ｕ｜２ｄｘｄｙ
＋μＪ１（ｕ




















）

（８）
其中α０表示一个充分大的惩罚参数．

接下来，我们考虑模型（８）的离散形式．在本文中，
为了便于分析，我们将大小为 ｍ×ｎ数字图像表示为
大小为Ｎ＝ｍ×ｎ的向量形式．同时，我们假设图像满
足周期性边界条件，使用向前有限差分离散逼近图像

的２阶偏导数．
现在给出一些算子的离散定义形式，首先，定义离

散的Ｈｅｓｓｉａｎ算子Η：ＲＮ→Ｒ２×２×Ｎ，其中 Ｒ２×２×Ｎ＝｛Ｗ
＝（Ｗ１，Ｗ２，…，ＷＮ）｜Ｗｉ∈Ｒ２×２ｓｙｍ，ｉ＝１，２，…，Ｎ｝，Ｒ２×２ｓｙｍ
表示２×２实对称矩阵所构成的集合．记 Ｙ＝Ｒ２×２×Ｎ，
对于空间 Ｙ上的内积〈·，·〉Ｙ

 

和范数 · Ｙ定义如下：〈ｐ，

ｑ〉Ｙ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔｒ（ｐΤｉｑｉ）和

 

ｑＹ＝ 〈ｑ，ｑ〉槡 Ｙ．ｐ，ｑ∈Ｙ，其

中，ｔｒ（·）表示矩阵的迹．其次，定义Η 的共轭算子Η：
Ｙ→ＲＮ满足如下性质：〈ｐ，Ηｆ〉Ｙ＝〈Ηｐ，ｆ〉２，其中，
〈·，·〉２表示欧氏空间ＲＮ上的内积．

基于 Ｗ＝（Ｗ１，Ｗ２，…，ＷＮ）∈Ｙ的ｌ１－Ｓｐ范数定

义为

 

Ｗ １，ｐ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｗ

 

ｉＳｐ
，从而图像 ｆ的 Ｈｅｓｓｉａｎ核范

数正则化项的离散形式可以表示为：

Ｊ１（ｆ）＝∑
Ｎ

ｉ＝１

（Ηｆ）

 

ｉＳ１
＝ Η

 

ｆ１，１ （９）

因此，本文解耦变分模型（８）的离散形式表示为：

（^ｆ，^ｕ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ，ｕ

Ｒ（ｆ，ｕ）＝ ｇ－

 

Ａｆ２２
＋α ｆ－

 

ｕ ２
２

＋μ Η

 

ｕ １，

{ }
１

（１０）

其中，Ａ∈ＲＮ×Ｎ表示模糊矩阵，ｇ，ｆ和ｕ∈ＲＮ分别表示
观测图像，去模糊图像和最终复原图像．

针对模型（１０），我们有
ｍｉｎ
ｆ，ｕ
Ｒ（ｆ，ｕ）

＝ｍｉｎ
ｕ
ｍｉｎ
ｆ
｛ｇ－

 

Ａｆ２２＋α ｆ－

 

ｕ ２
２｝＋μ Η

 

ｕ １，{ }１

（１１）
且根据文献［１５］的引理 ２．１，我们得到当 ｆ＝（ＡＴＡ＋
αＩ）－１（ＡＴｇ＋αｕ）时，使得

ｍｉｎ
ｆ
｛ｇ－

 

Ａｆ２２＋α ｆ－

 

ｕ ２
２｝

＝（ｇ－Ａｕ）Ｔ（１
α
ＡＡＴ＋Ｉ）－１（ｇ－Ａｕ

             

）

Ｊ
α
（ｕ）

（１２）
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因此，模型（１０）等价于
ｕ^＝ａｒｇｍｉｎ

ｕ
｛Ｊα（ｕ）＋μ Η

 

ｕ １，１｝ （１３）

显然，当α→∞时，有 Ｊα（ｕ）→ ｇ－

 

Ａｕ ２
２，从而本

文解耦变分模型（１０）的解收敛于原始变分模型（６）的
解，验证了本文解耦变分模型的有效性．

针对模型（１０）的求解算法问题，本文将采用交替方
向迭代法对模型（１１）进行分步求解，同时，基于式（９）中
Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化项的离散定义形式，便于我们设
计如下有效的图像复原算法．
３．２ 联合迭代 Ｗｉｅｎｅｒ解卷积和快速投影梯度去噪

的快速复原算法

针对模型（１０），本文将结合交替方向迭代法将模型
（１０）分解成两个简单问题进行求解，并且每个子问题都
具有闭式解析解．即给定任意初始值 ｕ（０），分别固定 ｕ
和ｆ，采用交替方向法对模型（１０）进行迭代求解，分为
如下两个步骤：

（１）去模糊问题（ｆ子问题）：首先，固定 ｕ（ｋ－１），求
解 ｆ（ｋ）

ｆ（ｋ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｆ
｛ｇ－

 

Ａｆ２２＋α ｆ－ｕ（ｋ－１

 
） ２
２｝（１４）

（２）去噪问题（ｕ子问题）：其次，使用步骤（１）求得
的 ｆ（ｋ）来求解 ｕ（ｋ）

ｕ（ｋ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ
｛α ｆ（ｋ）－

 
ｕ ２
２＋μ Η

 

ｕ １，１｝ （１５）

因此，在模型（１０）中，本文算法将图像复原问题分
解成图像去模糊和图像去噪两个子问题，即首先计算

出去模糊图像 ｆ，再利用 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化方法对
图像 ｆ进行去噪处理，从而得到最终的复原图像 ｕ．

下面我们针对图像去模糊模型（１４）和去噪模型
（１５），分别给出相应的快速求解算法．
３．２．１ ｆ子问题的求解：迭代Ｗｉｅｎｅｒ解卷积

对于模型（１４），使得我们求解如下线性方程组：
（ＡＴＡ＋αＩ）ｆ（ｋ）＝ＡＴｇ＋αｕ（ｋ－１） （１６）

由于本文假设图像满足周期性边界条件，因此，模

糊矩阵 Ａ是带循环块的块循环（ＢｌｏｃｋＣｉｒｃｕｌａｎｔＣｉｒｃｌｕｌａｎｔ
Ｂｌｏｃｋ，ＢＣＣＢ）矩阵，可以被二维离散傅里叶变换矩阵对
角化，于是本文使用快速傅里叶变换（ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓ
ｆｏｒｍ，ＦＦＴ）求解 ｆ（ｋ），表示为：

ｆ（ｋ）＝Ｆ－１ Ｆ
（Ａ）Ｆ（ｇ）＋αＦ（ｕ（ｋ－１））
Ｆ（Ａ）Ｆ（Ａ）＋( )

α
（１７）

其中，（·）表示复共轭，表示点乘运算符，除法也是逐
点除法运算，Ｆ和 Ｆ－１分别表示傅里叶变换和逆傅里叶
变换算子．
３．２．２ ｕ子问题的求解：快速投影梯度去噪

对于模型（１５），我们设计一种快速投影梯度算法来
求解（１５）的最优解．

根据文献［１４］的引理１可知，式（９）中的 Ｈｅｓｓｉａｎ核

范数正则化项可等价表示成：

Η

 

ｕ １，１＝ｍａｘ
ω∈Ｂ∞，∞

〈Ηｕ，ω〉Ｙ＝ｍａｘ
ω∈Ｂ∞，∞

〈ｕ，Ηω〉２ （１８）

其中，Ｂ∞，∞＝｛ω＝（ω１，ω２，…，ωＮ）｜ω
 

ｉＳ∞≤１，ｉ＝
１，…，Ｎ｝表示 ｌ∞－Ｓ∞单位范数球．

因此，使用式（１８），我们可将模型（１５）转化成如下
等价的约束优化问题：

ｕ（ｋ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｕ∈Ｓ

１
２ ｆ（ｋ）－

 

ｕ ２
２＋τ ｍａｘ

ω∈Ｂ∞，∞
〈ｕ，Ηω〉{ }２

（１９）
其中，Ｓ是凸集，主要约束图像解的范围，τ＝μ／２α．

令 Ｌ（ｕ，ω）＝
１
２ ｆ（ｋ）－

 

ｕ ２
２＋τ〈ｕ，Ηω〉２，由于

Ｌ（ｕ，ω）关于 ｕ严格凸，关于ω 严格凹，因此，模型
（１９）等价于寻找一对鞍点（ｕ（ｋ），^ω）求解如下的极小极
大化问题：

ｍｉｎ
ｕ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｂ∞，∞

Ｌ（ｕ，ω）＝Ｌ（ｕ（ｋ），^ω）＝ｍａｘ
ω∈Ｂ∞，∞

ｍｉｎ
ｕ∈Ｓ
Ｌ（ｕ，ω）

（２０）
由于 Ｌ（ｕ，ω）可等价表示为：

Ｌ（ｕ，ω）＝
１
２ ｕ－（ｆ（ｋ）－τΗω

 

）２
２

＋１２ ｆ（ｋ

 

） ２
２－
１
２ ｆ（ｋ）－τΗ

 

ω
２
２ （２１）

从而我们求解 ｕ（ｋ）表示为：
ｕ（ｋ）＝ａｒｇｍｉｎ

ｕ∈Ｓ
ｍａｘ
ω∈Ｂ∞，∞

Ｌ（ｕ，ω{ }） ＝ＰＳ（ｆ（ｋ）－τΗω^）

（２２）
其中，ＰＳ表示凸集Ｓ上的正交投影算子，^ω是如下对偶
问题的极大值点，表示为：

ω^＝ａｒｇｍａｘ
ω∈Ｂ∞，∞

ｈ（ω）＝Ｌ（ＰＳ（ｆ（ｋ）－τΗω），ω{ }）

（２３）
由于原始去噪模型（１５）中目标函数是不可微的，而

对偶模型（２３）中目标函数 ｈ（ω）是可微的且具有连续
的Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ梯度，根据文献［５］可知，ｈ（ω）的梯度表示
为：

ｈ（ω）＝τΗＰＳ（ｆ（ｋ）－τΗω） （２４）
基于以上分析，我们知模型（２３）可以通过梯度上升

法来求解．为了提高算法的收敛速度，本文使用Ｎｅｓｔｅｒｏｖ
迭代算法［１７］来求解模型（２３）．同时，使用 ｌ∞ －Ｓ∞单位
范数球 Ｂ∞，∞上的正交投影算子 ＰＢ∞，∞获得模型（２３）的
最优解ω^．对于ω＝（ω１，ω２，…，ωＮ）∈Ｙ，我们得到
ＰＢ∞，∞（ω）＝［ＰＢＳ∞（ω１），ＰＢＳ∞（ω２），…，ＰＢＳ∞（ωＮ）］，即使

用正交投影算子 ＰＢＳ∞将ω 中的每一个子矩阵ωｉ∈

Ｒ２×２ｓｙｍ，ｉ＝１，２，…，Ｎ投影到Ｓ∞单位范数球 ＢＳ∞ ＝｛ｖ∈
Ｒ２×２ｓｙｍ ｜

 

ｖＳ∞≤１｝．其中，正交投影 ＰＢＳ∞（ωｉ）的具体操作

步骤如下：
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（１）对每一个矩阵ωｉ∈Ｒ２×２ｓｙｍ进行奇异值分解，表示为

ωｉ＝ＵｉΣｉＶＨｉ，其中Σｉ＝ｄｉａｇ（σ（ωｉ））＝
σ１（ωｉ） ０
０ σ２（ωｉ

[ ]）
和σ（ωｉ）＝

σ１（ωｉ）

σ２（ωｉ
[ ]），σ１（ωｉ）和σ２（ωｉ）是ωｉ的两个奇

异值，（·）Ｈ表示共轭转置；

（２）将向量σ（ωｉ）正交投影到 ｌ∞单位范数球 Ｂ∞＝
｛ｗ∈Ｒ２｜

 

ｗ ∞≤１｝，记为 ＰＢ∞（σ（ωｉ））＝ｍｉｎ｛σ（ωｉ），

１｝，其中１＝（１，１）Τ∈Ｒ２；
（３）ＰＢＳ∞（ωｉ）＝Ｕｉｄｉａｇ（ＰＢ∞（σ（ωｉ）））Ｖ

Ｈ
ｉ．

综上所述，首先计算对偶模型（２３）的解ω^，其次使
用式（２２）即可求得原始去噪模型（１５）的最优解 ｕ（ｋ）．

从而，针对Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化图像复原问题，本
文设计的联合迭代Ｗｉｅｎｅｒ解卷积和快速投影梯度去噪
（ＩｔｅｒａｔｉｖｅＷｉｅｎｅｒＤｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎａｎｄＦａｓｔＰｒｏｊｅｃｔｅｄＧｒａｄｉｅｎｔ
Ｄｅｎｏｉｓｉｎｇ，ＩＷＤＦＰＧ）的快速复原算法如算法１所列．

算法１ ＩＷＤＦＰＧ快速复原算法
步骤１：输入
ｇ，Ａ，Η，α，μ＞０，τ＝μ／２α，γ＞ Η

 

Η ，ε＞０，Ｍａｘｉｔｅｒ．设置 ｋ＝１
和 ｍ＝１，初始化 ｕ（０）＝０和ｖ（１）＝ω（０）＝０，ｔ１＝１．

步骤２：计算 ｆ（ｋ）＝Ｆ－１ Ｆ
（Ａ）Ｆ（ｇ）＋αＦ（ｕ（ｋ－１））
Ｆ（Ａ）Ｆ（Ａ）＋( )

α
．

步骤３：使用快速投影梯度算法［５］计算 ｕ（ｋ）：
ｗｈｉｌｅｍ＜Ｍａｘｉｔｅｒｄｏ

ω
（ｍ）←ＰＢ∞，∞（ｖ

（ｍ）＋１
τγ
ΗＰＳ（ｆ（ｋ）－τΗｖ（ｍ）））；

ｔｍ＋１←
１＋ １＋４ｔ２槡 ｍ

２ ；

ｖ（ｍ＋１）←ω（ｍ）＋
ｔｍ－１
ｔｍ＋１

（ω
（ｍ）－ω（ｍ－１））；

ｅｎｄｄｏ
计算 ｕ（ｋ）＝ＰＳ（ｆ（ｋ）－τＨω^）．

步骤４：若‖
ｕ（ｋ＋１）－ｕ（ｋ）‖２
‖ｕ（ｋ＋１）‖２

＜ε，结束算法．否则，令 ｋ＝ｋ＋１算法转

至步骤２．
步骤５：输出 ｕ^：模型（１０）的最优解．

３．３ 算法收敛性分析

本节我们将给出本文 ＩＷＤＦＰＧ算法的收敛性结论．
为便于分析，我们引入以下定义．定义算子 Ｓｔ：ＲＮ→ＲＮ

和ｈｐ：ＲＮ→ＲＮ．根据式（１４）、（１５），记算法１产生的序列
｛（ｆ（ｋ），ｕ（ｋ））｝分别为 ｆ（ｋ）＝Ｓｔ（ｕ（ｋ－１））＝（ＡＴＡ＋αＩ）－１

（ＡＴｇ＋αｕ（ｋ－１））和 ｕ（ｋ）＝ｈｐ（ｆ（ｋ）），因此，定义合成算
子 Ｔ（·）ｈｐ（Ｓｔ（·）），我们可得 ｕ（ｋ）＝ｈｐ（Ｓｔ（ｕ（ｋ－１）））
＝Ｔ（ｕ（ｋ－１））．对于任意的初始点 ｕ（０），下证｛ｕ（ｋ）｝收敛
于 ｕ^．

首先，根据文献［１６］的引理１和引理２，算子 Ｓｔ和 ｈｐ
是非扩张的，算子 Ｔ也是非扩张的．其次，由于优化问题

（１０）中的目标函数严格凸、下半连续以及强制，它存在唯
一最小解．设珘ｕ是 Ｔ的任一不动点，所以珘ｕ＝Ｔ（珘ｕ）．同
时，根据文献［４］中的定理３４，由算子 Ｔ的非扩张性，我
们可得序列 ｕ（ｋ{ }） 落在一个紧区域内，因此至少存在一
个极 限 点 ｕ^，使 得 ｌｉｍ

ｊ→∞
ｕ（ｋｊ）＝ ｕ^，又 ｕ（ｋ）－珘

 

ｕ ２＝

Ｔ（ｕ（ｋ－１））－Ｔ（珘ｕ

 

）２）≤ ｕ（ｋ－１）－珘
 

ｕ ２，所以，

ｌｉｍ
ｋ→∞

ｕ（ｋ）－珘

 

ｕ ２＝ｌｉｍ
ｊ→∞
ｕ（ｋｊ）－珘

 

ｕ ２＝ ｕ^－珘

 

ｕ ２ （２５）

同时，由 Ｔ的连续性，我们有 Ｔ（^ｕ）＝ｌｉｍ
ｊ→∞
Ｔ（ｕ（ｋｊ））＝

ｌｉｍ
ｊ→∞
ｕ（ｋｊ＋１）＝ｕ^，即得 Ｔ（^ｕ）也是序列 ｕ（ｋ{ }） 的一个极限点，

且 ｕ^是 Ｔ的不动点．由不动点珘ｕ的任意性，取珘ｕ＝ｕ^，代入
式（２５）中，得ｌｉｍ

ｋ→∞
ｕ（ｋ）－

 

ｕ^ ２＝０，即 ｕ（ｋ{ }） 收敛于 ｕ^．

综上所述，对于任意给定的初始点 ｕ（０），算法 １产
生的序列 ｕ（ｋ{ }） 收敛于模型（１０）的解．

４ 数值实验与分析

在本节中，我们采用仿真实验测试本文快速复原

算法 ＩＷＤＦＰＧ对于图像复原问题的性能．对于本文提出
的基于 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化的快速图像复原算法
ＩＷＤＦＰＧ（简记为ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ），将其与文献［１４］中相应
的基于ＭＭ算法的 Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化方法（简记为
ＨＳ１ＭＭ［１４］）和文献［１５］中的快速 ＴＶ正则化方法（简记
为ＦａｓｔＴＶ［１５］）进行比较．

本文采用峰值信噪比（ＰｅａｋＳｉｇｎａｌｔｏＮｏｉｓｅＲａｔｉｏ，
ＰＳＮＲ）作为衡量图像复原效果的评价指标，量化说明各
算法的性能，定义为：

ＰＳＮＲ＝１０ｌｏｇ１０
ｍａｘ
ｉ，ｊ
｜ｆ０（ｉ，ｊ）｜２

１
ｍｎ ｆ０－^

 

ｆ２






Ｆ

（２６）

其中，ｆ０和 ｆ^∈Ｒｍ×ｎ分别表示原始图像和复原图像， 

· Ｆ表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．
４．１ 实验设置

本文实验图像如图１所示，我们均将图像的灰度值
范围转化至［０，１］．在实验中，我们使用３种模糊核来产
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生模糊图像，分别是大小为７×７和标准差为４的高斯
模糊核，大小为９×９的均值模糊核，大小为１９×１９的
运动模糊核．最后，我们加入标准差为０００１的零均值
高斯白噪声来产生最终的退化图像．

为保证各算法之间比较的公平性，实验中，我们均

将图像的灰度值范围限制在 Ｓ＝｛ｆ∈ＲＮ｜ｆｉ∈［０，１］，

ｉ＝１，…，Ｎ｝．其次，对于每一种正则化复原算法，算
法的终止条件均设置为 ｆ（ｋ＋１）－ｆ（ｋ

 

）
２／ｆ（ｋ＋１

 

）
２＜

１×１０－４，对于正则化参数的选取，常用的方法有经验
法，Ｌ曲线法和交叉验证法，本文中我们使用经验法，即
选择正则化参数使得该正则化方法取得最好的图像峰

值信噪比．因此，在本文算法中，我们设置算法终止条
件参数ε＝１×１０－４，其中，快速投影梯度去噪算法中的
最大迭代次数Ｍａｘｉｔｅｒ＝１０．

实验采用的计算机硬件环境为 ＩｎｔｅｌＸｅｏｎＣＰＵ
２６７ＧＨｚ、内存 ４ＧＢ，软件环境为 ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＷｉｎｄｏｗｓ７、
ＭＡＴＬＡＢ７１０．
４．２ 实验结果比较与分析

本节详细给出了各算法对测试图像在不同退化条

件下复原结果的分析和比较．表１列出了各算法对测试
图像进行复原得到的客观评价指标 ＰＳＮＲ值，及算法的
迭代次数（Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ）和运行时间（Ｔｉｍｅ）．从表１中，我们
看到本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法得到复原图像的ＰＳＮＲ总是
最大的，明显优于 ＦａｓｔＴＶ［１５］和 ＨＳ１ＭＭ［１４］算法的复原
效果，而 ＦａｓｔＴＶ［１５］算法总是表现最差的图像 ＰＳＮＲ．其
次，本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法仅需最少的迭代次数即能获
得最大的图像 ＰＳＮＲ，而 ＨＳ１ＭＭ［１４］算法则需要最多的
迭代次数并且需要最多的运行时间，其迭代次数是

ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法的 ４～８倍之多，而算法运行时间是
ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法的６～９倍之多，计算代价最大，尽管
ＦａｓｔＴＶ［１５］算法表现出最差的图像 ＰＳＮＲ，但是其仅需最
少的运行时间．对于正则化图像复原问题来说，多花费
些算法运行时间而获得一个相对较好的图像 ＰＳＮＲ是
有意义的，进而充分表明了本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ快速复原
算法的高效性．

为了从视觉上更直观地感受各算法的复原效果，

图２３（ａ）分别显示了经均值模糊和高斯噪声退化的
Ｃｅｌｌ图像，经运动模糊和高斯噪声退化的 Ｂｏａｔ图像；图
２３（ｂ）～（ｄ）分别显示了经 ＦａｓｔＴＶ［１５］，ＨＳ１ＭＭ［１４］及本
文ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法得到的复原图像．如图２（ｂ）～（ｄ）
所示，ＦａｓｔＴＶ［１５］算法虽然能保持 Ｃｅｌｌ图像中的边缘，但
是在图像的平滑区域产生了阶梯效应，对 Ｃｅｌｌ图像中
丝状结构和纹理的保持效果不好，而本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ
算法与 ＨＳ１ＭＭ［１４］算法均能较好地保持 Ｃｅｌｌ图像中的
丝状结构和边缘，同时可以有效地抑制阶梯效应，其

中，本文算法表现出更好的丝状结构和边缘保持能力．
同时，如图３（ｂ）～（ｄ）所示，ＦａｓｔＴＶ［１５］算法能较好地保
持Ｂｏａｔ图像中的边缘，但是在 Ｂｏａｔ图像的“天空”和“草
地”等区域产生了严重的阶梯效应，图像中的线状和杆

状特征不能得到有效保持，ＨＳ１ＭＭ［１４］算法可以有效地
抑制阶梯效应，同时可较好地保持线状和杆状特征，但

是在背景和平坦区域仍然残留一些噪声，而本文 ＨＳ１
ＩＷＤＦＰＧ算法有效地消除了噪声，抑制了阶梯效应，较好
地保持线状和杆状特征，同时更好地保持边缘锐利和

纹理细节清晰，充分展示了本文算法的视觉复原效果，

再次证明本文算法对图像复原问题的有效性．
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表１ 各算法的ＰＳＮＲ（ｄＢ），迭代次数Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ和运行时间Ｔｉｍｅ（ｓ）结果比较

模糊核类型 高斯模糊 均值模糊 运动模糊

ＰＳＮＲ Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ Ｔｉｍｅ ＰＳＮＲ Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ Ｔｉｍｅ ＰＳＮＲ Ｉｔｅｒａｔｉｏｎ Ｔｉｍｅ
Ｂａｒｂａｒａ

退化图像 ２４．０８ ２２．５７ ２０．０６
ＦａｓｔＴＶ［１５］ ３１．１２ ９３ ３．５７ ３０．６０ １０５ ３．９６ ３１．７４ ９７ ３．８５
ＨＳ１ＭＭ［１４］ ３１．２５ ２６１ ６０．５６ ３０．６９ ２８６ ６６．５３ ３１．７８ ３１８ ７３．２３
ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ ３１．３３ ４０ ８．７８ ３０．８１ ４８ ９．７５ ３１．９１ ７０ １２．７６

Ｂｏａｔ
退化图像 ２４．１７ ２２．７２ ２０．５６
ＦａｓｔＴＶ［１５］ ３４．０６ ９４ ３．８５ ３２．９６ １０５ ４．０１ ３３．７７ １０５ ４．３７
ＨＳ１ＭＭ［１４］ ３４．８５ ２３９ ５４．８３ ３３．５２ ２６４ ６１．２５ ３４．４６ ３０４ ７１．６２
ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ ３４．９２ ４７ ９．８４ ３３．６４ ５１ １０．３４ ３４．６６ ６５ １２．２５

Ｃｅｌｌ
退化图像 ２５．８４ ２４．４０ ２２．４１
ＦａｓｔＴＶ［１５］ ３３．２５ １１６ ３．９８ ３２．２７ １４１ ４．９５ ３３．５２ １１４ ３．７９
ＨＳ１ＭＭ［１４］ ３３．６９ ３０９ ５８．３３ ３２．５２ ３５８ ６７．５３ ３４．０１ ３６０ ６７．５６
ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ ３３．７２ ５９ １０．４２ ３２．７１ ８７ １２．７９ ３４．０４ ５７ ８．９７

Ｌｅｎａ
退化图像 ２３．３７ ２１．８１ １９．７２
ＦａｓｔＴＶ［１５］ ３２．０１ １０５ ４．６５ ３１．３５ １１７ ４．８４ ３３．２５ １０５ ４．１０
ＨＳ１ＭＭ［１４］ ３２．２１ ２８７ ６８．３８ ３１．４６ ３２１ ７４．２４ ３３．５８ ３１４ ７２．９３
ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ ３２．５５ ３７ ８．００ ３１．８７ ４６ ９．２５ ３３．９５ ６８ １２．４３

Ｐｅｐｐｅｒｓ
退化图像 ２３．４９ ２１．６７ １８．７２
ＦａｓｔＴＶ［１５］ ３４．４２ １００ ３．９５ ３３．４１ １１７ ４．６２ ３４．５８ １１１ ４．６０
ＨＳ１ＭＭ［１４］ ３４．６３ ２４４ ５８．４８ ３３．６５ ２８５ ６６．２４ ３４．５９ ３１８ ７５．８６
ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ ３４．７１ ３７ ８．５２ ３３．８７ ５０ １０．５５ ３４．８８ ６３ １２．９０

为了更明显地体现本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法与 Ｆａｓｔ
ＴＶ［１５］，ＨＳ１ＭＭ［１４］算法之间的收敛性差异，图４分别显
示了各算法对 Ｌｅｎａ图像在高斯模糊情况下的图像
ＰＳＮＲ和相对偏差（ｒｅｌａｔｉｖｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ，本文使用的计算公

式为
ｆ（ｋ＋１）－ｆ（ｋ

 

）
２

ｆ（ｋ＋１

 

）
２
）与迭代次数之间的变化关系图．

如图４（ａ）所示，本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法仅需最少的迭
代次数即可得到最大的图像 ＰＳＮＲ，而 ＨＳ１ＭＭ［１４］算法
得到的图像ＰＳＮＲ不仅小于 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法的 ＰＳＮＲ，
而且其所需的迭代次数是 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法的 ８倍左
右，计算代价太大．同时，如图 ４（ｂ）所示，我们可以看
出，本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法与 ＦａｓｔＴＶ［１５］，ＨＳ１ＭＭ［１４］算
法相比，ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法的收敛速度最快，仅需最少
的迭代次数就能达到收敛，而ＨＳ１ＭＭ［１４］算法的收敛速
度最慢，进一步说明了本文 ＨＳ１ＩＷＤＦＰＧ算法的高效
性．

５ 结论

本文针对Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化图像复原问题，利
用半二次正则化思想，以及变量分裂和线性空间不变

模糊算子的结构性，提出了一种交替迭代最小的快速

复原算法．该算法将图像复原问题分解成去模糊、去噪

７００２第 １０ 期 刘鹏飞：基于Ｈｅｓｓｉａｎ核范数正则化的快速图像复原算法



问题进行分步求解，其中，去模糊问题采用迭代 Ｗｉｅｎｅｒ
解卷积进行求解，而去噪问题采用快速投影梯度算法

进行求解．其次，给出了本文算法的收敛性分析．与 Ｆａｓｔ
ＴＶ正则化方法和最新的 ＨＳ１ＭＭ方法相比，本文 ＨＳ１
ＩＷＤＦＰＧ算法在峰值信噪比方面取得更好的效果，减少
了复原图像中的阶梯效应，锐化了图像边缘和纹理．同
时，相比于ＨＳ１ＭＭ方法，本文算法降低了算法复杂度，
减少了算法的迭代次数和运行时间．实验结果验证了
本文算法的有效性．
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