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摘 要： 将精细积分方法与谱单元法结合，对含有各向异性介质的波导介质层光子带隙（ＰＢＧ）结构的传输特性
进行了研究．从矢量波动方程相对应的单变量变分形式出发，对含有各向异性介质波导横截面采用谱单元进行离散，
引入对偶变量，将单变量变分原理导入到哈密顿体系，利用精细积分法求出出口刚度矩阵．数值算例将半解析谱元法
与常规有限元法、半解析有限元法进行了比较，表明本文方法具有高精度、高效率的特点，而且计算精度随着谱单元阶

数的增加呈指数增长．
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１ 引言

光子带隙（ＰｈｏｔｏｎｉｃＢａｎｄＧａｐ，ＰＢＧ）结构，又称为光
子晶体，是由不同折射率的介质周期性排列而成的人工

微结构．在 ＰＢＧ结构中，由于某些波段的电磁波在经过
周期性介质散射后，它们的强度会迅速衰减，无法继续

传播，从而形成光子禁带［１］．光子禁带的存在，产生了许
多全新的物理性质，使得光子晶体具有非常广阔的应用

前景．近些年，随着各向异性介质在微波、毫米波、光学、
隐身技术等方面的广泛应用，含各向异性介质材料的光

子带隙结构也就成为人们密切关注和研究的热点［２～４］．
计算光子晶体禁带的数值模拟方法有很多，常用的

有时域有限差分法（ＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＴｉｍｅＤｏｍａｉｎＭｅｔｈｏｄ，
ＦＤＴＤ），传输矩阵法（ＴｒａｎｓｆｅｒＭａｔｒｉｘＭｅｔｈｏｄ，ＴＭＭ），平面
波展开法（ＰｌａｎｅＷａｖｅＭｅｔｈｏｄ，ＰＷＭ），有限元法（Ｆｉｎｉｔｅ
ＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）等．文献［５，６］中利用 ＦＤＴＤ方法对
矩形波导介质层 ＰＢＧ结构的阻带特性进行了数值分
析，这种方法可以计算复杂几何结构和复杂介质的电磁

散射，但需要有足够多的迭代步数，否则散射参数曲线

会有很大的震荡．文献［７］用ＴＭＭ研究分析了一维超导
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光子晶体的带隙特性以及不同参数对光子带隙结构的

影响，这种方法特别适合求解多层周期性交替排列介

质的问题，但对于层数较多的有耗介质，计算矩阵会指

数增长，导致计算量急剧增加．文献［８］采用 ＰＷＭ研究
了一维全息光子晶体的禁带特性，得到了有关入射光

角度对禁带影响的结论，但这种算法求解二维或三维

问题会比较困难，收敛一般较慢．文献［９］应用 ＦＥＭ分
析了电磁波在光子晶体光纤中的传播，该方法可用于

横截面是任意不规则形状的情况，适用范围很广，但这

种方法采用的单元通常为低阶单元，低阶有限元法会

出现数值发散现象，要想得到高精度的计算数据，就需

要精细网格单元或者提高单元阶数，精细单元会导致

计算量的大幅增加，传统的高阶有限单元则会产生虚

假解．文献［１０］将半解析有限元法运用到 ＰＢＧ滤波器
的分析计算中，有效地避免了计算量随波导长度的增

加而增加，具有高精度的特点．文献［１１，１２］提出将精细
积分法与谱元法相结合，模拟了一维光子晶体和电磁

带隙滤波器的透射特性，极大地缩短了计算时间，提高

了计算精度，计算误差随着谱单元阶数的增加呈指数

衰减，但只考虑了各向同性介质的情况．
本文将半解析谱元法推广应用到 ＰＢＧ结构中含各

向异性介质的情形．谱单元是一种能达到谱精度的离
散方法，而且不用细化网格便可获得收敛性，既能提高

计算精度，又能保证计算效率．精细积分是一种高效、
精确的积分方法，其计算精度可以超过现有计算机字

长所决定的精度范围，即可近似于解析解．从矢量波动
方程相对应的单变量变分形式出发，对横截面采用谱

单元进行离散，得到各向异性介质情形下系数矩阵的

表达式，沿纵向利用精细积分，最终对问题进行半解析

求解．文中模拟了含各向异性介质的矩形波导介质层
ＰＢＧ结构的传输特性，并与常规有限元法以及半解析有
限元法进行了对比分析，表明了本文方法高精度、高效

率的特点，而且计算精度随着谱单元阶数的增加呈指

数增长．

２ 基本原理

２１ 含各向异性介质波导的变分原理

考虑如图１所示的由空气层和介质层沿纵向交替
排列所组成的ＰＢＧ结构．对每一层而言，沿纵向的几何
尺寸和材料性质是均匀的，每一层可视为一个子结构．
图２给出了一个子结构的示意图，其横截面为Ω，两端
的坐标分别为 ｚａ和ｚｂ．

对于每一个子结构，考虑齐次边界条件以及各向

异性介质的情形，与矢量波动方程相对应的单变量变

分原理为［１３］

Π（Ｅ）＝
１
２∫

ｚｂ

ｚａΩ

［（×Ｅ）·［μ］－１·（×Ｅ）

－ｋ０２Ｅ·［ε］·Ｅ］ｄΩｄｚ，

δΠ（Ｅ）＝０ （１）
其中，Ｅ为电场强度，ｋ０为自由空间波数，［μ］表示介质
的相对导磁系数，［ε］表示介质的相对介电常数，Ω 表

示横截面．对于各向异性介质，若相对介电系数和相对
导磁系数张量是对称的，则通过坐标旋转总可以将它

们变换成对角张量，可表示为

［ε］＝
εｘ ０ ０
０ εｙ ０
０ ０ ε









ｚ

，［μ］＝
μｘ ０ ０
０ μｙ ０
０ ０ μ









ｚ

（２）

用［εｔ］，［μｔ］分别表示相对介电系数和相对导磁系数的

横向张量，即

［εｔ］＝
εｘ ０
０ ε[ ]

ｙ
，［μｔ］＝

μｘ ０
０ μ

[ ]
ｙ

（３）

将式（１）中的变量 Ｅ拆分为横向分量Ｅｔ与纵向分量Ｅｚ，
同时拆分矢量算子，并将考虑式（３），变分形式可以
重新表示为

Π＝
１
２∫

ｚｂ

ｚａ∫Ω （ｔ×Ｅｔ）·［μｔ］１·（ｔ×Ｅｔ[ ）

＋１
μｚ
（ｔＥｚ）·（ｔＥｚ）＋Ｅｔ·［μｔ］－１·Ｅｔ

－（ｔＥｚ）·［μｔ］－１·Ｅｔ－Ｅｔ·［μｔ］－１·（ｔＥｚ）

－ｋ２０Ｅｔ·［εｔ］·Ｅｔ－ｋ２０εｚＥｚ·Ｅｚ］ｄΩｄｚ

（４）

２２ 谱单元的构造及横截面离散

由于子结构沿纵向是均匀的，只需对横截面进行

有限元离散，这里采用谱单元方法．谱单元采用 Ｇａｕｓｓ
ＬｏｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ（ＧＬＬ）多项式零点作为插值结点．如图３
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所示，在参考域（ξ，η）∈［－１，１］×［－１，１］内，二维标
量谱单元的 Ｍ阶基函数为

Ｎｅｚ（ξ，η）＝φ
（Ｍ）
ｍ （ξ）φ

（Ｍ）
ｐ （η） （５）

二维矢量谱单元的基函数包括两个分量

Ｎｅｔξ（ξ，η）＝ξ^φ
（Ｍ－１）
ｍ （ξ）φ

（Ｍ）
ｐ （η） （６）

Ｎｅｔη（ξ，η）＝η^φ
（Ｍ）
ｍ （ξ）φ

（Ｍ－１）
ｐ （η） （７）

其中，Ｍ是谱单元插值函数的阶数，

φ
（Ｍ）
ｍ （ξ）＝

－（１－ξ
２）Ｌ′Ｍ（ξ）

Ｍ（Ｍ＋１）ＬＭ（ξｍ）（ξ－ξｍ）
，

ｍ＝０，…，Ｍ （８）
ＬＭ（ξ）是 Ｍ阶Ｌｅｇｅｎｄｒｅ多项式，ξｍ是第ｍ个 ＧａｕｓｓＬｏ
ｂａｔｔｏＬｅｇｅｎｄｒｅ积分点，其值为（１－ξ

２）Ｌ′Ｍ（ξ）＝０的根，

φ
（Ｍ）
ｐ （η）与φ

（Ｍ）
ｍ （ξ）是不同坐标下的表示．

谱单元的插值点是非等距的结点，越靠近谱单元

的边界，插值点的密度越大，这样可以有效地避免众所

周知的龙格现象．另外，谱单元能达到谱精度，数值误
差随着单元阶数的增加以指数的形式进行衰减［１４］．

分别用二维矢量和标量谱单元离散每个单元内部

的横向场分量和纵向场分量，可以得到

Π＝
１
２∫

ｚｂ

ｚａ
［ＥＴｔＭ１Ｅｔ＋ＥＴｚＭ２Ｅｚ

＋ＥＴｔＭ３Ｅｔ－ＥＴｔＭ４Ｅｚ
－ＥＴｚＭ４Ｅｔ］ｄｚ

（９）

其中系数矩阵

Ｍ１＝∑
Ｎ

ｅ＝１Ωｅ

１
μｚ
［ｔ×Ｎｅｔ］·［ｔ×Ｎｅｔ］[ Ｔ

－ｋ２０Ｎｅｔ·［εｔ］·［Ｎｅｔ］ ]Ｔ ｄΩ
（１０）

Ｍ２＝∑
Ｎ

ｅ＝１Ωｅ

［［ｔＮｅｚ］·［μｔ］－１·［ｔＮｅｚ］Ｔ

－ｋ２０εｚＮｅｚ·［Ｎｅｚ］Ｔ］ｄΩ

（１１）

Ｍ３＝∑
Ｎ

ｅ＝１Ωｅ

［Ｎｅｔ·［μｔ］－１·［Ｎ
ｅ
ｔ］
Ｔ］ｄΩ （１２）

Ｍ４＝∑
Ｎ

ｅ＝１Ωｅ

［Ｎｅｔ·［μｔ］－１·［ｔＮｅｚ］Ｔ］ｄΩ （１３）

这里 Ｎ表示横截面上单元的个数．当介电系数和
导磁系数张量的各个分量相等时，就过渡到各向同性

介质的情况．
完成对 Ｅｅｚ的变分，可得变分原理为

Π＝
１
２∫

ｚｂ

ｚａ
［ＥｔＴＫ１１Ｅｔ＋ＥｔＴＫ２２Ｅｔ］ｄｚ，

δΠ（Ｅｔ）＝０

（１４）

其中

Ｋ１１＝Ｍ１，Ｋ１２＝Ｋ２１＝０，

Ｋ２２＝Ｍ３－Ｍ４Ｍ－１２ ＭＴ４
（１５）

Π又被称为区段的电磁势能．区段的电磁势能应
该是两端切向电场向量的二次型函数，可表示为

Π（Ｅｔａ，Ｅｔｂ）＝ＥＴｔａＫａａＥｔａ／２

＋ＥＴｔｂＫｂａＥｔａ
＋ＥＴｔｂＫｂｂＥｔｂ／２

（１６）

其中 Ｋａａ、Ｋｂａ和Ｋｂｂ是子结构的出口刚度矩阵．求出出口
刚度矩阵后就可以将各个子结构的出口刚度阵进行组

装，进而求出总的刚度矩阵．
２３ 沿纵向利用精细积分半解析求解

精细积分算法是一种处理一阶微分方程组的有效

方法，其计算精度可以超过现有计算机字长所决定的

精度范围，即认为可以得到了计算机上的解析解．为了
求解出口刚度阵 Ｋａａ、Ｋｂａ和Ｋｂｂ，这里引入对偶变量，将
问题导向Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系，从而利用精细积分对问题进行
求解．令

ｑ＝Ｅｔ，ｐ＝Ｅｔ （１７）
则变分原理（１４）式可以写成

Π＝∫
ｚｂ

ｚａ
ｐＴｑ－Ｈ（ｑ，ｐ[ ]）ｄｚ，δΠ＝０ （１８）

其中

Ｈ（ｑ，ｐ）＝ｐＴＤｐ／２＋ｐＴＡｑ－ｑＴＢｑ／２ （１９）
其系数矩阵 Ａ、Ｂ、Ｄ为

Ｂ＝Ｋ１１，Ａ＝０，Ｄ＝Ｋ－１２２ （２０）
显然，Ｈ（ｑ，ｐ）为 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数，也称为区段混合能密
度．

通过对区段势能的Ｌｅｇｅｎｄｒｅ变化，引入区段混合能

Γ，它也是两端变量的二次型函数，可表示为

Γ（ｑａ，ｐｂ）＝－ｑＴａＱｑａ／２＋ｐＴｂＦｑａ
＋ｐＴｂＧｐｂ／２

（２１）

其中，Ｑ、Ｆ、Ｇ为混合能的系数矩阵．出口刚度矩阵
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Ｋａａ、Ｋｂａ、Ｋｂｂ，与 Ｑ、Ｆ、Ｇ可以相互转化．
区段混合能系数矩阵 Ｑ、Ｆ、Ｇ与区段混合能密度

系数矩阵Ａ、Ｂ、Ｄ之间满足黎卡提微分方程，利用精细
积分法求解黎卡提微分方程，可以求出混合能系数矩

阵 Ｑ、Ｆ、Ｇ后，再根据 Ｑ、Ｆ、Ｇ与Ｋａａ、Ｋｂａ和Ｋｂｂ的关
系，便可以求出出口刚度矩阵 Ｋａａ、Ｋｂａ和Ｋｂｂ．具体求解
黎卡提微分方程的精细积分过程请参见文献［１５］中的
详细描述，在此就不再过多赘述．

通常用 Ｓ１１＝２０ｌｇ｜Ｒ｜（ｄＢ）和 Ｓ２１＝２０ｌｇ｜Ｔ｜（ｄＢ）来
表示反射系数与透射系数．如果考虑入射能量的损耗，
根据能量守恒定律，假设不存在损耗介质，入射能量的

损耗比率

Ｄ＝１－（｜Ｒ｜２＋｜Ｔ｜２）＝０ （２２）
其中，Ｒ和Ｔ分别为反射系数和透射系数．Ｄ在理论上
应该为０，但是由于各种误差的存在和计算机数值计算
精度的限制，往往得到的 Ｄ值不为０．随着 Ｒ和Ｔ计算
值不断的逼近理论真实值，Ｄ也渐渐趋近于０，所以 Ｄ
值越小，越能反映出 Ｒ与Ｔ计算值的高精度，即可以反
映出计算所得的结果更接近于理论真实值．因而能量
损耗比率 Ｄ可以作为判断算法精度的一个重要指标．

３ 算例验证及分析

算例１ 为验证方法的正确性，首先作为特例分析

如图１所示的含各向同性介质的矩形波导介质层 ＰＢＧ
结构的传输特性．取与文献［６］相同的结构和参数，即
ＰＢＧ结构的横截面尺寸为２２ｍｍ×１１ｍｍ，介质块的相对
介电常数εｒ＝２２，相对导磁系数μｒ＝１，介质块的厚度
ｄ＝５ｍｍ，周期长度 ａ＝１２ｍｍ，周期数为１５利用本文算
法计算所得的透射系数曲线如图４所示，从图中我们看
到，该光子晶体的在１０ＧＨｚ～１３５ＧＨｚ之间有明显的带
隙，与文献［６］所给结果一致．

算例２ 分析计算如图 １所示的含各向异性介质
的矩形波导介质层 ＰＢＧ结构的透射情况．波导的横向
截面尺寸为 ２２ｍｍ×１１ｍｍ，ｄ＝５ｍｍ，周期长度 ａ＝
１２ｍｍ，ｂ／ａ＝０４１７，沿波导纵向设置为１０个周期，介质

块的相对介电系数和相对导磁系数为

［ε］＝
２ ０ ０
０ ２ ０







０ ０ ４
，［μ］＝

１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

设该ＰＢＧ结构在 ＴＥ１０模下工作．
首先利用本文算法对该含各向异性介质块的 ＰＢＧ

结构进行模拟，并与常规有限元法计算的结果进行对

比分析．其中本文算法将每个子结构的横截面离散为３
×２个面单元，一共 １２０个单元和１４００个节点；常规有
限元法将整个结构的横截面离散为８×４个网格，纵向
分成４４份，共有１４０８个体单元和２０２５个节点．另外，给
出加密有限元的结果作为参考，其单元数和节点数分

别为４６０８个和６５２５个．利用三阶半解析谱元法和常规
有限元法计算得到的该结构在不同工作频率下的透射

系数如图５所示．可以看出，相对于常规有限元，本文算
法虽然仅用很少的单元数对该结构进行模拟，但计算

结果比常规有限元更接近参考解，说明了本文算法的

有效性和精确性．

下面比较半解析谱元法与常规有限元法及半解析

有限元法的计算效率．表１为在精度相当条件下常规有
限元法、半解析有限元法以及三阶半解析谱元法计算

效率的比较（计算机主频为 ２０ＧＨｚ）．从表中数据可以
看到，在计算精度达到１０－６～１０－７数量级时，常规有限
元需要 ２０２５个节点，半解析有限元需要的节点数为
１６８０，而本文算法只需要７００个节点．在这种情形下，本
文算法所用的时间不到４分钟，是常规有限元法所用时
间的十分之一，同时又是半解析有限元法所耗用时间

的五分之一．由此可见，本文算法的计算效率高于常规
有限元和半解析有限元法．

半解析谱元法的计算精度可以通过增加横截面上

的网格，也可以通过提高谱单元插值函数的阶数来提

高．这里保持横截面上网格单元数不变，采用不同阶数
的半解析谱元法求解该 ＰＢＧ结构的传输特性．表 ２给
出了１到６阶半解析谱元法的计算时间和能量损耗比
率．从表中数据可以观察到，随着阶数的增加，虽然计

１０９１第 １０ 期 杨红卫：基于半解析谱元法的各向异性介质ＰＢＧ结构传输特性的研究



算时间以大约３倍的速度增长，但能量损耗比率随着谱
单元阶数的增加呈指数衰减，６阶时能量损耗比率达到
１０－１５数量级．能量损耗比率越小意味着计算的精度越
高，即本文算法的计算精度随着谱单元阶数的增加呈

指数增长．因而本文提供了一种 ＰＢＧ结构传输特性高
精度的分析方法，可以在保证计算效率的同时，通过增

加谱单元阶数得到高精度的计算结果．
表１ 常规有限元法、半解析有限元法和半解析谱元法计算效率与计

算精度的比较

计算方法 常规有限元法 半解析有限元法 半解析谱元法

单元数 １４０８ １３２０ １２０

节点数 ２０２５ １６８０ ７００

计算时间／ｓ ２２３１ １０２４ ２２５

｜Ｄ｜ ２００×１０－６ ２７８×１０－７ ６６２×１０－７

表２ 不同插值阶数半解析谱元法的计算时间与能量损耗比率

阶数 未知数个数 计算时间／ｓ ｜Ｄ｜

１ １５４ ３０ １２５×１０－２

２ ８３６ ８２ １３７×１０－４

３ ２０４６ ２２５ ６６２×１０－７

４ ３７８４ ５８８ １６８×１０－９

５ ６０５０ １６２８ ４９６×１０－１２

６ ８８４４ ４４８２ ７０１×１０－１５

４ 结论

本文从含有各向异性介质的矢量波动方程相对应

的单变量变分形式出发，采用谱元法对 ＰＢＧ结构横截
面进行离散，沿纵向利用精细积分，将半解析谱元法成

功地运用到含各向异性介质的矩形波导介质层 ＰＢＧ结
构阻带特性的分析中．相对于常规有限元法以及半解
析有限元法，半解析谱元法在低密度的网格情况下可

以获取较高的计算精度，且具有显著的运算效率；同

时，半解析谱元法的计算精度随着谱单元基函数阶数

的增加呈指数提高．本文方法能高效、精确地计算各向
异性波导介质层 ＰＢＧ结构的传输特性，也为含各向异
性介质结构传输特性的研究提供了一种有效的方法．
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