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摘 要： 对于粒子群优化算法易陷入局部最优的缺陷，反向学习策略对其的改进取得了较好的效果．然而，反向
学习策略需要结合其它策略来提高算法后期的全局搜索能力，针对此缺陷，根据光的折射原理对反向学习策略的反向

过程进行改进，提出反向学习的统一算法模型及基于折射原理反向学习模型的改进粒子群算法．实验与分析表明，与
其它基于反向学习的粒子群算法相比，该模型更有效地改进了所提算法的全局搜索能力，提高了种群的多样性，从而

提高了算法的收敛速度以及优化精度．
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１ 引言

粒子群优化算法［１］（ＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＰＳＯ）
是Ｋｅｎｎｅｄｙ等根据鸟类群体觅食的社会行为提出的智
能优化算法，其具有参数少、易实现等优点，并在许多科

学工程领域有着广泛的应用［２］．然而，ＰＳＯ算法在优化
时容易陷入局部最优及收敛精度低等不足［３］．对于此，
近年来学者们提出了各种不同类型的改进算法．其中，
反向学习策略（ＯｐｐｏｓｉｔｅＢａｓｅｄＬｅａｒｎｉｎｇ，ＯＢＬ）在 ＰＳＯ算法
中的应用取得了不错的效果．Ｔｉｚｈｏｏｓｈ和 Ｒａｈｎａｍａｙａｎ等
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分别将ＯＢＬ应用于遗传算法［４］（ＧｅｎｅｔｉｃＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＧＡ）、
差分演化算法［５］（ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＥｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ）并取得较好
的优化效果．Ｗａｎｇ等在 ＰＳＯ算法中运用 ＯＢＬ并结合柯
西变异取得了较好的效果［６，７］．喻飞等根据透镜成像原
理提出透镜成像反向学习策略并将其应用于 ＰＳＯ算法
并取得较好的效果［８］．

为了进一步提高 ＰＳＯ算法的优化性能，本文根据
光的折射原理对 ＯＢＬ的反向过程进行改进，推导并建
立几种ＯＢＬ策略的统一模型，并将其运用到 ＰＳＯ算法
中，提出基于折射原理反向学习模型的改进 ＰＳＯ算法．
实验结果表明，该算法提高了种群多样性和全局搜索

能力，从而具有很快的收敛速度和很高的收敛精度且

不需要结合其它策略．

２ 粒子群优化算法与反向学习

２１ 粒子群优化算法ＰＳＯ
在ＰＳＯ算法中，每个粒子代表搜索空间中一个可

能解，粒子通过自身的经验值（个体极值 ｐｂｅｓｔ）和其它
粒子的经验值（全局最优值 ｇｂｅｓｔ）来调整自身的搜索策
略．在一个 Ｄ维的搜索空间中，由 ｎ个粒子构成一个搜
索群体，第 ｉ个粒子的位置可以表示为 Ｘｉ＝（ｘｉ１，ｘｉ２，
…，ｘｉＤ），ｉ＝１，２，…，ｎ；每次迭代中粒子 ｉ飞行方向可
以表示为Ｖｉ＝（ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉＤ），ｉ＝１，２，…，ｎ．每个粒子
通过跟踪上述的 ｐｂｅｓｔ和ｇｂｅｓｔ来更新速度和位置．ＰＳＯ
算法的速度和位置更新方程如下：

ｖｉｄ（ｔ＋１）＝ωｖｉｄ（ｔ）＋ｃ１ｒ１（ｐｂｅｓｔｉｄｘｉｄ（ｔ））

＋ｃ２ｒ２（ｇｂｅｓｔｄｘｉｄ（ｔ）） （１）
ｘｉｄ（ｔ＋１）＝ｘｉｄ（ｔ）＋ｖｉｄ（ｔ＋１） （２）

其中，ｖｉｄ（ｔ＋１）为粒子 ｉ在第ｔ＋１代的速度；ｘｉｄ（ｔ＋１）
为粒子 ｉ在第ｔ＋１代的位置；ｃ１和 ｃ２为加速因子；ω为
惯性权重；ｒ１和 ｒ２为［０，１］间服从均匀分布的随机数．
２２ 反向学习策略

Ｔｉｚｈｏｏｓｈ在文献［４］中给出ＯＢＬ的定义如下：
定义１ 若 ｘ是定义在实数集Ｒ上的一个区间［ａ，

ｂ］的一个实数，即 ｘ∈［ａ，ｂ］，则 ｘ的反向解ｘ１定义如
下：

ｘ１＝ａ＋ｂ－ｘ （３）
定义２ 若 Ｐ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）是 ｎ维空间上的一个

点，ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ为实数，且 ｘｉ∈［ａｉ，ｂｉ］，则其反向解 ｘｉ
定义为

ｘｉ＝ａｉ＋ｂｉ－ｘｉ，ｉ＝１，２，３，…，ｎ （４）
定义２为定义１在 ｎ维空间上的扩展．结合上述两

个定义，其基本思想可描述为：假设 ｆ（ｘ）是原始函数，
ｇ（·）是评价函数．如果 ｘ是区间［ａ，ｂ］产生的随机数，
ｘ１是 ｘ的反向解，那么在每次迭代中计算ｆ（ｘ）和ｆ（ｘ１），

若 ｇ（ｆ（ｘ））ｇ（ｆ（ｘ１）），仍然以 ｘ进行迭代；否则以 ｘ１
进行迭代．一维空间反向学习过程如图１所示，图中 Ｏｋ
为第ｋ次反向的基准点，其值为 ａｉ和ｂｉ的中点．

３ 基于折射原理的反向学习模型的改进

ＰＳＯ算法
３１ 折射原理

光的折射是自然界中普遍存在的物理现象，如图２
所示．其中，Ｏ为两种介质交界点．

定义３ 光从一种介质斜射入另一种介质时，传播

方向发生变化，这种现象称为光的折射．
定律１ 光从真空中斜射入其它介质时，折射光线

与入射光线、法线在同一平面上，折射光和入射光分居

法线两侧，折射角小于入射角；入射角增大（减小）时，

折射角也随之增大（减小），称为光的折射定律．
定义４ 光从真空中射入其它介质发生折射时，入

射角α与折射角β符合斯涅尔定律（Ｓｎｅｌｌ’ｓＬａｗ）
［９］，即

入射角α与折射角β的正弦之比ｎ称为介质的绝对折
射率，简称折射率，用公式表示为：

ｎ＝ｓｉｎα／ｓｉｎβ （５）
式（５）又称为斯涅尔公式．若已知入射角α，折射率 ｎ固
定不变，则折射角可以表示为：

β＝ａｒｃｓｉｎ（ｓｉｎα／ｎ） （６）
式（６）中，根据定律１可知当入射角α减小时，折射角β
随之减小．
３２ 基于折射原理反向学习统一模型

ＯＢＬ策略的主要思想是通过求解当前解的反向解，
并从中选取较优解替代当前解参与下一代优化．然而，
文献［４，８］指出，ＯＢＬ策略在算法演化前期效果较好，但
随着演化过程不断进行，可能会出现反向解落入局部
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最优值附近，而一旦有粒子落入局部最优区域，其它粒

子会快速向该区域靠近，导致陷入局部最优，算法收敛

精度降低，其优化效果不明显．而文献［４，６，７］中引入其
它各种策略比如以某一概率下使用 ＯＢＬ策略，增加了
算法的随机扰动性，但这会导致算法收敛速度变慢．为
了解决 ＯＢＬ策略存在的问题，引入折射原理对 ＯＢＬ策
略的反向过程进行改进．如图３所示，其为基于折射原
理的反向学习过程示意图．下面根据图２和图３来推导
基于折射原理的反向学习模型．

在粒子所在的一维空间中，以 ｘ轴为界将空间划
分为上下两个部分．空间的上部分看作是自然界中的
真空，下部分看作是其它介质空间．假设 ｘ轴上粒子ｘ
的搜索区间为［ａ，ｂ］，即 ｘ∈［ａ，ｂ］，ｙ为法线．为了将
折射原理应用于反向学习过程，作如下假设：在粒子 ｘ
的正上方某高度处有一光源ｘ’（称为入射点），其向交
界点 Ｏ发出一束入射光ｘ’Ｏ，令 ｘ’Ｏ的距离为ｈ．由定
义３和定律１知，光束 ｘ’Ｏ在交界点Ｏ处发生折射现
象，折射光束为 Ｏｘ’，其中 ｘ’为折射点，令 Ｏｘ’的距
离为 ｈ．

定义５ 设折射点 ｘ’在 ｘ轴上的投影为ｘ，称
ｘ为粒子 ｘ基于折射原理的反向解．
折射原理反向学习中的交界点取值与反向学习一

样，也为搜索区间［ａ，ｂ］的中点（ａ＋ｂ）／２．由图３所示
不难得出ｓｉｎα和ｓｉｎβ的计算表达式：

ｓｉｎα＝（（ａ＋ｂ）／２－ｘ）／ｈ （７）
ｓｉｎβ＝（ｘ－（ａ＋ｂ）／２）／ｈ （８）

由上两式可得

ｓｉｎα／ｓｉｎβ＝（（（ａ＋ｂ）／２－ｘ）／（ｘ－（ａ＋ｂ）／２））（ｈ／ｈ）
（９）

根据式（５）并设 ｋ＝ｈ／ｈ，则式（９）可改写为
ｋｎ＝（（ａ＋ｂ）／２－ｘ）／（ｘ－（ａ＋ｂ）／２） （１０）

由式（１０）可得
ｘ＝（ａ＋ｂ）／２＋（ａ＋ｂ）／（２ｋｎ）－ｘ／ｋｎ （１１）

式（１１）即为基于折射原理的反向学习反向解的计算公
式．若 ｎ＝１，则式（１１）可以简化为：

ｘ＝（ａ＋ｂ）／２＋（ａ＋ｂ）／２ｋ－ｘ／ｋ （１２）

式（１２）为文献［８］中透镜成像反向学习反向解的求解公
式．若 ｎ＝１且 ｋ＝１，则式（１１）可简化为：

ｘ＝ａ＋ｂ－ｘ （１３）
式（１３）为文献［４］中提出的反向学习反向解的求解公式．

因此，文中将式（１１）作为上述几种 ＯＢＬ策略的统
一模型（ＵＯＢＬ）．实际上，从图 ２可知，入射光在交界点
不光发生折射，同时有部分光发生了反射．若入射光与
反射光的长度相等，可知反射光在ｘ轴上的投影点正好
与图１中ＯＢＬ策略所取得的反向解重合．因此，可将文
献［４］中的ＯＢＬ原理用光的反射现象来解释，从而将其
归结到ＵＯＢＬ模型中．
３３ ＵＯＢＬ在ＰＳＯ算法中的应用

为了进一步解决 ＰＳＯ算法容易陷入局部最优的不
足，将上述ＵＯＢＬ模型应用在ＰＳＯ算法中以改进其优化
性能．由于 ＰＳＯ算法中粒子是多维的，因此式（１１）推广
到 Ｄ维空间可改写为：

ｘｉ，ｊ＝（ａｊ＋ｂｊ）／２＋（ａｊ＋ｂｊ）／（２ｋｎ）－ｘｉ，ｊ／ｋｎ（１４）
式（１４）中，ｘｉ，ｊ表示算法中第ｉ个粒子的第ｊ维的值，ｘｉ，ｊ
是ｘｉ，ｊ基于折射原理的反向学习的反向解；ａｊ，ｂｊ分别是
当前种群中第ｊ维的最小值和最大值，这种动态的边界
更新有利于搜索到更好的解，从而加快收敛速度［１０］．

为了进一步提高 ＰＳＯ算法的性能，再来看看式
（１４）中两个参数 ｋ（伸缩因子）和 ｎ（微调因子，实际指 ｎ
中的入射角α）．由图 ３及前文所述知，当调节 ｋ的值
时，由式（１４）所计算出的反向解在 ｘ轴的位置也发生
变化．因此，可通过调节 ｋ的值增加算法跳出局部最优
的概率．ｋ的取值采用线性递减的方式：

ｋ＝ｋｍａｘ－（ｋｍａｘ－ｋｍｉｎ）ｔ／ｔｍａｘ，ｋ∈［ｋｍｉｎ，ｋｍａｘ］（１５）
式（１５）中，ｋｍａｘ、ｋｍｉｎ分别为 ｋ的最大值和最小值，ｔ为当
前迭代次数，ｔｍａｘ为最大迭代次数．

从图３知，若 ｎ固定，当入射角减小时，入射光在 ｘ
轴上的投影点也随之变化．若入射角减小时的投影点
对应的适应值优于其先未减小时的适应值，则将该投

影点代替入射角减小前的点加入种群进行迭代，否则

入射角继续减小．这里入射角减小的目的是当伸缩因
子仍不能使算法跳出局部最优时（判断准则是若在一

定的迭代次数后适应值仍未发生变化）对种群多样性

进行微调，从而扩大搜索区域的范围，提高种群的多样

性，加快寻优速度，提高算法的全局搜索能力．因此，入
射角按式（１６）进行微调：

α（ｔ＋１）＝α（ｔ）－Ｆｔ （１６）
式（１６）中，α（ｔ）表示第 ｔ代时入射角度数，Ｆｔ为微调值．
为了进一步说明ｒｅｆｒＰＳＯ算法的性能，下面运用二维空间
示意图来分析ＵＯＢＬ模型改进算法性能的执行过程．

假设当前解与其反向解及最优解所在位置如图 ４
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所示．从图４可知，当前解利用 ＯＢＬ模型产生的反向解
４离全局最优区较远，说明其可能陷入局部最优区，而
利用ＵＯＢＬ模型所产生的反向解１同样离全局最优区
较远，说明其也可能陷入局部最优区，这时通过调节 ｋ
值使其减小所产生的反向解２离全局最优区近些，从而
说明通过 ｋ值增加了跳出极值区的概率，但相对来讲
仍然离全局最优区较远，或者说陷入了另一个局部最

优区．此时，通过调节 ｎ使入射角减小导致折射角减小
所产生的反向解 ３离最优解更近了，落入了全局最优
区．也就是说，该模型中引入的两个参数相互配合，起
到引导粒子向最优解附近靠近的作用．因此，ＵＯＢＬ模
型具有探索反向学习模型未搜索区域的作用，也就是

说拓宽了粒子的搜索空间，提高了种群的多样性，增加

了跳出局部最优区的概率．基于 ＵＯＢＬ模型的改进 ＰＳＯ
算法描述如下：

算法１ 运用ＵＯＢＬ模型改进ＰＳＯ算法（ｒｅｆｒＰＳＯ）
输入：相关参数等的输入；输出：最优解，收敛精度；

（１）随机初始化种群 Ｐ，种群大小 ｐｏｐｓｉｚｅ；
（２） ｆｏｒｉ＝１ｔｏｐｏｐｓｉｚｅ
（３） 根据式（１４）计算初始化种群 Ｐ中粒子ｘｉ的折射解ｘｉ；
（４） 分别计算 ｘｉ和ｘｉ的适应值ｆ（ｘｉ）和 ｆ（ｘｉ）；
（５） ｉｆ（ｆ（ｘｉ）＜ｆ（ｘｉ））
（６） 将折射解 ｘｉ代替ｘｉ加入种群参与迭代；
（７） ｅｎｄｉｆ
（８） ｅｎｄｆｏｒ
（９）ｗｈｉｌｅ（未达到最大迭代次数或收敛精度）
（１０） 根据式（１５）更新伸缩因子 ｋ；
（１１） 根据式（１６）更新微调因子α；
（１２） 更新当前粒子的边界 ａ和ｂ；
（１３） ｆｏｒｉ＝１ｔｏｐｏｐｓｉｚｅ
（１４） 根据式（１）更新粒子 ｘｉ的速度；
（１５） 根据式（１４）计算初始化种群 Ｐ中粒子ｘｉ的折射解ｘｉ；
（１６） 根据式（２）更新粒子 ｘｉ的位置；
（１７） ｉｆ（ｆ（ｘｉ）＜ｆ（ｘｉ））
（１８） 将折射解 ｘｉ代替ｘｉ加入种群Ｐ参与迭代；
（１９） ｅｎｄｉｆ
（２０） ｅｎｄｆｏｒ
（２１） 更新 ｇｂｅｓｔ和ｐｂｅｓｔ，迭代次数加１；
（２２）ｅｎｄｗｈｉｌｅ
（２３）输出当前最优解．

４ 实验结果与分析

４１ 参数设置

为了测试 ｒｅｆｒＰＳＯ算法的性能，选取文献［８，１３］中
的８个函数以及文献［６］中的第２个和第３个函数（这
两个函数文献［８］中没有）共１０个函数作为算法的测试
函数．按照上述顺序编为 Ｆ１～Ｆ１０，除 Ｆ８最优值为
－１２５６９５外，其余的最优值均为 ０．另外，Ｆ１～Ｆ３，Ｆ９，
Ｆ１０为单峰函数，Ｆ４～Ｆ８为多峰函数．选取标准 ＰＳＯ以
及ＯＰＳＯ［６］、ＧＯＰＳＯ［７］、ｌｅｎｓＰＳＯ［８］等三个基于 ＯＢＬ的 ＰＳＯ
算法作为对比．上述五个算法中相同参数设置如下：ω
＝０７２９８４，ｃ１＝ｃ２＝１４９，最大迭代次数为１０００００，种群
大小为１０，维数为３０．ｒｅｆｒＰＳＯ算法中 ｋ＝０７５，ｎ＝２，入
射角最大值为π／８，微调值 Ｆｔ的初始取值为 ０００１．其
它各个算法中所特有的参数按各自文献中的取值．
４２ 实验结果与分析

４．２．１ 各算法精度结果与分析

表１中给出５种改进的 ＰＳＯ算法分别在１０个测试
函数上运行３０次的结果．从表１中可以看出，对于 Ｆ１、
Ｆ２、Ｆ４、Ｆ５、Ｆ６、Ｆ９、Ｆ１０这 ７个测试函数，ｒｅｆｒＰＳＯ算法精
度明显优于其它四种改进ＰＳＯ算法，特别是 Ｆ１、Ｆ２、Ｆ４、
Ｆ５、Ｆ９这５个函数都找到了最优值．对于 Ｆ３，由于其函
数特性，极易陷入局部最优［１１，１２］，除ｒｅｆｒＰＳＯ算法外其它
算法均陷入了局部最优，而 ｒｅｆｒＰＳＯ算法优化的最好值
却达到０，说明算法在某些次运行时跳出局部最优并找
到最优值，即整体上 ｒｅｆｒＰＳＯ算法精度高于其它算法．对
于 Ｆ７，五种算法均陷入局部最优，性能相差不大．对于
Ｆ８，它是一典型的具有欺骗性的函数，其全局极值点周
围有许多局部极值，算法很容易就陷入局部极值［１４］．前
四种算法陷入局部最优，而 ｒｅｆｒＰＳＯ算法却跳出了局部
最优并且找到了全局最优值（部分运行次最优）．因此，
ｒｅｆｒＰＳＯ算法精度整体上高于其它算法精度．
４．２．２ 平均迭代次数与运行成功率

为了进一步说明 ｒｅｆｒＰＳＯ算法的优化性能，文中引
入平均迭代次数（ＮＦＣ）和运行成功率（ＳＲ）两个评价指
标．ＮＦＣ是指３０次运行中每次运行达到所规定的算法
精度的最小迭代次数之各的平均值．ＳＲ是指３０次运行
中达到所规定的算法精度的次数与总次数之比．平均
迭代次数越少、成功率越高算法的性能越好．从表２中
可以看出，除了 Ｆ６、Ｆ７和 Ｆ１０外，对于其它函数 ｒｅｆｒＰＳＯ
算法的ＮＦＣ均远小于其它算法且 ＳＲ远高于其它算法
（Ｆ９的ＳＲ一样但ＮＦＣ远高于其它算法）．对于 Ｆ６、Ｆ７和
Ｆ１０，虽然五种算法的 ＮＦＣ和 ＳＲ一样，但结合表１可知

ｒｅｆｒＰＳＯ算法的性能仍然是优于其它算法的．表２中 Ｆ１
～Ｆ１０规定的精度分别为：０、１０－２００、１０－２、１０－２５、０、１０－２５、
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１０－２５、－１２５６９４、１０－２００、１０－２５．若 ＮＦＣ达到 １０００００代， 则表示未达到规定精度．
表１ ５种改进ＰＳＯ的实验对比结果

函数 算法 最优值 均值 方差 最差值 平均时间（ｍｓ）

Ｆ１

ＰＳＯ ５．８５ｅ０１５ ７．２０ｅ００６ ３．３８ｅ００５ １．８５ｅ００４ ２３６．６
ＯＰＳＯ ２．８７ｅ０４４ ９．５９ｅ０３５ ４．３８ｅ０３４ ２．３６ｅ０３３ ７６７．３
ＧＯＰＳＯ ８．７９ｅ１６２ １．７５ｅ１３２ ９．５９ｅ１３２ ５．２５ｅ１３１ ７７９．５
ｌｅｎｓＰＳＯ ３．２２ｅ２７３ １．７７ｅ２５９ ９．９９ｅ２６０ ４．５６ｅ２５８ ７３２３
ｒｅｆｒＰＳＯ ０ ０ ０ ０ ６８５．６

Ｆ２

ＰＳＯ ４．６３ｅ００２ ７．３４ｅ００２ ４．０１ｅ００１ ２．２０ｅ＋０００ ２４１．９
ＯＰＳＯ ２．７５ｅ００３ ２．１８ｅ＋０００ ８．５４ｅ＋０００ ４．５８ｅ＋００１ ６４７．５
ＧＯＰＳＯ ２．９７ｅ０２４ ４．１２ｅ００３ １．７１ｅ００２ ９．２０ｅ００２ ７７２．２
ｌｅｎｓＰＳＯ ６．４４ｅ＋００１ １．１２ｅ＋００２ ２．８４ｅ＋００１ １．６５ｅ＋００２ ８２６７
ｒｅｆｒＰＳＯ ０ ０ ０ ０ ７８０．８

Ｆ３

ＰＳＯ ７．０２ｅ＋０００ ２．６１ｅ＋００１ １．２２ｅ＋００１ ７．７８ｅ＋００１ ２２３．６
ＯＰＳＯ ６．３７ｅ＋０００ ２．３１ｅ＋００１ １．０８ｅ＋００１ ７．６２ｅ＋００１ ５９９．８
ＧＯＰＳＯ １．９７ｅ＋００１ ２．０７ｅ＋００１ ４．２２ｅ００１ ２．１８ｅ＋００１ ６９５．２
ｌｅｎｓＰＳＯ ９．２２ｅ００４ ９．１６ｅ＋０００ １．３６ｅ＋００１ ７．７６ｅ＋００１ ７１２０
ｒｅｆｒＰＳＯ ０ ８．４６ｅ００１ ４．６３ｅ＋０００ ２．６８＋００１ ３７２．３

Ｆ４

ＰＳＯ ３．０８ｅ＋００１ ５．８２ｅ＋００１ １．２５ｅ＋００１ ７．９５ｅ＋００１ ３２６．４
ＯＰＳＯ ２．５８ｅ＋００１ ７．４５ｅ＋００１ ５．６５ｅ＋００１ ２．３８ｅ＋００２ ６７７．２
ＧＯＰＳＯ ０ １．３８ｅ＋００１ ５．１４ｅ＋００１ ５．２６ｅ＋００２ ６７７．８
ｌｅｎｓＰＳＯ １．８４ｅ＋００２ ２．０８ｅ＋００２ １．４１ｅ＋００１ ２．３１ｅ＋００２ ９９５９
ｒｅｆｒＰＳＯ ０ ０ ０ ０ ４４４．８

Ｆ５

ＰＳＯ ２．１６ｅ０１１ ５．９８ｅ００１ ８．８４ｅ００１ ４．０２ｅ＋０００ ３２９．４
ＯＰＳＯ ０ １．５７ｅ００２ １．８３ｅ００１ ６．１２ｅ００２ ７０８．２
ＧＯＰＳＯ ０ ０ ０ ０ ７１０．６
ｌｅｎｓＰＳＯ ０ ４．９４ｅ００２ １．５６ｅ００１ ８．６７ｅ００１ １１３２１
ｒｅｆｒＰＳＯ ０ ０ ０ ０ ５６０．９

Ｆ６

ＰＳＯ ３．４６ｅ＋０００ ７．６８ｅ＋０００ ２．３５ｅ＋０００ １．２１ｅ＋００１ ２９３．４
ＯＰＳＯ ９．６２ｅ０１３ ２．０８ｅ＋０００ １．０５ｅ＋０００ ５．４４ｅ＋０００ ６８０．８
ＧＯＰＳＯ ９．５８ｅ０１３ ９．５８ｅ０１３ １．４５ｅ０１５ ９．５８ｅ０１３ ７００．１
ｌｅｎｓＰＳＯ ９．５８ｅ０１３ ９．６１ｅ０１３ １．７７ｅ０１５ ９．６３ｅ０１３ ９９５３
ｒｅｆｒＰＳＯ ４．４４ｅ０１６ ４．４４ｅ０１６ ０ ４．４４ｅ０１６ ４７５．３

Ｆ７

ＰＳＯ １．０２ｅ００１ １．４９ｅ００１ ２．２７ｅ００２ ２．０３ｅ００１ ４５６．３
ＯＰＳＯ ２．４５ｅ００３ ２．４５ｅ００３ ２．９８ｅ０１１ ２．４５ｅ００３ ６２５．６
ＧＯＰＳＯ ２．４５ｅ００３ ２．４５ｅ００３ ２．７８ｅ０１１ ２．４５ｅ００３ ６３３．１
ｌｅｎｓＰＳＯ ２．４５ｅ００３ ２．４５ｅ００３ ６．８３ｅ０１１ ２．４５ｅ００３ ７４８５
ｒｅｆｒＰＳＯ ２．４５ｅ００３ ２．４５ｅ００３ ３．２３ｅ０１７ ２．４５ｅ００３ ３５７

Ｆ８

ＰＳＯ －７６１４．５７ －６８１９．１７ ５４８．６５ －５３２３．５２ ３１０．９
ＯＰＳＯ －１１６２２ －１１１５６ ３３５．８９２ －１０１６４．３ ７８４．２
ＧＯＰＳＯ －１１６２１．５ －１１０１８．３ ３８５．２４４ －１０２２７．９ ７７２．９
ｌｅｎｓＰＳＯ －５７５０．９８ －４９３４．２３ ３２８．１６５ －４４９７．１４ １１３１０
ｒｅｆｒＰＳＯ －１２５６９．５ －９６６７．７２ ２７０２．３４ －６０５５．３ ５６２．１

Ｆ９

ＰＳＯ １．２１ｅ０１４ ５．２８ｅ００５ ２．３１ｅ００４ １．２５ｅ００３ ２３９．１
ＯＰＳＯ ５．０６ｅ０４７ ６．４４ｅ０３６ ３．４２ｅ０３５ １．８７ｅ０３４ ６０８．８
ＧＯＰＳＯ ２．９１ｅ１６０ １．１４ｅ０４０ ５．８０ｅ０４０ ３．１７ｅ０３９ ６０９．３
ｌｅｎｓＰＳＯ ９．１５ｅ２８１ ９．８６ｅ１６１ ５．４０ｅ１６０ ２．９５ｅ１５９ ７２１８
ｒｅｆｒＰＳＯ ０ ３．６７ｅ２８４ ０ １．０１ｅ２８２ ６４７．４

Ｆ１０

ＰＳＯ １．６４ｅ００２ ８．７１ｅ００２ ９．１８ｅ００２ ４．３７ｅ００１ ２３１．３
ＯＰＳＯ １．３４ｅ００２ ３．２２ｅ００２ １．１９ｅ００２ ５．８０ｅ００２ ６０９．５
ＧＯＰＳＯ ３．７７ｅ００３ ２．２６ｅ００２ １．１３ｅ００２ ５．３６ｅ００２ ６３１．５
ｌｅｎｓＰＳＯ ４．１３ｅ００３ １．４３ｅ００２ ７．３１ｅ００３ ３．３９ｅ００２ ７７７２
ｒｅｆｒＰＳＯ １．１１ｅ０１５ ５．５８ｅ００６ １．２１ｅ００５ ６．３３ｅ００５ ３５０．５
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表２ 各算法的ＮＦＣ及ＳＲ
算法 指标 Ｆ１ Ｆ２ Ｆ３ Ｆ４ Ｆ５ Ｆ６ Ｆ７ Ｆ８ Ｆ９ Ｆ１０

ＰＳＯ ＮＦＣ
ＳＲ

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

ＯＰＳＯ ＮＦＣ
ＳＲ

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

２０２６８
０．４

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

ＧＯＰＳＯ ＮＦＣ
ＳＲ

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

５４４６２
０．８６

１７３０７
１

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

ｌｅｎｓＰＳＯ ＮＦＣ
ＳＲ

１０００００
０

１０００００
０

９６８００
０．１

１０００００
０

６６６４７
０．４

１０００００
０

１０００００
０

１０００００
０

７４８８２
１

１０００００
０

ｒｅｆｒＰＳＯ ＮＦＣ
ＳＲ

３４２０１
１

９６９９
１

１６８６２
０．８７

３７３９
１

３９３
１

１０００００
０

１０００００
０

６６９９４
０．４３

３１５７
１

１０００００
０

４．２．３ 相关参数对算法的影响

ｒｅｆｒＰＳＯ算法主要涉及两个参数：ｋ和ｎ，现分别对
其取值及对算法的影响进行分析．

（１）ｋ的确定及影响
为了确定 ｋ的值，作如下实验：将 ｋ的取值范围预

估在［０，２］对１０个测试函数独立运行２０次取平均值，
实验结果如图５所示．从图５可以看出，大部分函数随
着 ｋ值的逐渐减小其曲线呈下降趋势或呈下降后上升
又下降的趋势．因此，ｋ值采用线性递减的方式且初始
值取较好区间［０，１４］的近中间值０７５．然而，从图５中
也可以看出，少部分函数在后期陷入了局部最优，此时

ｋ值已经无法让其跳出局部最优了．为了解决该问题，
ｒｅｆｒＰＳＯ算法引入另一重要参数 ｎ．

（２）ｎ的确定及影响
由于折射率 ｎ主要与入射角有关，而入射角与起

关键作用的微调值 Ｆｔ有关．前文已述，入射角在 ｋ变
化下仍然不能跳出局部最优时让其改变，从而使折射

点在 ｘ轴上的投影点即粒子位置发生改变，这可能是
较优的位置也可能是较差位置，也就是使种群中个体

多样性增加了．微调值 Ｆｔ减小过大，可能跳过较优位
置，过小可能起不到跳出局部最优的作用．为了找到合
适的 Ｆｔ值，当 ｋ为０７５时以函数 Ｆ８为例作如下实验．

从表３可以看出，Ｆｔ取０．００１时取值最优，过大或
过小都会导致性能下降．因此，微调值 Ｆｔ取０００１．

表３ Ｆｔ不同的取值及对应的函数值

Ｆｔ取值 函数 Ｆ８最优值

０．１ －５９６６．４５
０．０１ －７５０６．１８
０．００１ －１２５６９．５
０．０００１ －６６７７．１１

４３ 算法收敛与时间复杂度分析

４．３．１ 算法收敛性分析

受篇幅限制，图６中只显示了５种改进ＰＳＯ算法分
别在６个测试函数上运行的收敛性情况．从图６知，ｒｅ
ｆｒＰＳＯ算法的收敛速度均远快于另外４个算法．

王晖在文献［１５］中给出了基于一般反向学习的群
体搜索算法收敛性的证明，这里引用其结论来对 ｒｅｆｒＰ
ＳＯ算法收敛性作简要证明．由于 ＰＳＯ算法也是群体搜
索算法的一种，故得出以下定理．

定理１ 若基于一般反向学习的 ＰＳＯ算法收敛，则
ｒｅｆｒＰＳＯ算法也是收敛的．

证明 设 ｘｉ（ｔ）和 ｘｉ（ｔ）分别为第 ｔ代当前解和其
反向解，ｘｉ，ｊ（ｔ）和 ｘｉ，ｊ（ｔ）分别为 ｘｉ（ｔ）和 ｘｉ（ｔ）第 ｊ维
上的值，问题的全局最优解为 ｘｂｅｓｔ．由定理 １条件知基
于一般反向学习的ＰＳＯ算法收敛，对于第 ｔ代种群中的
解 ｘｉ，ｊ（ｔ）有

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘｉ，ｊ（ｔ）＝ｘｂｅｓｔ，ｊ （１７）

由于 ａｊ（ｔ）＝ｍｉｎ（ｘｉ，ｊ（ｔ））且 ｂｊ（ｔ）＝ｍａｘ（ｘｉ，ｊ（ｔ）），
所以有

ｌｉｍ
ｔ→∞
ａｊ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→∞
ｂｊ（ｔ）＝ｘｂｅｓｔ，ｊ （１８）

根据式（１４）折射原理反向学习产生的当前解的反
向解为

ｘｉ，ｊ（ｔ）＝（ａｊ（ｔ）＋ｂｊ（ｔ））／２＋（ａｊ（ｔ）＋ｂｊ（ｔ））／（２ｋｎ）
－ｘｉ，ｊ（ｔ）／ｋｎ （１９）

当上式中的代数 ｔ→∞时有
ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘｉ，ｊ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｔ→∞
（ａｊ（ｔ）＋ｂｊ（ｔ））／２＋

ｌｉｍ
ｔ→∞
（ａｊ（ｔ）＋ｂｊ（ｔ））／（２ｋｎ）－

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｘｉ，ｊ（ｔ）／ｋｎ

＝ｘｂｅｓｔ，ｊ＋ｘｂｅｓｔ，ｊ／ｋｎ－ｘｂｅｓｔ，ｊ／ｋｎ＝ｘｂｅｓｔ，ｊ （２０）
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由式（２０）可知，当 ｘｉ（ｔ）收敛于 ｘｂｅｓｔ时，基于折射原
理反向学习产生的反向解 ｘｉ（ｔ）也收敛于 ｘｂｅｓｔ．因此，
基于一般反向学习的 ＰＳＯ算法收敛，则 ｒｅｆｒＰＳＯ算法也
是收敛的．
４．３．２ 算法时间复杂度分析

ＰＳＯ算法除了其本身的算法策略外并没有引入其
它的策略，而其它四种算法引入了不同反向学习策略．
由此可知ＰＳＯ算法运行时间最少．对于 ｒｅｆｒＰＳＯ算法，其
主要耗时在反向学习边界的更新、当前解与其反向解

的比较上．由算法思想知只是当前解与其反向解比较，
即比较次数与种群大小相同．对于 ＯＰＳＯ和 ＧＯＰＳＯ算
法，主要耗时在反向学习边界的更新、最优种群的选取

上；ｌｅｎｓＰＳＯ算法主要耗时在反向学习边界的更新、最优

种群的选取以及种群坡度的比较计算上．若设种群大
小为 Ｎ，维数为 Ｄ，迭代次数为 Ｆ，根据五种算法的思想
不难得出 ＰＳＯ算法比较次数为 ＮＤ，后四种算法的反向
学习边界更新均为 ＮＤ；最优种群选取 ＯＰＳＯ和 ＧＯＰＳＯ
算法为２Ｎ２，ｌｅｎｓＰＳＯ算法为３Ｎ２；坡度计算为 Ｆ１；原始
解与其反向解为 Ｎ．由此可知记 ＰＳＯ算法时间复杂度
为 Ｏ（ＮＤ），ＯＰＳＯ和 ＧＯＰＳＯ算法为 Ｏ（２ＮＤ＋２Ｎ２），
ｌｅｎｓＰＳＯ算法为 Ｏ（２ＮＤ＋３Ｎ２＋Ｆ），ｒｅｆｒＰＳＯ算法为 Ｏ
（２ＮＤ＋Ｎ）．

综上所述，ｒｅｆｒＰＳＯ算法的时间复杂度优于 ＯＰＳＯ、
ＧＯＰＳＯ和ｌｅｎｓＰＳＯ算法，次于ＰＳＯ算法，这与表１中最后
一列列出的各种算法３０次运行的平均时间吻合（由于
运行环境影响存在些许误差）．

５ 结论

将光在不同介质中传输会发生折射现象的原理应

用到反向学习策略过程的改进中，提出几种反向学习

策略的统一模型（ＵＯＢＬ），并将该模型应用于 ＰＳＯ算法
的改进，提出了基于折射原理的反向学习模型的改进

ＰＳＯ算法（ｒｅｆｒＰＳＯ算法）．通过对 ｒｅｆｒＰＳＯ算法的理论分
析及大量的实验结果表明，ＵＯＢＬ模型在 ｒｅｆｒＰＳＯ算法中
的应用扩大了搜索区域，提高了种群的多样性，增加了

跳出局部最优的概率，增强了该算法的全局搜索能力，

从而不需要结合其它策略就能使 ｒｅｆｒＰＳＯ算法不管是对
于单峰还是多峰问题都具有很快的收敛速度和很高的

优化精度．
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