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　　摘　要：　针对一种变时延线性网络控制系统，采用时滞区间不均分法，将时滞分割成 ｍ个区间．在每个区间都
构建不同的ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函，并引入三重积分项，同时结合自由权矩阵法，在各自的时滞区间上采用保守性
小的积分不等式来处理泛函导数，进而获得了保证网络控制系统的一种新的稳定性条件．并且，最后通过相应的数值
算例验证了本文中的结论．
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１　引言

　　众所周知，网络控制系统将网络引入控制系统后，在
物理空间上大大提高了系统结构的灵活性．但同时，控制
与通信的相互作用带来了因网络时延造成的不利问题，使

得ＮＣＳ的分析和设计变得复杂．一旦网络时延过长或无法
测量，极有可能造成系统失稳．因此，网络控制系统的时延
稳定性判据是大家一直以来研究的一个热点问题．

对于网络控制系统中存在的时延，一般分为固定

时延控制、随机时延控制等．固定时延的方法通常是通
过在接收端设置缓存区，人为地把所有随机时延变成

了固定的最大时延参数；也有一些方法利用随机控制

法分析系统的稳定性问题，但前提是要求网络时延能

够满足一定的分布特性，可以对其进行回归建模预

测［１］，这点在实际应用中难以获取．关于随机时延的处
理，时滞分割法、自由权矩阵法和积分不等式等方法应

用很广泛，通过建立 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函，并结合
线性矩阵不等式（ＬＭＩ）［２，３］等方法或者凸优化方法设计
满足性能指标的控制器，得到系统稳定判据．

很多前人的研究结论都是构造 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ
泛函，主要是采用一定的一重积分或二重积分，导致所

得结论的保守性．自从何、吴［４～７］和刘［８］引入自由权矩
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阵的方法，避免了对系统进行模型变换，也无须设定交

叉项，降低了系统稳定性条件的保守性．Ｚｈａｎｇ等［９］构

造ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函时，对一部分的积分项没有
进行分段处理，同时在推导过程中放大了时延参数 δ．
Ｚｈｕ［１０］、Ｐａｒｋ［１１］、Ｚｅｎｇ［１２］、Ｐａｖｌｏｖｉ′ｃＧ［１３］、Ｈａｎ［１４］ 和
Ｓｕｎ［１５］等将积分不等式方法引入到网络控制系统的稳
定性分析中，并做了一定程度上的放大，进而得到不同

保守性的结果．Ｗｕ［１６］和ＢａｌａｓｕｂｒａｍａｎｉａｍＰ［１７］研究了时
滞分割法，但是分解数目增加造成决策变量太多．Ｗａｎｇ
等［１８］又提出了一种新的时滞分割方法，形式简单，含矩

阵变量少，有利于降低系统的保守性．
在实际过程中，大部分的网络控制系统都不同程

度地存在网络时延．一般而言时延是时变的，但是它又
存在一定的变化范围．综合考虑到上述因素，本文设计
了一种时滞不均匀分段的方法，在不同的分割区间分

别构造合适的 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函，并且引入了三
重积分和自由权矩阵等方法，结合积分不等式、Ｓｃｈｕｒ
补等公式，得到了时滞相关的稳定性判据，更有利于降

低结论的保守性．

２　变时延网络控制系统分析
２１　问题描述

下面，考虑具有时变的ＮＣＳ系统状态方程，表示为
ｘ（ｔ）＝Ａ０ｘ（ｔ）＋Ａ１ｘ（ｔ－τ（ｔ））

ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）
ｘ（ｔ）＝（ｔ），ｔ∈（－ｈ，０

{
）

（１）

其中，ｘ（ｔ）∈ＲＲｎ为系统的状态向量，ｙ（ｔ）是系统的输
出向量，Ａ０∈ＲＲ

ｎ×ｎ，Ａ１∈ＲＲ
ｎ×ｎ，Ｃ∈ＲＲｎ×ｎ是系统的常数

矩阵，τ（ｔ）是系统时变网络时延且存在变化范围．
首先，令０＜τ（ｔ）＜ｈ．在这里，先把时滞区间分为

ｍ个时滞子区间，即有［０　ｈ］＝∪
ｍ

ｊ＝１
［ｈｊ－１　ｈｊ］，ｍ为正

整数，且有ｈｊ－１＜ｈｊ，ｈ０＝０，δｊ＝ｈｊ－ｈｊ－１（ｊ＝１，…，ｍ）．
同时令，对于ｔ＞０，有 ｌ∈｛１，…，ｍ｝，满足 τ（ｔ）∈［ｈｌ－１
　ｈｌ］．

在进行稳定性证明之前，先给出下面需要使用的

有关引理．
　　引理１　假设存在一定维数的正定对称矩阵 ｈ和
某一常数α＞０，满足下面不等式成立

　－α∫
ｔ

ｔ－α
ｘＴ（ｓ）ｈｘ（ｓ）ｄｓ

　　≤ ｘＴ（ｔ） ｘＴ（ｔ－α[ ]）
－ｈ ｈ
ｈ －[ ]ｈ

ｘ（ｔ）
ｘ（ｔ－α[ ]）

　　引理２　对于任意定常对称矩阵 Ｘ∈ＲＲｎ×ｎ，且Ｘ＞
０，若有ｈ＞０和向量函数 ｘ（ｔ）∈ＲＲｎ，满足下面积分不

等式［１９］，即

－ｈ
２

２∫
０

－ｈ∫
ｔ

ｔ＋θ
ｘＴ（ｓ）Ｘｘ（ｓ）ｄｓ≤ξＴ（ｔ）

－Ｘ Ｘ
Ｘ －[ ]Ｘξ（ｔ）

其中，ξＴ（ｔ）＝ ｈｘＴ（ｔ） ∫
ｔ

ｔ－ｈ
ｘＴ（ｓ）ｄ[ ]ｓ．

２２　稳定性分析
　　定理１　对系统（１）来说，假设存在一定维数的正
定矩阵Ｐ，Ｑｊ，Ｍｊ，Ｎｊ，Ｚｉ，Ｚｌ（ｉ＝１，…，ｌ；ｊ＝１，…，ｍ），且
有一定维数的矩阵Ｈ１，Ｈ２，Ｇ１，Ｇ２，若能满足下面式（２）
和（３）的矩阵不等式组成立，则保证系统（１）是渐近稳
定的．

　Λ１＝

Ω０，０ Ω０，１ ０ … … … … ０ δＴ１Ｎ１ … δＴｍＮｍ ０

 Ω１，１ Ｍ２ ０
（Ｇ２－Ｇ

Ｔ
１）

２
（ＨＴ２－Ｈ１）

２ ０ … … … ０ －
Ｈ１
２

  Ω２，２ Ｍ３ ０ … … … … … … ０

   … … … … … … … … …

    Ωｌ－１，ｌ－１ ０ … … … … … ０

     Ωｌ，ｌ … … … … … －
ＨＴ２
２

      … Ｍｍ－１ ０ … … ０

       Ωｍ，ｍ ０ … … …

        －Ｎ１ ０ … …

         … ０ …

          －Ｎｍ ０

           －δｌＭ











































ｌ

＜０ （２）

５５
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　Λ２＝

Ω０，０ Ω０，１ ０ … … … … ０ δＴ１Ｎ１ … δＴｍＮｍ ０

 Ω１，１ Ｍ２ ０
（Ｇ２－Ｇ

Ｔ
１）

２
（ＨＴ２－Ｈ１）

２ ０ … … … ０ －
Ｇ２
２

  Ω２，２ Ｍ３ ０ … … … … … … ０

   … … … … … … … … …

    Ωｌ－１，ｌ－１ ０ … … … … … ０

     Ωｌ，ｌ … … … … … －
ＧＴ１
２

      … Ｍｍ－１ ０ … … ０

       Ωｍ，ｍ ０ … … …

        －Ｎ１ ０ … …

         … ０ …

          －Ｎｍ ０

           －δｌＭ











































ｌ

＜０ （３）

其中，

Ω０，０＝Ｑ１＋Ｚ１＋ＰＡ０＋Ａ
Ｔ
０Ｐ－Ｍ１－∑

ｍ

ｊ＝１
δＴｊＮｊδｊ

＋∑
ｍ

ｊ＝１
ＡＴ０ δ２ｊＭｊ＋

ｈ２ｊ－ｈ
２
ｊ－１

４ Ｎ( )ｊＡ０
Ω０，１＝ＰＡ１＋Ａ

Ｔ
０∑

ｍ

ｊ＝１
δ２ｊＭｊ＋

１
４（ｈ

２
ｊ－ｈ

２
ｊ－１）Ｎ( )ｊＡ１

Ω１，１＝Ａ
Ｔ
１∑

ｍ

ｊ＝１
δ２ｊＭｊ＋

ｈ２ｊ－ｈ
２
ｊ－１

４ Ｎ( )ｊＡ１－（１－μ）Ｚｌ
＋Ｈ１－Ｇ２

Ωｊ，ｊ＝

Ｚｊ＋１－Ｚｊ＋Ｑｊ＋１－Ｑｊ－Ｍｊ＋１－Ｍｊ，ｊ∈［１，ｌ－２］

Ｚｌ－Ｚｌ－１＋Ｑｌ－Ｑｌ－１－Ｍｌ－１＋Ｇ１，ｊ＝ｌ－１

Ｑｌ＋１－Ｑｌ－Ｍｌ＋１－Ｈ２，ｊ＝ｌ

Ｑｊ＋１－Ｑｊ－Ｍｊ＋１－Ｍｊ，ｊ∈［ｌ＋２，ｍ－１］

－Ｑｍ－Ｍｍ，ｊ＝













ｍ
　　矩阵不等式中标示“”的部分代表了矩阵中的对
称元．

注：随着时滞区间分段数ｍ的增加，所得到的最大
允许时滞上界增大，降低了所得结论的保守性，但是同

时也会增加了上述矩阵不等式的维数，造成计算量增

大．基于保守性问题和矩阵不等式维数的考虑，需要权
衡两者，折中考虑ｍ的数值大小．

下面开始进行系统稳定性证明．
　　证明　构造以下 ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函，具体如
式（４）所示．

Ｖ（ｔ）＝∑
５

ｉ＝１
Ｖｉ（ｔ） （４）

其中，

Ｖ１（ｔ）＝ｘ
Ｔ（ｔ）Ｐｘ（ｔ）

Ｖ２（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
∫
ｔ－ｈｊ－１

ｔ－ｈｊ
ｘＴ（ｓ）Ｑｊｘ（ｓ）ｄｓ

Ｖ３（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
δｊ∫

－ｈｊ－１

－ｈｊ
∫
ｔ

ｔ＋θ
ｘＴ（ｓ）Ｍｊｘ（ｓ）ｄｓｄθ

Ｖ４（ｔ）＝∑
ｍ

ｊ＝１

１
２（ｈ

２
ｊ－ｈ

２
ｊ－１）∫

－ｈｊ－１

－ｈｊ
∫
０

θ∫
ｔ

ｔ＋λ
ｘＴ（ｓ）

·Ｎｊｘ（ｓ）ｄｓｄλｄθ

Ｖ５（ｔ）＝∑
ｌ－１

ｊ＝１
∫
ｔ－ｈｊ－１

ｔ－ｈｊ
ｘＴ（ｓ）Ｚｊｘ（ｓ）ｄｓ

＋∫
ｔ－ｈｌ－１

ｔ－τ（ｔ）
ｘＴ（ｓ）Ｚｌｘ（ｓ）ｄｓ

这里，Ｐ，Ｑｊ，Ｍｊ，Ｎｊ，Ｚｉ，Ｚｌ为待定的正定对称矩阵，（ｉ＝
１，…，ｌ；ｊ＝１，…，ｍ）．

注：文献［９］对构造的ＬＫ泛函中的一重积分和二
重积分，利用时滞分段方法降低了所得结论的保守性，

文献［４～７］采用自由权矩阵方法，一定程度上也有利
于降低系统的保守性．本节中建立的 ＬＫ泛函与文献
［９］不同，对所有的积分项进行了分段处理，同时又适
当地引入了自由权矩阵，并且还加入了三重积分项，进

一步降低系统的保守性．
将Ｖｉ（ｔ）（ｉ＝１，…，５）分别沿着时间ｔ取导数，计算

得到

ｄＶ１（ｔ）
ｄｔ ＝２ｘＴ（ｔ）ＰＡ０ｘ（ｔ）＋Ａ１ｘ（ｔ－τ（ｔ{ }）） （５）

ｄＶ２（ｔ）
ｄｔ ＝∑

ｍ

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ－ｈｊ－１）Ｑｊｘ（ｔ－ｈｊ－１）

－∑
ｍ

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ－ｈｊ－１）Ｑｊｘ（ｔ－ｈｊ－１） （６）

ｄＶ３（ｔ）
ｄｔ ＝∑

ｍ

ｊ＝１
δ２ｊｘ

Ｔ（ｔ）Ｍｊｘ（ｔ）

６５
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－∑
ｍ

ｊ＝１
δｊ∫
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ｄＶ５（ｔ）
ｄｔ ＝∑

ｌ－１

ｊ＝１
ｘＴ（ｔ－ｈｊ－１）Ｚｊｘ（ｔ－ｈｊ－１）
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根据引理１和引理２，分别有
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ｔ－ｈｊ－１

ｔ－ｈｊ
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另外，令存在一定维数的矩阵，根据牛顿莱布尼茨
公式，存在表达式（１２）和（１３）
Δ１ ＝［ｘ

Ｔ（ｔ－τ（ｔ））Ｈ１＋ｘ
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综合上述表达式（５）至（１３）后，得到表达式（１４）
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＝∫
ｔ－τ（ｔ）

ｔ－ｈｌ
ξＴ（ｔ，ｓ）Λ１ξ（ｔ，ｓ）ｄｓ

＋∫
ｔ－ｈｌ－１

ｔ－τ（ｔ）
ξＴ（ｔ，ｓ）Λ２ξ（ｔ，ｓ）ｄｓ （１４）

在这里，有

ξＴ１（ｔ）＝ ｘ（ｔ）ｘ（ｔ－τ（ｔ））ｘ（ｔ－ｈ１）… ｘ（ｔ－ｈｍ[ ]）

ξＴ２（ｔ，ｓ）＝ ∫
ｔ

ｔ－ｈ１
ｘ（θ）ｄθ … ∫

ｔ－ｈｍ－１

ｔ－ｈｍ
ｘ（θ）ｄθ ｘ（ｓ[ ]）

ξＴ（ｔ，ｓ）＝ ξＴ１（ｔ） ξＴ２（ｔ，ｓ[ ]）
根据式（１４），对于ｌ＝１，２，…，ｍ，如有Λ１＜０，Λ２＜０，

则存在充分小的 ε，有ｄＶ（ｔ）ｄｔ ｌ＜－εｘ（ｔ）
２，由 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ稳定性理论可知，系统（１）是渐近稳定的．Λ１和Λ２
见定理１中定义．
２３　数值算例

下面将通过数值算例来验证本节中提出的方法以

及和其他已有结论的对比．
　　例１　考虑如下参数的线性网络控制系统

Ａ０＝
－２ ０
０ －０．[ ]９，Ａ１＝

－１ ０[ ]－１ －１
为了方便比较，令δ１＝δ２＝…＝δｍ．

　　Ｃａｓｅ１：当μ和ｍ选择不同数值的时候，利用定理１
得到最大允许时滞上界和已有一些文献的结论都列在

表１中．
表１　保证系统（１）稳定的最大允许时滞上界

方法 μ＝０ μ＝０．３ μ＝１

文献［１５］ ２．７４８ ２．０５１ １．０９５
文献［１３］ ４．４７２ ３．８３５ １．９４１
文献［９］ ４．９３５ ３．２７３ １．６３８

文献［１２］（ｍ＝２） ５．４２９ ３．６５７ １．７９４
文献［１４］（ｍ＝２） ５．７１７ ３．８５６ １．９８８
定理１（ｍ＝２） ５．８２１ ４．３３８ ２．１０９
定理１（ｍ＝３） ５．９０４ ４．４０２ ２．２１７
定理１（ｍ＝５） ６．０２５ ４．６５７ ２．４６８

　　从表１中可以看出，当 μ为不同数值时，利用本文
定理１得到的最大网络时延最大值和表１中已有文献
的结果均都列表其中．文献［９］在构造了 ＬＫ泛函中，

对其中的一项∫
ｔ

ｔ－ｄ（ｔ）
ｘＴ（ｓ）Ｑｘ（ｓ）ｄｓ没有进行时滞区间

不均分处理，并且当 ｄ（ｔ）∈ （ｋ－１）δ ｋ[ ]δ时，人为地
将ｄ（ｔ）－（ｋ－１）δ和 ｋδ－ｄ（ｔ）分别扩大为 δ．在文献
［１２］中，构造的ＬＫ泛函对时滞区间进行了分区处理，
并且引入了自由权矩阵来降低系统的保守性．文献
［１３］根据Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ定理研究了随机时延问题，没有
对积分区间细化处理．文献［１４，１５］在ＬＫ泛函中引入
了积分不等式，并进一步在形式上进行不同程度的扩

大，都只是对整个时延区间进行积分．综合前面文献，
本文构造的ＬＫ泛函中所有项都分别时滞区间不均分
处理，而且在每个时滞区间都引入三重积分，同时又在

网络时延τｋ（ｔ）所在时滞区间增加了自由权矩阵．相比
于前面文献中提出的方法来说，本文更加细化处理了

ＬＫ泛函的每个子项，进一步降低系统的保守性．根据
表１中的结果可以看出，当 μ变大的过程中，网络时延
的上限值随之变小．表１中，当 ｍ＝２，随着 μ从０变为
１，本文中的结果从５８２１ｓ降低为２１０９ｓ，数值上比文
献［１２，１４］的结果要大一些．另外，采用了时滞区间不
均分处理，如果分区数量越大，则网络实验的上限值也

变大，就本文中提出的方法，当 ｍ＝５，网络时延上限值
分别为６０２５ｓ（当 μ＝０）、４６５７ｓ（当 μ＝１），相对比 ｍ
＝２和ｍ＝３的网络时延参数对应增大．由此可见，本文
中提出的方法增大了系统的最大网络时滞的上界范

围，保守性进一步降低．而且时滞区间细分数量越大，
越有利于降低系统的保守性．
　　Ｃａｓｅ２：当ｍ＝２，分别对 μ１和 μ２取不同数值的时
候，保证系统稳定的最大时滞上界，都列表在表２中．
表２　μ１和μ２取不同数值时保证系统（１）稳定的最大允许时滞上界

μ１＼μ２ μ２＝０ μ２＝０．３ μ２＝１

μ１＝０ ５．８２１ ４．８１９ ２．５０７

μ１＝０．３ ４．６５２ ４．３３８ ２．２１６

μ１＝１ ３．０１４ ２．３３６ ２．１０９

　　算例中以２变量的网络控制系统为例，因此每个
变量产生的网络时延不同，时延的变化率也不同，系统

网络时延的上限值也发生变化．从表２的结果来看，当
μ１＝μ２＝０时，网络时延上限值为５８２１ｓ，当μ１和μ２都
变大至１，网络时延上限值变为２１０９ｓ．而且从表２中
看到，无论是μ１还是μ２，只要任何一个参数变大，都会
造成网络时延变短．

３　结论

　　本文以一类变时延线性网络控制系统为对象，基于
时滞不均分法，研究其稳定性问题．在构造ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａ
ｓｏｖｓｋｉｉ泛函时，将时滞区间分割为若干个子区间，并分别
在不同的时滞分割区间引入了三重积分项，并且增加自

由权矩阵用来，细化处理不同子区间的泛函导数产生的

交叉项，有利于降低系统的保守性，获得了新的系统稳定

性判据．而且，时滞区间分割数越多，系统的保守性越低，
最后通过数值算例验证了该方法的有效性．
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