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融合解析模型和综合模型的压缩感知算法
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　　摘　要：　如何利用更多的图像先验知识来提高图像的重构质量是压缩感知的一个关键问题．本文将综合稀疏模
型与近几年提出的Ｃｏｓｐａｒｓｅ解析模型结合，利用图像在综合字典和解析字典下的稀疏性提出了一种融合两种稀疏先
验的图像重构算法，并利用交替方向乘子法（ＡＤＭＭ）求解对应的复杂优化问题．为进一步提高算法性能，该算法还充
分利用了图像中任意位置图像块的稀疏性．实验结果表明，本文算法能有效提高图像重构质量．
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１　引言
　　传统的奈奎斯特采样定理指出，信号的采样频率
必须大于带宽的两倍才能确保完全重构原始信号．随
着现代信息技术的高速发展，人们对信息数据量的需

求不断增加，从而对传统信号处理框架的采样和处理

速度都提出了更高的要求．作为奈奎斯特采样定理的
另一种选择，Ｄｏｎｏｈｏ等人于２００６年正式提出了压缩感
知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）理论［１］，其思想是将传统的

采样和压缩合为一体，通过测量矩阵获得原始信号的

少量随机投影，然后利用信号的稀疏先验知识，通过重

构算法从远低于奈奎斯特采样率的观测值中获得稀疏

解，这种方式大大缓解了采样端的压力，使得宽带信号

处理成为现实．

该理论一经提出，迅速成为信息领域的一个研究

热点，世界知名大学都成立专门的课题组研究．稀疏字
典、测量矩阵和重构算法的设计是压缩感知理论研究

的三个核心问题．学者们经过多年的理论研究，已将压
缩感知应用在了很多领域，如合成孔径雷达成像、探地

雷达成像、核磁共振成像、无线传感器网络和语音识别

等领域．
稀疏表示模型是信号与图像处理领域普遍使用的

信号模型，ＣＳ理论是以其为基础建立的．信号ｘ可以通
过综合稀疏模型表示为字典中少量原子的线性组合，

即ｘ＝Ｄα．与综合模型对应的是 Ｃｏｓｐａｒｓｅ解析模型（Ａ
ｎａｌｙｓｉｓＭｏｄｅｌ）［２，３］，解析模型假定信号 ｘ在解析字典 Ω
下的变换系数Ωｘ是稀疏的．当 Ｄ与Ω正交时，解析模
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型与综合模型是完全等效的，但在过完备的情况下，它

们有着本质的区别，综合模型假定信号是处于由少量

原子张成的子空间中，而解析模型则假设信号与大量

解析原子张成的子空间正交，所以这两种模型有一定

的互补性，本文则根据它们的互补性提出了一种新的

重构算法，将综合模型和解析模型融合在一起，期望获

得高质量的压缩感知图像重构性能．

２　综合与解析稀疏表示模型
　　从一组带有噪声的测量值：

ｙ＝Ｍｘ＋ｅ （１）
中恢复出原始信号ｘ∈ＲＮ是信号与图像处理领域要解
决的主要问题，其中 Ｍ∈ＲＭ×Ｎ是已知线性算子，ｅ∈ＲＭ

为加性高斯白噪声，多数情况下 Μ＜Ν，因此从 ｙ中恢
复出信号ｘ是一个ＮＰｈａｒｄ问题，如何在无穷多解中找
到最逼近信号ｘ的解则依赖于稀疏先验知识．

综合稀疏模型假设信号 ｘ可以表示为综合字典 Ｄ
∈ＲＮ×Ｌ中少量原子的线性组合：

ｘ＝Ｄα　Ｋ：＝‖α‖０ （２）
其中 α∈ＲＬ是信号 ｘ在综合字典 Ｄ下的稀疏表示系
数，如果α中仅有Ｋ（Ｋ＜＜Ｎ）个非零系数，则称信号 ｘ
是Ｋ稀疏信号．

基于综合稀疏模型的图像重构可归结为求解非凸

优化问题：

α^＝ａｒｇｍｉｎ
α
‖α‖０　ｓ．ｔ．‖ｙ－ＭＤα‖

２
２≤ε （３）

求解该问题的方法主要包括凸松弛法和贪婪算

法，贪婪算法是通过每次迭代时选择一个局部最优解

逐渐逼近原始信号，主要包括正交匹配追踪（ＯＭＰ），压
缩采样匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ），子空间追踪（ＳＰ）等
算法［４］．

近几年，Ｃｏｓｐａｒｓｅ解析模型作为综合稀疏模型的对
偶模型得到越来越多的研究学者关注，并相继出现了

一些关于解析字典学习及应用的文献［５～７］．对于信号
ｘ，通过线性算子Ω∈ＲＰ×Ｎ可变换为：

ｚ＝Ωｘ　Ｌ：＝Ｐ－‖ｚ‖０ （４）
如果变换系数ｚ∈ＲＰ中有许多零元素，则称信号 ｘ

是共稀疏（Ｃｏｓｐａｒｓｅ）的，此模型称为解析模型，其中线
性算子Ω称为解析字典，变换系数ｚ中零元素的个数Ｌ
称为共稀疏度，解析字典 Ω中与信号 ｘ正交的所有原
子的索引值集合称为ｘ的共支撑集Λ，即ΩΛｘ＝０．

对于解析模型，可以通过求解下列最优化问题来

进行图像重构：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
‖Ωｘ‖０　ｓ．ｔ．‖ｙ－Ｍｘ‖

２
２≤ε （５）

目前基于解析模型的压缩感知重构算法分为两

类，第一类是解析 ｌ１最小化算法（ＡｎａｌｙｓｉｓＬ１ｍｉｎｉｍｉｚａ

ｔｉｏｎ，ＡＬ１）［２］；第二类是贪婪算法，主要包括解析贪婪追
踪法（ＧｒｅｅｄｙＡｎａｌｙｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ，ＧＡＰ）［２］，解析压缩采样匹
配追踪法（ＡＣｏＳａＭＰ）与解析基追踪法（ＡＳＰ），解析迭代
硬阈值法（ＡＩＨＴ）与解析硬阈值追踪法（ＡＨＴＰ）［８～１０］．

３　融合解析和综合两种稀疏先验的重构算法
　　与综合模型相比，解析模型把焦点集中在稀疏表
示系数的大量零元素上而不是非零元素，在相同维数

的情况下，子空间数量更多，有更丰富和更灵活的稀疏

表示能力．在解析模型中，信号 ｘ与稀疏表示系数 Ωｘ
中为零的系数所对应的解析原子张成的子空间正交，

而综合模型中信号ｘ处于由少量原子张成的子空间，根
据两个模型的互补性，本文提出了融合解析和综合两

种稀疏先验的重构算法ＳＡＬ０（ＳｙｎｔｈｅｓｉｓａｎｄＡｎａｌｙｓｉｓＬ０
ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ）：

ｘ^＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
‖ｙ－Ｍｘ‖２

２　ｓ．ｔ．‖ｘ－Ｄα‖
２
２≤δ

　　　　‖α‖０≤Ｋ，‖Ωｘ‖０≤Ｐ－Ｌ
（６）

在压缩感知系统中，对图像进行整体随机投影的

硬件复杂度很高，因此在实际应用中，人们经常采用分

块随机投影［１１］．首先把图像分成大小为槡ｎ×槡ｎ的非重
叠图像块，然后对所有的图像块用同一个观测矩阵 ＭＢ
∈Ｒｍ×ｎ（ｍ＜ｎ）进行投影，这种方法降低了对硬件的要
求．在分块压缩感知的情况下，用拉格朗日乘值法将上
述的优化问题改写为：

｛^ｘｉ，^αｉ｝＝ａｒｇｍｉｎ｛ｘｉ，αｉ
‖ｙｉ－ＭＢｘｉ‖

２
２＋λ１‖ｘｉ－Ｄαｉ‖

２
２

　　　　＋λ２‖αｉ‖０＋λ３‖Ωｘｉ‖０｝，　ｉ∈Ｃ１
（７）

式中ｘｉ＝Ｒｉｘ∈Ｒ
ｎ是原始图像的第 ｉ个局部块，Ｒｉ∈

Ｒｎ×Ν定义为取块操作算子；ｙｉ是 ｘｉ在观测矩阵 ＭＢ下
的测量值；Ｃ１为非重叠图像块集合；λ１，λ２，λ３为数据保
真项与各正则项之间的权衡因子．

本文采用交替优化方式求解式（７）的优化问题，具
体包括两个步骤（对于第 ｋ次迭代），首先固定 ｘｉ，更新
稀疏系数αｉ：

αｋｉ＝ａｒｇｍｉｎαｉ
｛λ１‖ｘ

ｋ－１
ｉ －Ｄαｉ‖

２
２＋λ２‖αｉ‖０｝（８）

对于稀疏求解问题，常用方法有匹配追踪法（ＭＰ）和正
交匹配追踪法（ＯＭＰ），本文采用ＯＭＰ算法求解式（８）．

当稀疏系数αｉ固定时，更新ｘｉ的优化问题为：
ｘｋｉ＝ａｒｇｍｉｎｘｉ

｛‖ｙｉ－ＭＢｘｉ‖
２
２

　　＋λ１‖ｘｉ－Ｄα
ｋ
ｉ‖

２
２＋λ３‖Ωｘｉ‖０｝

（９）

求解式（９）是解析模型下的稀疏求解问题，本文采
用ＧＡＰ算法求解，具体步骤为：
　　步骤１　初始化：共支撑集Λｔ＝［１，Ｐ］，ｔ＝０
　　步骤２　信号估计：

４１６
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ｘｋｉ＝ａｒｇｍｉｎｘｉ
｛‖ｙｉ－ＭＢｘｉ‖

２
２＋λ１‖ｘｉ－Ｄα

ｋ
ｉ‖

２
２

　　＋λ３‖ΩΛｔｘｉ‖
２
２｝

（１０）
对ｘｉ求偏导数并令其为０得到ｘｉ的解：

ｘｋｉ＝（Ｍ
Ｔ
ＢＭＢ＋λ１Ｉ＋λ３Ω

Ｔ
ΛｔΩΛｔ）

－１×（ＭＴΒｙｉ＋λ１Ｄα
ｋ
ｉ）

（１１）
　　步骤３　更新共支撑集：Λｔ＋１＝Λｔ＼Γｔ，从解析字典
中去除与信号内积绝对值最大的解析原子．其中 Γｔ＝
ａｒｇｍａｘ｛ｗｊｘｋｉ：ｊ∈Λｔ｝，ｗ

ｊ表示解析字典Ω的第ｊ行．
　　步骤４　ｔ＝ｔ＋１，如果满足迭代停止条件，输出 ｘｋｉ，
否则返回步骤２继续执行．

综上所述，交替迭代优化式（８）和（９）便可得到图
像块ｘｉ的最优解，再通过下式求解得到整幅图像 ｘ的
最优解：

ｘ^＝∑
ｉ∈Ｃ１

ＲＴｉｘ
ｋ
ｉ （１２）

ＳＡＬ０算法描述的是非凸优化问题．用 ｌ１范数代替
ｌ０范数，可将其转换成凸优化问题（ＳＡＬ１，Ｓｙｎｔｈｅｓｉｓａｎｄ
ＡｎａｌｙｓｉｓＬ１ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ）：
｛^ｘｉ，^αｉ｝＝ａｒｇｍｉｎ｛ｘｉ，αｉ

‖ｙｉ－ＭＢｘｉ‖
２
２＋λ１‖ｘｉ－Ｄαｉ‖

２
２

　　　＋λ２‖αｉ‖１＋λ３‖Ωｘｉ‖１｝，ｉ∈Ｃ１
（１３）

本文根据交替方向乘子法（ＡＤＭＭ，ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉ
ｒｅｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｏｆＭｕｌｔｉｐｌｉｅｒｓ）的尺度形式［１２］，令 ｚｉ＝
Ωｘｉ，将式（１３）的优化问题转换为：
｛^ｘｉ，^αｉ，^ｚｉ，^μｉ｝＝

ａｒｇｍｉｎ
ｘｉ，αｉ，ｚｉ，μｉ

｛‖ｙｉ－ＭＢｘｉ‖
２
２＋λ１‖ｘｉ－Ｄαｉ‖

２
２＋λ２‖αｉ‖１

＋β‖Ωｘｉ－ｚｉ＋μｉ‖
２
２＋λ３‖ｚｉ‖１｝，ｉ∈Ｃ１

（１４）
式中μｉ为尺度对偶变量（ｓｃａｌｅｄｄｕａｌｖａｒｉａｂｌｅ）．上

式有四个变量需要优化，同时对这四个变量进行优化

能获得全局最优解．虽然式（１４）中优化的目标函数为
凸函数，但由于式中的 ｌ１范数是不光滑且不可微的，目
前还没有有效的算法对四个变量同时进行优化．ＡＤＭＭ
算法采用交替优化的策略解决这类复杂的凸优化问

题，即先固定其它变量，只优化其中的一个变量，从而将

原来的复杂优化问题分解为若干简单的子问题进行交

替优化．对 ＡＤＭＭ算法［１２］的理论分析表明，当优化的

目标函数是凸函数并且子问题能被有效求解时，ＡＤＭＭ
算法能够收敛并且获得满意解．

利用ＡＤＭＭ算法优化式（１４）的具体步骤如下：
　　步骤１　固定图像ｘｉ、对偶变量μｉ与解析稀疏系数
ｚｉ，更新综合稀疏系数αｉ：
αｋｉ＝ａｒｇｍｉｎαｉ

｛λ１‖ｘ
ｋ－１
ｉ －Ｄαｉ‖

２
２＋λ２‖αｉ‖１｝ （１５）

求解该优化问题的方法很多，本文采用迭代收缩

法（ＩｅｒａｔｉｖｅＳｈｒｉｎｋａｇｅ／Ｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ，ＩＳＴ）对其求解．
　　步骤２　固定图像ｘｉ、对偶变量μｉ与综合稀疏系数
αｉ，更新解析稀疏系数ｚｉ：
ｚｋｉ＝ａｒｇｍｉｎｚｉ

｛β‖Ωｘｋ－１ｉ －ｚｉ＋μ
ｋ－１
ｉ ‖

２
２＋λ３‖ｚｉ‖１｝ （１６）

该优化问题可采用软阈值函数（ｓｏｆｔｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇ）
求解，软阈值是解决ｍｉｎ

ｘ
｛‖ｙ－ｘ‖２

２＋λ‖ｘ‖１｝问题的

基本方法：

ｘ＝ｓｏｆｔ（ｙ，λ）＝ｓｉｇｎ（ｙ）·ｍａｘ｛｜ｙ｜－λ／２，０｝（１７）
　　步骤３　固定对偶变量μｉ、解析稀疏系数ｚｉ与综合
稀疏系数αｉ，更新图像ｘｉ：

ｘｋｉ＝ａｒｇｍｉｎｘｉ
｛‖ｙｉ－ＭＢｘｉ‖

２
２＋λ１‖ｘｉ－Ｄα

ｋ
ｉ‖

２
２

　　　　＋β‖Ωｘｉ－ｚ
ｋ
ｉ＋μ

ｋ－１
ｉ ‖

２
２｝

（１８）
对ｘｉ求偏导数并令其为０，从而得到：

ｘｋｉ＝（Ｍ
Ｔ
ＢＭＢ＋λ１Ｉ＋βΩ

ＴΩ）－１×（ＭＴＢｙｉ
　　　　＋λ１Ｄα

ｋ
ｉ＋βΩ

Ｔ（ｚｋｉ－μ
ｋ－１
ｉ ））

（１９）

　　步骤４　更新对偶变量μｉ：
μｋｉ＝μ

ｋ－１
ｉ ＋Ωｘｋｉ－ｚ

ｋ
ｉ （２０）

本文进行了大量实验，在参数 λ１＝０４，λ２＝００２，
λ３＝０２，β＝００３时得到了较好的图像重构效果．综
上，ＳＡＬ１算法的具体步骤如算法１所示．

算法１　ＳＡＬ１算法

输入：观测值ｙｉ（ｉ∈Ｃ１），观测矩阵ＭＢ，综合字典Ｄ，解析字典Ω

（１）初始化：ｘ０ｉ＝０，α０ｉ＝０，ｚ０ｉ＝０，μ０ｉ＝０，λ１＝０４，λ２＝００２，λ３＝
０２，β＝００３，ｉｔｅｒ＝１００；

ｆｏｒｋ＝１：ｉｔｅｒ
（２）根据式（１５）更新综合稀疏系数αｋｉ；

（３）根据式（１６）更新解析稀疏系数ｚｋｉ；

（４）根据式（１９）更新图像块ｘｋｉ；

（５）根据式（２０）式更新对偶变量μｋｉ
ｅｎｄ

输出：重构图像 ｘ^＝∑
ｉ∈Ｃ１

ＲＴｉｘｋｉ

由于上述算法只利用了测量值对应图像块（非重

叠图像块）的稀疏性，并没有考虑图像中任意位置图像

块的稀疏性，因此在低采样率时重构图像有可能出现

块效应［１３］．为进一步提高图像重构质量，充分利用图像
中任意位置图像块在综合字典和解析字典下的稀疏

性，本文提出 ＯＳＡＬ１算法 （ＳｙｎｔｈｅｓｉｓａｎｄＡｎａｌｙｓｉｓＬ１
ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｗｉｔｈＯｖｅｒｌａｐｐｉｎｇＰａｔｃｈｅｓＳｐａｒｓｉｔｙ）．考虑任
意位置两种字典表示的稀疏性，则式（１３）变为：
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｛^ｘ，^αｉ｝＝ａｒｇｍｉｎｘ，αｉ
｛∑
ｉ∈Ｃ１
‖ｙｉ－ＭＢＲｉｘ‖

２
２

＋∑
ｉ∈Ｃ２

（λ１‖Ｒｉｘ－Ｄαｉ‖
２
２＋λ２‖αｉ‖１＋λ３‖ΩＲｉｘ‖１）｝

（２１）
式中 Ｃ１为非重叠块集合，Ｃ２为重叠图像块集合，它保
证了图像中任意位置图像块的稀疏性．用 ＡＤＭＭ算法
对其进行变量置换，令ｚｉ＝ΩＲｉｘ得到：

｛^ｘ，^αｉ，^ｚｉ，^μｉ｝＝ａｒｇｍｉｎｘ，αｉ，ｚｉ，μｉ
｛∑
ｉ∈Ｃ１
‖ｙｉ－ＭＢＲｉｘ‖

２
２

　　　 ＋∑
ｉ∈Ｃ２

（λ１‖Ｒｉｘ－Ｄαｉ‖
２
２＋λ２‖αｉ‖１）

　　　 ＋∑
ｉ∈Ｃ２

（β‖ΩＲｉｘ－ｚｉ＋μｉ‖
２
２＋λ３‖ｚｉ‖１）｝

（２２）
该优化问题的求解十分困难，为了减少算法的运

算开销，本文将其分解为两个部分进行交替迭代优化，

第一部分为非重叠分块，与式（１４）相同；第二部分为重
叠分块，其对应的优化问题为：

｛^ｘ，^αｉ，^ｚｉ，^μｉ｝＝

ａｒｇｍｉｎ
ｘ，αｉ，ｚｉ

｛∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

（λ１‖Ｒｉｘ－Ｄαｉ‖
２
２＋λ２‖αｉ‖１

＋β‖ΩＲｉｘ－ｚｉ＋μｉ‖
２
２＋λ３‖ｚｉ‖１）｝

（２３）
式（２３）描述的优化问题中 αｉ与 ｚｉ的优化方法与 ＳＡＬ１
算法相同，当对偶变量μｉ、解析稀疏系数ｚｉ与综合稀疏
系数αｉ固定，更新图像ｘ：

ｘｋ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ
｛∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

（λ１‖Ｒｉｘ－Ｄα
ｋ
ｉ‖

２
２

　　　　 ＋β‖ΩＲｉｘ－ｚ
ｋ
ｉ＋μ

ｋ－１
ｉ ‖

２
２）｝

（２４）

对ｘ求偏导数并令其为０得到：

ｘｋ ＝∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

（λ１Ｒ
Ｔ
ｉＲｉ＋β（ΩＲｉ）

ＴΩＲｉ）
－１

　　 ×∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

（λ１Ｒ
Ｔ
ｉＤα

ｋ
ｉ＋β（ΩＲｉ）

Ｔ（ｚｋｉ－μ
ｋ－１
ｉ ）） （２５）

由于 ∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

（ΩＲｉ）
ＴΩＲｉ是一个大矩阵，其逆运算的

计算占用内存大且消耗时间长．为避免求解大矩阵逆运
算的问题，本文用变量分裂法引入了辅助变量ｗｉ＝Ｒｉｘ，
将式（２４）改写成下面的形式：

｛ｘｋ，ｗｋｉ｝＝ａｒｇｍｉｎｘ，ｗｉ
｛∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

（λ１‖ｗｉ－Ｄα
ｋ
ｉ‖

２
２

　　　　＋β‖Ωｗｉ－ｚ
ｋ
ｉ＋μ

ｋ－１
ｉ ‖

２
２＋β１‖ｗｉ－Ｒｉｘ‖

２
２）｝

（２６）
当β１充分大时，式（２６）和式（２４）是等效的．固定 ｘ，对
ｗｉ求偏导数并令其为０得到：
ｗｋｉ＝（（λ１＋β１）Ｉ＋βΩ

ＴΩ）－１×（λ１Ｄα
ｋ
ｉ

＋βΩＴ（ｚｋｉ－μ
ｋ－１
ｉ ）＋β１Ｒｉｘ

ｋ－１），ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１ （２７）
固定ｗｉ，更新ｘ：

ｘｋ ＝ａｒｇｍｉｎ
ｘ ∑

ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１
‖ｗｋｉ－Ｒｉｘ‖

２
２ （２８）

对ｘ求偏导数并令其为０得到：

ｘｋ ＝（∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

ＲＴｉＲｉ）
－１
（∑
ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１

ＲＴｉｗ
ｋ
ｉ） （２９）

综上，ＯＳＡＬ１算法的具体步骤如算法２所示．其中
ＳＡＬ１（ｙｉ，ｘ

ｋ－１）表示 ＳＡＬ１算法中 ｘ的初始值由 ０改
为ｘｋ－１．

算法２　ＯＳＡＬＩ算法

输入：观测值ｙｉ（ｉ∈Ｃ１），观测矩阵ＭＢ，字典Ｄ、Ω
（１）初始化：ｘ０＝０，α０ｉ＝０，ｚ０ｉ＝０，ｗ０ｉ＝０，ｈ０ｉ＝０，λ１＝０．４，λ２＝０．０２，
λ３＝０．２，β＝０．０３，β１＝０．４，ｉｔｅｒ＝１５；
ｆｏｒｋ＝１：ｉｔｅｒ
（２）^ｘ＝ＳＡＬ１（ｙｉ，ｘｋ－１），将 ｘ^作为式（２３）中ｘ的初值；

（３）由式（１５）更新综合稀疏系数αｋｉ，ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１；

（４）由式（１６）更新解析稀疏系数ｚｋｉ，ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１；

（５）由式（２７）更新辅助变量ｗｋｉ，ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１；

（６）更新对偶变量μｋｉ：μｋｉ＝μｋ－１ｉ ＋Ωｗｋｉ－ｚｋｉ，ｉ∈Ｃ２，ｉＣ１；

（７）由式（２９）更新图像ｘｋ；
（８）更新β１：β１＝１．４β１
ｅｎｄ
输出：ｘｋ

４　实验结果
　　为了验证本文算法的有效性，本文采用了 Ｌｅｎａ、
Ｃｏｕｐｌｅ、Ｇｉｒｌ、Ｂｏａｔ、Ｃｌｏｗｎ和 Ｇｏｌｄｈｉｌｌ六幅标准灰度图像
作为测试图像进行压缩感知图像重构实验，图像大小

均为５１２×５１２，它们均来源于文献［１４］的程序包，可从
ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｃｅ．ｍｓｓｔａｔｅ．ｅｄｕ／～ｆｏｗｌｅｒ／ＢＣＳＳＰ／下载．

在本文的实验中，图像的分块大小为８×８，所有算
法使用的观测矩阵ＭＢ均为相同的高斯随机矩阵，综合
字典Ｄ是从Ｂｅｒｋｅｌｅｙ自然图像库中学习到的冗余度为
４的通用ＫＳＶＤ字典［１５］，大小为６４×２５６．目前关于解
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析字典Ω的学习算法还比较少，主要包括 ＡｎａｌｙｓｉｓＫ
ＳＶＤ学习算法［５］、约束解析算子学习（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＡｎａｌ
ｙｓｉｓＯｐｅｒａｔｏｒＬｅａｒｎｉｎｇ，ＣＡＯＬ）［６］算法和几何解析算子学
习（ＧｅｏｍｅｔｒｉｃＡｎａｌｙｓｉｓＯｐｅｒａｔｏｒＬｅａｒｎｉｎｇ，ＧＡＯＬ）［７］算法．
ＧＡＯＬ算法采用了与其他算法完全不同的方式，它将
ΩＴ看作是矩阵空间中斜流形（ｏｂｌｉｑｕｅｍａｎｉｆｏｌｄ）上的一
个元素，将解析字典的学习问题转化为矩阵流形的优

化问题，该算法复杂度适中，收敛特性较好，本文使用的

解析字典是由 ＧＡＯＬ算法学习获得，其冗余度为４，大
小为２５６×６４．

在采样率为１０％、２０％、３０％时，用本文提出的算法对
六幅测试图像进行重构实验，然后将实验结果与基于综合

模型的凸优化算法ＳＬ１（ＳｙｎｔｈｅｓｉｓＬ１ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ）和基于
解析模型的凸优化算法ＡＬ１比较（代码可从ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．
ｃｓ．ｔｅｃｈｎｉｏｎ．ａｃ．ｉｌ／～ｒａｊ下载），结果如表１所示．

表１　图像重构结果ＰＳＮＲ比较（ｄＢ）

图像 算法
采样率

１０％ ２０％ ３０％ 平均

Ｌｅｎａ

ＳＬ１
ＡＬ１
ＳＡＬ０
ＳＡＬ１
ＯＳＡＬ１

２６．１４
２６．６７
２７．０６
２７．６３
２８．４８

２９．６２
３０．１１
３０．６７
３１．０８
３１．９５

３１．８４
３２．４４
３２．７２
３２．９５
３３．６４

２９．２０
２９．７４
３０．１５
３０．５５
３１．３６

Ｃｏｕｐｌｅ

ＳＬ１
ＡＬ１
ＳＡＬ０
ＳＡＬ１
ＯＳＡＬ１

２３．７３
２４．５４
２４．８０
２４．９６
２５．５２

２６．５３
２７．０４
２７．３９
２７．５５
２８．２８

２８．９２
２９．３４
２９．５８
２９．６０
３０．３６

２６．３９
２６．９７
２７．２６
２７．３７
２８．０５

Ｇｉｒｌ

ＳＬ１
ＡＬ１
ＳＡＬ０
ＳＡＬ１
ＯＳＡＬ１

２６．９５
２７．８４
２８．５０
２８．８７
２９．６６

３０．９２
３１．１０
３２．３５
３２．８１
３３．５４

３４．０６
３４．２５
３５．１４
３５．６８
３６．３４

３０．６４
３１．０６
３１．９９
３２．４４
３３．１８

Ｂｏａｔ

ＳＬ１
ＡＬ１
ＳＡＬ０
ＳＡＬ１
ＯＳＡＬ１

２３．５５
２４．５１
２４．６６
２４．８５
２５．４６

２６．７４
２７．２０
２７．４４
２７．６５
２８．４２

２８．６５
２９．１０
２９．１５
２９．２４
３０．０５

２６．３１
２６．９４
２７．０８
２７．２５
２７．９８

Ｃｌｏｗｎ

ＳＬ１
ＡＬ１
ＳＡＬ０
ＳＡＬ１
ＯＳＡＬ１

２４．２８
２４．９３
２５．６０
２６．１８
２６．８６

２８．６０
２９．０６
２９．５８
３０．３３
３１．１８

３１．３７
３１．５７
３２．３２
３２．４４
３３．２３

２８．０８
２８．５２
２９．１７
２９．６５
３０．４２

Ｇｏｌｄｈｉｌｌ

ＳＬ１
ＡＬ１
ＳＡＬ０
ＳＡＬ１
ＯＳＡＬ１

２５．５４
２６．３８
２６．６７
２６．８３
２７．５２

２８．１７
２８．６５
２８．７２
２８．８９
２９．７５

３０．０７
３０．６４
３０．５５
３０．６５
３１．４６

２７．９３
２８．５６
２８．６５
２８．７９
２９．５８

　　从表１可以看出 ＯＳＡＬ１算法的图像重构结果优

于其他算法，以图像 Ｌｅｎａ为例，在三种采样率下，重构
图像的平均ＰＳＮＲ值比ＳＬ１、ＡＬ１、ＳＡＬ０、ＳＡＬ１算法分别
提高了２１６ｄＢ、１６２ｄＢ、１２１ｄＢ、０８１ｄＢ．

为了检验本文算法的收敛性，图２给出了采样率为
２０％时，ＳＡＬ１算法的重构图像 ＰＳＮＲ值随迭代次数变
化的曲线．从图２可以看出，在采样率为２０％时，本文
算法通过６０次迭代就基本达到了收敛，具有较好的收
敛性．

图３给出了采样率为２０％时部分算法对Ｌｅｎａ图像
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的重构图像．从图 ３可以看出，基于综合稀疏先验的
ＳＬ１算法和基于解析稀疏先验的 ＡＬ１算法重构质量较
差，细节信息丢失较多，并且边缘部分具有明显的块效

应．融合两种稀疏先验的 ＳＡＬ０与 ＳＡＬ１算法重构效果
比ＳＬ１、ＡＬ１算法好，但边缘和细节部分仍有轻微的锯
齿效应．ＯＳＡＬ１算法的重构图像块效应最少，保留了更
多的细节信息，边缘和纹理更清晰．表１和图３的实验
数据表明，融合综合稀疏和解析稀疏两种先验的图像

重构算法比单独利用综合稀疏或解析稀疏的重构算法

具有明显优势，而考虑图像中任意位置图像块的稀疏

性比仅利用非重叠图像块（测量值对应图像块）的稀疏

性能有效提高图像重构质量．
为了进一步证明本文算法的优越性，本文将重构

结果与文献［１１，１４］中提出的算法进行比较，如表２所
示．文献［１１］中提出的 ＢＣＳＳＰＬＤＤＷＴ算法是基于双
复数小波和分块随机投影的压缩感知重构算法，文献

［１４］提出的 ＭＨＢＣＳＳＰＬ算法是在 ＢＣＳＳＰＬＤＤＷＴ算
法基础上根据多重假设预测提出的改进算法，它是近

几年压缩感知图像重构较为优秀的算法之一．为了使
实验结果具有可比性，ＢＣＳＳＰＬＤＤＷＴ算法和 ＭＨＢＣＳ
ＳＰＬ算法中的图像块大小均改为８×８．

表２　图像重构结果ＰＳＮＲ比较（ｄＢ）

图像 算法
采样率

２０％ ３０％ ４０％ 平均

Ｌｅｎａ
ＤＤＷＴ
ＭＨ
ＯＳＡＬ１

３０．７３
３１．４２
３１．９５

３２．６４
３３．３９
３３．６４

３４．５１
３５．３３
３５．４３

３２．６３
３３．３８
３３．６７

Ｃｏｕｐｌｅ
ＤＤＷＴ
ＭＨ
ＯＳＡＬ１

２６．９０
２７．４２
２８．２８

２８．３２
２９．３７
３０．３６

３０．０６
３１．５３
３２．１７

２８．４３
２９．４４
３０．２７

Ｇｉｒｌ
ＤＤＷＴ
ＭＨ
ＯＳＡＬ１

３２．０９
３３．５０
３３．５４

３３．８６
３５．６９
３６．３４

３６．１３
３７．８４
３８．５３

３４．０３
３５．６８
３６．１４

Ｂｏａｔ
ＤＤＷＴ
ＭＨ
ＯＳＡＬ１

２７．４９
２７．６６
２８．４２

２８．８９
２９．５７
３０．０５

３０．７７
３１．３７
３１．５４

２９．０５
２９．５３
３０．００

Ｃｌｏｗｎ
ＤＤＷＴ
ＭＨ
ＯＳＡＬ１

２９．２０
３０．３２
３１．１８

３０．９２
３２．８６
３３．２３

３３．１０
３５．２８
３５．４１

３１．０７
３２．８２
３３．２７

Ｇｏｌｄｈｉｌｌ
ＤＤＷＴ
ＭＨ
ＯＳＡＬ１

２８．７２
２８．７２
２９．７５

２９．８９
３０．３０
３１．４６

３１．７１
３２．２８
３３．０４

３０．１１
３０．４３
３１．４２

　　表２中ＤＤＷＴ代表ＢＣＳＳＰＬＤＤＷＴ算法，ＭＨ表示
ＭＨＢＣＳＳＰＬ算法．从表中可以看出，ＯＳＡＬ１算法的图
像重构质量明显优于 ＤＤＷＴ算法，在三种采样率下，六
幅重构图像的平均 ＰＳＮＲ值比 ＤＤＷＴ算法分别提高了
１０４ｄＢ、１８４ｄＢ、２１１ｄＢ、０９５ｄＢ、２２０ｄＢ、１３１ｄＢ；比

ＭＨ算法分别提高了０２９ｄＢ、０８３ｄＢ、０４６ｄＢ、０４７ｄＢ、
０４５ｄＢ、０９９ｄＢ．

５　结论
　　本文针对综合稀疏模型和 Ｃｏｓｐａｒｓｅ解析模型的互
补性，提出了融合综合稀疏先验和解析稀疏先验的压

缩感知重构算法．该算法将两种稀疏模型结合到压缩
感知图像重构的代价函数中，利用 ＡＤＭＭ算法有效地
求解所对应的优化问题．实验证明该算法无论是从客
观评价标准还是主观视觉效果都有明显的提高，如何

将两种稀疏模型融合应用到其它图像反问题中是将来

的一个研究方向．
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