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　　摘　要：　为了有效地实现相机自标定，本文提出了一种基于非刚体轨迹基的线性自标定方法，该方法利用了非
刚体的运动轨迹构成一个低维子空间，并且该低维子空间的基可以由一组正交小波基线性表示的特性，线性地实现相

机的自标定．由于该正交小波基可以事先定义，因此求解的未知数大大减少，而且使传统的相机自标定问题转化为线
性求解问题，提高了算法的鲁棒性．模拟实验和真实实验数据结果表明，该方法能够有效地实现相机的自标定．

关键词：　相机自标定；非刚体；轨迹基
中图分类号：　ＴＰ３９１４１　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０１７）０１０１３５０５
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１７．０１．０１９

ＬｉｎｅａｒＣａｍｅｒａＳｅｌｆＣａｌｉｂｒａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄＢａｓｅｄｏｎ
ＮｏｎＲｉｇｉｄＴｒａｊｅｃｔｏｒｙＢａｓｉｓ

ＰＥＮＧＹａｌｉ１，２，ＬＩＵＳｈｉｇａｎｇ２，ＰＥＩＺｈａｏ２，ＷＵＪｉｅ２，ＷＡＮＧＸｉｌｉ２

（１．ＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＭｏｄｅｒｎＴｅａｃｈｉｎｇＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ，Ｘｉ’ａｎ，Ｓｈａａｎｘｉ７１００６２，Ｃｈｉｎａ；
２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，ＳｈａａｎｘｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ’ａｎ，Ｓｈａａｎｘｉ７１０１１９，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｔｏｃａｌｉｂｒａｔｅｔｈｅｃａｍｅｒａ，ａｌｉｎｅａｒｃａｍｅｒａｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｂａｓｅｄｏｎｎｏｎｒｉｇｉｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｂａｓｉｓｉｓｐｒｅｓ
ｅｎｔｅｄｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ．Ｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｆａｃｔｔｈａｔｔｈｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｎｏｎｒｉｇｉｄｓｐａｎａｌｏｗｓｕｂｓｐａｃｅｗｈｉｃｈｃａｎｂｅｓｐａｎｎｅｄｂｙａｎｏｒ
ｔｈｏｇｏｎａｌｉｔｙｗａｖｅｌｅｔｂａｓｉｓ，ｔｈｅｃａｍｅｒａｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｃａｎｂｅｌｉｎｅａｒｌｙｒｅａｌｉｚｅｄ．Ｂｅｃａｕｓｅｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｂａｓｉｓｃａｎｂｅｐｒｅｄｅｆｉｎｅｄ，
ｔｈｅｓｏｌｖｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｒｅｄｅｄｕｃｅｄａｎｄｔｈｅｃａｍｅｒａｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｂｅｃｏｍｅｓａｌｉｎｅａｒｏｐｔｉｍａｌｐｒｏｂｌｅｍ，ｗｈｉｃｈｃａｎｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅ
ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓｏｆｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｆｂｏｔｈｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｎｄｒｅａｌｄａｔａｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｅｄｍｅｔｈｏｄｃａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔｌｙ
ｒｅａｌｉｚｅｔｈｅｃａｍｅｒａｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｃａｍｅｒａｓｅｌｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ；ｎｏｎｒｉｇｉｄ；ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｂａｓｉｓ

１　引言
　　在计算机视觉领域中，相机标定是从二维图像信
息中获取三维空间信息必不可少的步骤之一［１］．传统
的相机标定方法主要有三类：第一类是通过结构已知

的物体（如标定块或定标板）在图像中的投影来计算相

机的内参数［２，３］，这类方法的缺点是需要一个高精度的

标定块或标定板；第二类是利用景物中的某些先验知

识（如圆、平行线、对称性等）实现相机的标定［４～６］，但在

许多的情况下，很难知道景物中的先验知识；第三类是

利用相机做特殊运动（如纯旋转、纯平稳运动等）来实

现相机标定［７］，这类方法算法实现简单，甚至能够线性

求解，因此鲁棒性较高，但这类方法要求控制相机的运

动，操作非常繁琐，只能在实验室环境下进行标定．
传统的相机标定方法一般情况下仅适合于离线标

定，为了实现在线标定，Ｆａｕｇｅｒａｓ等人首先提出了相机
自标定的概念［８］．自从自标定概念提出之后，相机自标
定得到了广泛深入地研究，并提出了许多自标定方

法［９～１１］．自标定方法是在物体和相机运动参数都未知
的情况下，利用绝对二次曲线是一个欧氏不变量的特

性，实现相机的标定．早前的自标定方法要求物体做刚
体运动，但在现实生活中，有许多物体的运动不能当作

刚体运动，如：手指的弯曲、旗帜的飘动等，因此，该方法

的应用受到一定的限制．为此，有些学者利用非刚体可
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表示为由若干个形状基元（ＳｈａｐｅＢａｓｉｓ）组成的特性，对
相机进行标定［１２～１４］，但是这类方法要求解一个非线性

优化问题，它需要一个较好的初值，否则可能收敛到局

部最小值．
为了克服上述方法的不足，本文提出了一种基于

非刚体轨迹基的线性自标定方法，该方法利用非刚体

的运动轨迹构成一个低维子空间，并且该低维子空间

的基可以由一组正交小波基线性表示的特性，线性地

实现相机的自标定．由于该正交小波基可以事先定义，
因此求解的未知数大大减少，而且使现有的相机自标

定问题转化为线性求解问题，提高了算法的鲁棒性．

２　非刚体成像模型
　　假定相机为针孔模型，对于第 ｉ幅图像，其成像过
程如下：

ｂΛ＝ [ ]Ｋ Ｒ ｔ ＸＴ １[ ]Ｔ Ｔ
（１）

式中 Ｘ为所有三维空间点非齐次坐标构成的矩阵，大
小为３×ｎ（ｎ为空间点的个数），ｂ为图像平面点齐次坐
标构成的图像矩阵，大小为３×ｎ；Λ为所有深度因子构
成对角线矩阵，大小为ｎ×ｎ，１为一个元素全部为１的１
×ｎ向量；Ｒ、ｔ分别为相机在拍摄位置对应的旋转矩阵

和平移矩阵，即相机的外参矩阵；Ｋ＝
ｆｕ ｓ ｕ０
０ ｆｖ ｖ０









０ ０ １
为相

机的内参矩阵；ｕ０ ｖ( )０ 为主点坐标，ｆｕ和 ｆｖ分别为图
像ｕ轴和ｖ轴的尺度因子，ｓ为畸变因子．

对于第ｉ幅图像，由式（１）可得
ｂｉΛｉ＝Ｍｉ Ｘ

Ｔ
ｉ １[ ]Ｔ Ｔ

，ｉ＝１，２，…，ｍ （２）
式中Ｍｉ＝ ＫＲｉ Ｋｔ( )ｉ表示３×４的投影矩阵．

将所有的图像点放入一个矩阵中，则有

Ω３ｍ×ｎ＝Ｍ３ｍ×４ｍＳ４ｍ×ｎ （３）

式中，Ω＝
ｂ１Λ１


ｂｍΛ









ｍ

，Ｍ＝
Ｍ１ … ０
  

０ … Ｍ









ｍ

，

Ｓ＝ ＸＴ１ １Ｔ … ＸＴｍ １[ ]Ｔ Ｔ．
当物体做刚体运动时，三维空间点矩阵 Ｘｉ在各个

时刻ｉ保持不变．当物体做非刚体运动时，Ｘｉ在各个时
刻ｉ会发生变化．

３　非刚体轨迹基的表示
　　在第ｉ时刻，假设非刚体上所有空间点的非齐次坐
标为

珔Ｓｉ＝

Ｘｉ，１ Ｘｉ，２ … Ｘｉ，ｎ
Ｙｉ，１ Ｙｉ，２ … Ｙｉ，ｎ
Ｚｉ，１ Ｚｉ，２ … Ｚｉ，









ｎ ３×ｎ

（４）

将所有时刻的三维空间点放入一个大矩阵中，则有

珔Ｓ＝ 珔ＳＴ１ 珔ＳＴ２ … 珔ＳＴ[ ]ｍ Ｔ

３ｍ×ｎ （５）
将上式中各元素重新调整，可得：

Ｓ′＝
Ｘ１，１ … Ｘ１，ｎ Ｙ１，１ … Ｙ１，ｎ Ｚ１，１ … Ｚ１，ｎ
        

Ｘｍ，１ … Ｘｍ，ｎ Ｙｍ，１ … Ｙｍ，ｎ Ｚｍ，１ … Ｚｍ，









ｎ

（６）
从上式可以看，Ｓ′中的每一列表示某个空间点在一

个坐标轴上的运动轨迹．由于非刚体上各点的运动具
有连续性，因此，可以认为物体上各点的运动（即运动

轨迹）是在一个低维子空间中进行，那么矩阵 Ｓ′的秩
为ｋ．

假设矩阵Ｓ′列生成的子空间的一个标准正交基为
｛γ１，γ２，…，γｋ｝，那么 Ｓ′的任意一列都可由｛γ１，γ２，…，
γｋ｝线性表示，即

ｕｘｉ＝∑
ｋ

ｊ＝１
ωｘｉ，ｊγｊ，ｕｙｉ＝∑

ｋ

ｊ＝１
ωｙｉ，ｊγｊ，ｕｚｉ＝∑

ｋ

ｊ＝１
ωｚｉ，ｊγｊ

（７）
式中，ｕｘｉ＝ Ｘ１，ｉ … Ｘｍ，[ ]ｉ Ｔ，ｕｙｉ＝ Ｙ１，ｉ … Ｙｍ，[ ]ｉ Ｔ，

ｕｚｉ＝ Ｚ１，ｉ … Ｚｍ，[ ]ｉ Ｔ，γｊ＝ γ１，ｊ … γｍ，[ ]ｊ Ｔ

表示基向量，ωｘｉ，ｊ，ωｙｉ，ｊ和ωｚｉ，ｊ表示系数．
由上式可得

ｕｘｉ
ｕｙｉ
ｕ









[ｚｉ

ｕ

＝
γ１ … γｋ ０ … ０ ０ … ０
０ … ０ γ１ … γｋ ０ … ０
０ … ０ ０ … ０ γ１ … γ











                 

ｋ

Ｐ′

ωｉ

（８）
式中

ωｉ＝
ωｘｉ，１ … ωｘｉ，ｋ ωｙｉ，１ … ωｙｉ，ｋ ωｚｉ，１ … ωｚｉ，[ ]ｋ Ｔ．
由上式可得

Ｓ４ｍ×ｎ＝

γ^１ ０ ０ ０ … γ^ｍ ０ ０ ０
０ γ^１ ０ ０ … ０ γ^ｍ ０ ０
０ ０ γ^１ ０ … ０ ０ γ^ｍ ０
０ ０ ０ １ … ０ ０ ０











１

               

Ｔ

Ｐ４ｍ×（３ｋ＋１）

Ｗｘ
Ｗｙ
Ｗｚ











[１

Ｗ（３ｋ＋１）×ｎ

（９）

式中γ^ｉ＝ γｉ，１ … γｉ，[ ]ｋ Ｔ
，Ｗｘ＝

ωｘ１，１ … ωｘｎ，１
  

ωｘ１，ｋ … ωｘｎ，









ｋ

，

Ｗｙ＝
ωｙ１，１ … ωｙｎ，１
  

ωｙ１，ｋ … ωｙｎ，









ｋ

，Ｗｚ＝
ωｚ１，１ … ωｚｎ，１
  

ωｚ１，ｋ … ωａｚｎ，









ｋ

，

１＝ １ …[ ]１．

６３１
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由于各点的迹可以用一组正交小波基展开，因此，

ｕｘｉ、ｕｙｉ和ｕｚｉ也可以用一组正交小波基展开，即可以事先
定义一组小波基，即轨迹基．

从式（９）可以看出，由于可以事先定义轨迹基，即Ｐ
可以事先给定，这样Ｓ中原来有３ｍｎ个未知数，现在变
为Ｗ中只有３ｋｎ（ｋ＜＜ｍ）个未知数，求解的未知数大
大减少，提高了算法的鲁棒性．

４　基于轨迹基的相机自标定
　　将式（９）代入式（３）中，则有

Ω＝ＭＰＷ＝ＤＷ （１０）
式中Ｄ３ｍ×（３ｋ＋１）＝Ｍ３ｍ×４ｍＰ４ｍ×（３ｋ＋１）．

从式（１０）中可以看出，矩阵Ω３ｍ×ｎ为一个低秩矩阵，
其秩为３ｋ＋１．同时，式（１０）中的Ω３ｍ×ｎ含有深度因子Λｉ，
但深度因子Λｉ是未知的，现有许多方法可以通过Ω３ｍ×ｎ
为一个低秩矩阵的特性，求解出深度因子Λｉ

［１５］．若已知
深度因子Λｉ，可以对Ω３ｍ×ｎ进行奇异值分解，得到

Ω＝珟Ｄ珦Ｗ （１１）
通常情况下，珟Ｄ和 Ｄ，珦Ｗ和 Ｗ并不相等，它们之间

相差一个可逆矩阵Ｈ（３ｋ＋１）×（３ｋ＋１），即
Ｗ＝Η－１珦Ｗ，Ｄ＝珟ＤΗ （１２）

选取Ｈ中的３列，组成矩阵Ηｊ，｜｜｜，由上式可得

珟ＤΗｊ，｜｜｜＝

γ１，ｊＫＲ１
γ２，ｊＫＲ２


γｍ，ｊＫＲ











ｍ ３ｍ×３

（１３）

取上式中第３ｉ－２行至第３ｉ行的３行，则有
珟Ｄ３ｉ－２：３ｉΗｊ，｜｜｜＝γｉ，ｊＫＲｉ （１４）

式中 珟Ｄ３ｉ－２：３ｉ表示矩阵 珟Ｄ３ｍ×（３ｋ＋１）中的第 ３ｉ－２行至第
３ｉ行．

由于Ｒｉ为旋转矩阵，对式（１４）两边各乘以其转
置，即有

珟Ｄ３ｉ－２：３ｉΗｊ，｜｜｜Η
Ｔ
ｊ，｜｜｜
珟ＤＴ３ｉ－２：３ｉ＝γ

２
ｉ，ｊＫＫ

Ｔ （１５）
令Πｊ＝Ηｊ，｜｜｜Η

Ｔ
ｊ，｜｜｜，Σ＝ＫＫ

Ｔ，Σ为绝对二次曲面的像，则
上式可变为

珟Ｄ３ｉ－２：３ｉΠｊ珟Ｄ
Ｔ
３ｉ－２：３ｉ＝γ

２
ｉ，ｊΣ （１６）

由于Πｊ和Σ都是对称阵，因此式（１６）有（９ｋ
３＋９ｋ２

＋６ｋ＋１０）／２个未知数，可提供６ｍｋ个方程，当１２ｍｋ≥
９ｋ３＋９ｋ２＋６ｋ＋１０时，可以实现相机的自标定．

同时，从式（１６）可以看出，在求解 Σ时，式（１６）为
一个线性方程组，可以通过线性方法进行求解．当 Σ已
知时，通过Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，可以求到相机内参矩阵，实现
相机的标定．

５　算法总结
　　通过上面分析，本文方法主要步骤如下：

（１）利用Ω为低秩矩阵的特性，求取深度因子Λｉ；
（２）利用式（１１）对Ω进行ＳＶＤ分解，求到珟Ｄ和珦Ｗ；
（３）利用式（１６）求到绝对二次曲面的像Σ；
（４）对绝对二次曲面的像Σ进行 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ分解，求

到Ｋ，实现相机的自标定．

６　实验

６１　仿真实验
为了验证本文方法的性能，本文首先产生一个三

维非刚体运动，非刚体由１００个三维空间点组成，每个
空间点的运动轨迹都由正交小波基的前１０个基向量线
性组成，组成的系数为［０１］的随机数，再进行归一化．
为了获得大小为６４０×４８０的图像序列且使物体的成像
占整个图像１／３以上，假定相机的内参数分别为：尺度
因子 ｆｕ＝ｆｖ＝８００，畸变因子 ｓ＝６，主点坐标（ｕ０ｖ０）为
（３２０２４０）．变化相机的外参矩阵，以产生２００幅图像序
列．同时，在每幅图像中加入高斯噪声，利用这些图像，
分别用本文方法和 Ａｃｋｅｒｍａｎｎ方法［１４］对相机进行标

定．在不同噪声水平下，分别运行１００次，然后对相机每
个内参数求平均值，实验结果如图１所示．

从图１可以看出，在４个像素的噪声之内，本文方
法和Ａｃｋｅｒｍａｎｎ方法［１４］求到的相机内参变化范围及误

差如表１所示．
表１　相机内参对比表

相机内参
Ａｃｋｅｒｍａｎｎ方法 本文方法

变化范围 误差 变化范围 误差

尺度因子ｆｕ，ｆｖ ８００±２５ ３．１３％ ８００±１０ １．２５％

畸变因子ｓ ６±２ ３３．３％ ６±１ １６．７％

主点坐标ｕ０ ３２０±２０ ６．２５％ ３２０±１５ ４．６９％

主点坐标ｖ０ ２４０±２０ ８．３３％ ２４０±１０ ４．１７％
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　　从表１可以看出，Ａｃｋｅｒｍａｎｎ方法比本文方法标定
误差要大，其主要原因为：Ａｃｋｅｒｍａｎｎ方法利用形状基
元表示非刚体的运动，其自标定是一个非线性求解过

程；而本文方法利用轨迹基表示非刚体的运动，而轨迹

基生成的子空间的基可以事先定义，使求解的未知数

大大减少，并且使自标定转化为线性求解．从表１还可
以看出，在本文方法和 Ａｃｋｅｒｍａｎｎ方法中，尺度因子的

误差最小，而畸变因子的误差最大，这个结果也和文献

［３］是一致的，原因是由于畸变因子的值和其它参数相
比，要小近 ２个数量级，因此，噪声对该参数影响比
较大．

同时，为了检验本文方法的鲁棒性，在上述实验中，

统计了在不同噪声情况下，各参数的方差随噪声变化

的情况，如图２所示．

　　从图２可以看出，相机各参数的方差随噪声的增
大而增大，而且几乎显线性增大，说明本文方法具有较

好的鲁棒性．
６．２　真实实验

为了验证本文方法的正确性，本文获得一个用真

实相机拍摄的含有２３０帧大小为５７０×３３８的恐龙模型
运动图像序列，其中的两帧如图３所示．从图３中可以
看出，恐龙的身体和脚的角度在运动过程中是变化的，

因此，恐龙的运动是非刚体运动，而不是刚体运动．在
该图像序列中，提取并跟踪了４９个特征点（如图中
所示）．利用这些特征点，用本文方法对相机进行标定，
标定结果为：ｆｕ＝８１４．１９，ｆｖ＝８１１．９５，ｓ＝２．３７，ｕ０＝２８４．
３７，ｖ０＝１７５．３５．同时，利用标定结果进行三维重建，重
建结果如图４所示．

从图４可以看出，本文方法能够较好的重建出恐
龙的三维结构，同时，为了衡量本文方法的重建效果，

本文将重建的结果进行重投影，重投影点如图３中所
示．从图３中可以看出，重投影点和特征点基本重合．
同时，计算了重投影点和特征点的平均距离为０４６２个

像素，具有较小的重投影误差，说明本文方法能够有效

地实现相机自标定．

７　结束语
　　本文利用非刚体的运动轨迹构成一个低维子空
间，并且该低维子空间的基可以由一组正交小波基线

性表示的特性，提出了一种基于非刚体轨迹基的线性

自标定方法．由于该正交小波基可以事先定义，因此求
解的未知数大大减少，而且使传统的相机自标定问题

转化为线性求解，提高了算法的鲁棒性．模拟实验和真
实实验数据结果表明，该方法能够有效地实现相机的

自标定．
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