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摘 要： 针对构造型形态神经网络（ＣＭＮＮ）决策函数的局限性，提出了一种模糊格构造型形态神经网络（ＦＬ
ＣＭＮＮ）；该模型在利用训练好的ＣＭＮＮ进行分类时，引入模糊格包容性测度计算测试样本属于各超盒的隶属度值．采
用仿真数据集对提出的ＦＬＣＭＮＮ模型进行了评价，并与原始的ＣＭＮＮ和传统的人工神经网络、支持向量机、最近邻分
类器进行了对比；试验结果表明，ＦＬＣＭＮＮ在测试精度上明显优于原始的 ＣＭＮＮ，训练时间远远低于传统的神经网络
和支持向量机，而分类精度丝毫不亚于传统的神经网络和支持向量机．
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１ 引言

形态神经网络（ＭＮＮ）是数学形态学与传统的神经
网络模型相结合的一种全新的非线性神经网络，其主要

思想是采用形态学算子取代传统神经网络模型所采用

的乘法、加法算子．与传统的神经网络模型相比，形态神
经网络不仅计算简单，易于硬件实现，而且能在数步内

达到稳定，不存在收敛问题［１～１０］．随着近年来形态神经
网络的发展，有学者提出了基于构造型的形态神经网络

模型（ＣＭＮＮ），该模型能够自动生成中间层隐层节点，而
且训练效率极高［１１～１３］．

然而，本文研究发现，ＣＭＮＮ在对落在超盒之外的测
试样本进行分类时，计算网络最终输出所采用的形态学算

子不能正确地反映测试样本隶属于各超盒的程度，因此造

成了分类精度的下降．针对此问题，本文提出了模糊格构
造型形态神经网络模型（ＦＬ－ＣＭＮＮ），引入了模糊格包容
性测度的概念［１４～１７］，在利用训练好的形态神经网络进行

分类时，采用模糊格包容性测度计算测试样本属于各超盒

的隶属度值，从而避免了ＣＭＮＮ采用形态学算子而带来的
错分问题，有效提高了形态神经网络的分类精度．

２ 形态神经网络的理论基础

形态神经网络是建立在格计算和数学形态学理论

基础之上的一种新型的神经网络模型．本节将简要介绍
完备格理论基础上的数学形态学理论和形态神经网络

格代数系统［４，１２，１３，１８～２０］．
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２１ 完备格框架下的数学形态学理论

假设 Ｌ是一个非空集合，如果对于任何元素 ｘ，ｙ，
ｚ∈Ｌ，满足以下三个条件：
（１）自反性，ｘ≤ｘ；
（２）反对称性，ｘ≤ｙ，ｙ≤ｘｘ＝ｙ；
（３）传递性，ｘ≤ｙ，ｙ≤ｚｘ≤ｚ，
则称 Ｌ为一个偏序集．如果 Ｌ中的任意两个元素

ｘ，ｙ都存在最小上界ｘ∨ｙ和最大下界ｘ∧ｙ，则 Ｌ是一
个格；如果 Ｌ的任意一个子集都存在最小上界和最大
下界，则称 Ｌ是一个完备格．通常，用 Ｏ和Ｉ来表示一
个完备格的最小和最大元素．如果 Ｌ中的任意两个元
素都是可比的，则称 Ｌ是一个全序格，比如实数集 Ｒ就
是一个全序格．

假设 Ｌ１，Ｌ２，…，ＬＮ为Ｎ个完备格 ，定义 Ｌ为Ｎ个
格的笛卡儿积：ＬＮ＝Ｌ１×Ｌ２×… ×ＬＮ，则 ＬＮ也是一个
完备格，ＬＮ上的偏序关系定义为：
（ｘ１，…，ｘＮ）≤（ｙ１，…，ｙＮ）ｘ１≤ｙ１，…，ｘＮ≤ｙＮ （１）
假设 Ｌ和Ｍ为两个完备格，称映射φ：Ｌ→Ｍ为格

映射，如果φ满足：

φ（ｘ∧ｙ）＝φ（ｘ）∧φ（ｙ），φ（ｘ∨ｙ）＝φ（ｘ）∨φ（ｙ）
（２）

则称φ为格同构映射．
基于完备格理论，可定义如下形态学算子．设假设

Ｌ和Ｍ为两个完备格，如果对于任何指标集 Ｊ，｛ｘｊ｝ｊ∈Ｊ
∈Ｌ，定义映射ε，δ，珋ε，珋δ：Ｌ→Ｍ，则定义：

①ε为腐蚀算子ε（∧
Ｊ

ｊ＝１
ｘｊ）＝∧

Ｊ

ｊ＝１
ε（ｘｊ）， ｘｊ∈Ｌ

②δ为膨胀算子δ（∨
Ｊ

ｊ＝１
ｘｊ）＝∨

Ｊ

ｊ＝１
δ（ｘｊ）， ｘｊ∈Ｌ

③珋ε为反腐蚀算子珋ε（∧
Ｊ

ｊ＝１
ｘｊ）＝∨

Ｊ

ｊ＝１
珋ε（ｘｊ）， ｘｊ∈Ｌ

④珋δ为反膨胀算子珋δ（∨
Ｊ

ｊ＝１
ｘｊ）＝∧

Ｊ

ｊ＝１
珋δ（ｘｊ）， ｘｊ∈Ｌ

显然膨胀和腐蚀都是同构映射，如果同时反转 Ｌ
和Ｍ上的序关系，那么膨胀就成为腐蚀，腐蚀成为膨
胀．
２２ 形态神经网络的格代数系统

传统的人工神经网络（ＡＮＮ）可以通过其网络拓扑
结构节点特性和训练或学习规则来描述，传统神经网

络的代数系统是实数集 Ｒ上的加法、乘法及相关运算
规则，可记之为（Ｒ，×，＋），其单个神经元的计算公式
为：

τｊ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｘｉ×ｗｉｊ－θｊ （３）

其中 ｘ∈Ｒｎ，ｘｉ代表第ｉ个神经元的值，ｗｉｊ表示第ｉ
个神经元与第 ｊ个神经元的连接权值，θｊ表示第ｊ个神
经元的阈值，τｊ表示第ｊ个神经元的输出，图 １是一个

传统的具有 ｎ维输入的神经元模型．

形态神经网络是建立在格理论基础上的一种新型

神经计算方法，其代数系统是实数集 Ｒ上的取大、取
小、加法及相关运算规则，记为格代数系统（Ｇ，∧，∨，
＋，＋′），其中 Ｇ＝Ｒ∪｛－∞，＋∞｝，∨代表取大算子，

∧代表取小算子，＋和＋′为定义在Ｇ上的加法算子，二
者只存在如下差别：

∞＋（－∞）＝（－∞）＋∞＝∞
∞＋′（－∞）＝（－∞）＋′∞＝－∞

（４）

格代数系统中元素 ｘ的共轭ｘ定义为：

ｘ＝
－ｘ， ｘ∈Ｇ／｛－∞，＋∞｝
－∞， ｘ＝＋∞
＋∞， ｘ

{
＝－∞

（５）

则 Ｇｎ上的负空间ｖ可定义为：
（ｖ（ｘ））ｉ＝ｘｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ （６）

格代数系统（Ｇ，∧，∨，＋，＋′）的计算规则描述如
下，如果 ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ∞，则：

ａ＋（ｂ∧ｃ）＝（ａ＋ｂ）∧（ａ＋ｃ）
ａ∧∞＝∞∧ａ＝ａ
ａ＋∞＝∞＋ａ＝∞
ａ＋０＝０＋ａ＝ａ （７）

式（７）中只列出了取小算子∧的计算规则，取大算
子∨的规则与取小算子∧完全一样．

传统神经计算的代数系统（Ｒ，×，＋），也满足相似
的规则，如果 ａ，ｂ，ｃ∈Ｒ，则有：

ａ×（ｂ＋ｃ）＝ａ×ｂ＋ａ×ｃ
ａ＋０＝０＋ａ＝ａ
ａ×０＝０×ａ＝０
ａ×１＝１×ａ＝０ （８）

可以看出，格代数系统中的∞类似于传统代数系
统中的０，０类似于１，∧类似于＋，而＋类似于×．

除了上述列出的规则外，这两种代数体系有很多

其它的共同特征，比如交换律和结合律．从这意义上来
讲，这两种体系在数学上是非常相似的，所以，在许多

应用领域，其中的一个很容易被另外一个所代替．但
是，两者之间也存在着不同之处，最主要的一点是取

大、取小运算没有逆运算，正是这种格运算使得形态神

经元有着独一无二的特性．
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与传统代数系统矩阵乘积类似，定义在有界格序

组 Ｇ上的矩阵运算算子分别称为最大积算子和最小积
算子．设矩阵 Ａ∈Ｇｍｘｐ和Ｂ∈Ｇｐｘｎ为定义在Ｇ上的两个
矩阵，则 Ａ和Ｂ的最大积Ｃ和最小积Ｄ定义为：

Ｃ＝ＡＢ＝∨
ｐ

ｋ＝１
（ａｉｋ＋ｂｋｊ）

Ｄ＝ＡΔＢ＝∧
ｐ

ｋ＝１
（ａｉｋ＋′ｂｋｊ）

（９）

同理，可以定义矩阵与向量间的乘积，假设 Ａ∈
Ｇｍｘｐ，ｘ∈Ｇｍ，分别定义εＡ和δＡ为：

εＡ（ｘ）＝ＡΔｘ，δＡ（ｘ）＝Ａｘ （１０）
可以看出，εＡ和δＡ分别定义了从格空间Ｇｎ到格空间
Ｇｍ的腐蚀和膨胀算子．

同样，下式定义了从格空间 Ｇｎ到格空间Ｇｍ的反
腐蚀和反膨胀算子：

珋εＡ（ｘ）＝Ａｘ，珋δＡ（ｘ）＝ＡΔｘ （１１）

３ 构造型形态神经网络（ＣＭＮＮ）

３１ 构造型形态神经网络的基本框架

形态学感知器是文献中首先出现的一种形态神经

网络［１］，只能实现二分类，由于形态学神经计算函数是

不可微的，因此传统的反向传播算法不能用来训练形

态神经网络．因此，Ｐ．Ｓｕｓｓｎｅｒ提出了一种形态学感知器
学习算法［２］，并在此基础上进行了多次改进，提出了一

种新的构造型形态神经网络模型，并实现了多类分类

的功能［１１～１３］．
形态神经网络的基本操作算子计算是前述定义在

格代数系统 Ｇ上的四种形态学算子，即εｗ，δｗ，珋εｗ，珋δｗ．
给定输入向量 ｘ∈Ｒｎ，连接权值向量为 ｗ∈Ｒｎ±∞，则第
ｊ个隐层节点的总输入可由如下公式计算：

①εｗ（ｘ）＝ｗΔｘ＝∧
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ＋ｗｉ）

②δｗ（ｘ）＝ｗｘ＝∨
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ＋ｗｉ）

③珋εｗ（ｘ）＝δｗ（ｘ）ｖ（ｘ）＝∨
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ＋ｗｉ）

④珋δｗ（ｘ）＝εｗ（ｘ）ｖ（ｘ）＝∧
ｎ

ｉ＝１
（ｘｉ＋ｗｉ）

形态神经网络训练过程为采用给定的训练样本来

确定输入层与隐层节点之间的连接权值，从而构造多

个能够覆盖同类样本的 ｎ维超盒，实现样本的正确分
类．值得注意的是，定义在 Ｇｎ上的超盒可完全由其覆
盖元素的上顶点ａ和下顶点ｂ所确定．假设元素 ｘ包含
于超盒［ａ，ｂ］，则必满足 ａ≤ｘ≤ｂ．令 ｖ＝ａ，ｗ＝ｂ，
则上述条件可转化为：

εｖ（ｘ）∧珋δｗ（ｘ）≥０ （１２）
针对二分类问题，在训练过程中，形态学神经计算

自动产生只包含第一类样本的 ｍ个超盒［ａｊ，ｂｊ］（ｊ＝１，

２，…，ｍ），与之相对应的形态学神经计算为形态腐蚀算
子εｖｊ和形态反膨胀算子

珋δｗｊ，其中 ｖｊ＝ａ
ｊ，ｗｊ＝ｂｊ．在分

类过程中，给定一个输入样本 ｘ，假如 ｘ包含在超盒
［ａｊ，ｂｊ］中，则将 ｘ判别为第一类．换言之，形态学感知
器的输出由下式决定：

ｙ＝ｆ∨
ｍ

ｊ＝１
（εｖｊ（ｘ）∧珋δｗｊ（ｘ( )）） （１３）

其中 ｆ（ｘ）为硬阈值函数：

ｆ（ｘ）＝
１， ｘ≥０
０， ｘ{ ＜０

（１４）

给定任意输入向量 ｘ，当且仅当 ｙ＝１时，将 ｘ分
为第一类，否则为第二类．

可以证明，ｆ（ｘ）是一个格同构映射 Ｇｎ→｛０，１｝，因
此，公式（１３）可重写为：

ｙ＝∨
ｍ

ｊ＝１
ｆ（εｖｊ（ｘ））∧ｆ（珋δｗｊ（ｘ( )）） （１５）

由前述基于完备格理论的形态学操作算子的定义

可以证明，ｆ（εｖｊ（ｘ））和 ｆ（珋δｗｊ（ｘ））亦为定义在格上的腐
蚀算子和反膨胀算子．基于构造型的形态神经网络的
结构如图２所示．

给定一组训练样本集 ｘξ∈Ｒｎ，共包含两种类别 Ｃ１

和 Ｃ２，在训练过程中，形态神经网络自动产生 ｍ个仅
包含Ｃ１样本的超盒，其余的在超盒之外的样本均属于
Ｃ２类．
３２ 构造型形态神经网络训练算法

形态神经网络分类算法是建立在二分类基础之上

的，因此本节将重点阐述二分类的形态神经网络训练

算法．
首先给出两个半空间 Ｈ－ｉ（ｃ）和 Ｈ＋ｉ（ｃ）的定义，假

设 ｘ，ｃ∈Ｌｎ，则：
Ｈ－ｉ（ｃ）＝｛ｘ∈Ｌｎ：ｘｉ＜ｃｉ｝ （１６）

Ｈ＋ｉ（ｃ）＝｛ｘ∈Ｌｎ：ｘｉ＞ｃｉ｝，ｉ＝１，２，…，ｎ （１７）
假设训练集为 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ｝∈Ｇｎ，令 Ｃ１ａｎｄ

Ｃ２分别表示第一类和第二类训练样本．形态神经网络
训练的目的是找到两个超盒簇 Ｂ１＝｛［ａ１１，ｂ１１］，［ａ１２，
ｂ１２］，…，［ａ１ｍ１，ｂ１ｍ１］｝和 Ｂ２＝｛［ａ２１，ｂ２１］，［ａ２２，ｂ２２］，…，
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［ａ２ｍ２，ｂ２ｍ２］｝，其中 Ｂ１为包含所有第一类样本的超盒集
合，Ｂ２为包含所有第二类样本的超盒集合．

Ｓｕｎｓｓｅｒ在文献［１２］中提出了一种构造型形态神经网
络（ＣＭＮＮ）的训练方法，本文方法与其类似，但略有不
同．下面介绍本文提出的ＣＭＮＮ训练方法．

首先进行初始化，令 Ｃ＝Ｘ，Ｂ１＝Φ，执行如下操作
步骤：

（１）令珚Ｃ１表示集合 Ｃ中所有属于第一类的样本，
即珚Ｃ１＝Ｃ∩Ｃ１，计算包含第一类样本的最小超盒：

［珔ａ１，珔ｂ１］＝［∧珚Ｃ１，∨珚Ｃ１］ （１８）
（２）找出所有包含于超盒［珔ａ１，珔ｂ１］中的第二类样本

集合，记为珚Ｃ２；
（３）如果珚Ｃ２＝Φ，则将［珔ａ１，珔ｂ１］加入到 Ｂ１中去，同

时训练中止；

（４）如果珚Ｃ２≠Φ，计算覆盖珚Ｃ２的最小超盒
［珔ａ２，珔ｂ２］＝［∧珚Ｃ２，∨珚Ｃ２］ （１９）

（５）计算［珔ａ２，珔ｂ２］的半空间：
Ｈ－ｉ（珔ａ２）＝｛ｘ ｘｉ＜珔ａ２ｉ｝，ｘ∈珚Ｃ１，ｉ＝１，２，…，ｎ （２０）
Ｈ＋ｉ（珔ｂ２）＝｛ｘ ｘｉ＞珔ｂ２ｉ｝，ｘ∈珚Ｃ１，ｉ＝１，２，…，ｎ （２１）
由此可以得到２ｎ个半空间Ｈ＝｛Ｈ１，Ｈ２，…，Ｈ２ｎ｝
（６）如果 Ｈｊ≠Φ，ｊ＝１，２，…，２ｎ，则计算其超盒：
［ａ１ｊ，ｂ１ｊ］＝［∧Ｈｊ，∨Ｈｊ］，ｊ＝１，２，…，２ｎ （２２）

（７）将超盒［ａ１ｊ，ｂ１ｊ］（ｊ＝１，２，…，２ｎ）加入到 Ｂ１中
去．

（８）令 Ｃ＝珚Ｃ２，从步骤（１）继续．

图３给出了上述算法在二维空间上的示意图．其中
“”代表第一类样本，“＋”代表第二类样本，图中［珔ａ１，
珔ｂ１］为第一类样本的超盒，［珔ａ２，珔ｂ２］为包含在［珔ａ１，珔ｂ１］中
第二类样本的超盒．图中只给出了珔ａ２的半空间
Ｈ－１（珔ａ２）和 Ｈ－２（珔ａ２），［ａ１１，ｂ１１］和［ａ１２，ｂ１２］分别为两个半
空间上的超盒，可以看出［ａ１１，ｂ１１］和［ａ１２，ｂ１２］只包含了第
一类样本；同理，可以计算珔ｂ２的半空间及其只包含第

一类样本的超盒，并将其加入到 Ｂ１中去．
在训练算法收敛后，我们可以得到一个只包含第

一类样本点的超盒簇 Ｂ１．为得到第二类样本点的超盒
簇 Ｂ１，只需将两类样本的类别标签互换，并重复上述训
练算法一次即可．
３３ 多类分类构造型形态神经网络

前述的训练算法可非常容易的扩展至多类分类任

务．假如 Ｘ中包含了Ｓ类样本，每类样本用 Ｃｓ（ｓ＝１，２，
…，Ｓ）表示．ＣＭＮＮ的目的是构建 Ｓ个超盒簇Ｂ１，Ｂ２，
…，ＢＳ，其中第 ｓ个超盒簇Ｂｓ（ｓ＝１，２，…，Ｓ）只包含第 ｓ
类样本．在训练时，我们只需令 Ｃ１＝Ｃｓ（ｓ＝１，２，…，Ｓ），
Ｃ２＝｛Ｃｉ，ｉ≠ｓ，ｉ＝１，２，…，Ｓ｝，然后采用上述的训练算
法即可得到第 ｓ类样本的超盒，重复前述步骤 Ｓ次，即
可得到 Ｓ个包含各类样本的超盒簇．

在测试阶段，给定一个测试样本 ｘ，首先将 ｘ带入
第ｓ个 ＣＭＮＮ模型，并计算其输出 ｙｓ（ｓ＝１，２，…，Ｓ）：

ｙ＝∨
ｍ

ｊ＝１
（εｖｊ（ｘ）∧珋δｗｊ（ｘ）） （２３）

图４给出了基于第 ｓ个超盒簇的ＣＭＮＮ计算模型，
其中权重μ

ｓ
ｊ＝（ａｓｊ），ｗｓｊ＝ｂｓｊ，ｊ＝１，２，…，ｍｓ．

计算出各模型的输出值 ｙｓ（ｓ＝１，２，…，Ｓ）后，根据
图５给出的最大隶属度原则将 ｘ归为输出值最大的一
类．

４ 模糊格构造型形态神经网络

尽管前述的构造型形态神经网络具有很多传统神

经网络所不具备的优势，然而，本文研究发现，该构造

型形态神经网络在对落在超盒之外的测试样本进行分

类时，计算网络最终输出所采用的形态学算子不能正
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确地反映测试样本隶属于各超盒的程度，因此造成了

分类精度的下降．针对此问题，本文提出了模糊格形态
神经网络模型（ＦＬＣＭＮＮ），引入了模糊格包容性测度的
概念［１４～１７］，在利用训练好的形态神经网络进行分类

时，计算测试样本属于各超盒的隶属度值，从而避免了

原始形态神经网络采用形态学算子而带来的错分问

题，有效提高了形态神经网络的分类精度．
下面首先介绍有关模糊格和区间上的模糊格理

论．
４１ 模糊格理论

在完备格理论的基础上，Ｖ．Ｐｅｔｒｉｄｉｓ［２１］提出了一个
新的格学习框架———模糊格（ｆｕｚｚｙｌａｔｔｉｃｅ），其定义为：

假设 Ｌ为一个格，Ｓ＝｛（ｘ，ｙ）：ｘ，ｙ∈Ｌ｝为一个分
布，μＰ：Ｓ→［０，１］是一个模糊隶属度函数，且满足当且
仅当 ｘ≤ｙ时ｕＰ（ｘ，ｙ）＝１，则称（Ｌ，ｕＰ（ｘ，ｙ））为一个模
糊格，其中实值函数 ｕＰ（ｘ，ｙ）可以解释为 ｘ包含于ｙ的
程度．

模糊格是对传统格理论的拓展，它考虑了格中两

个元素之间的关系，为定量描述模糊格中两个元素之

间的包含关系，Ｖ．Ｐｅｔｒｉｄｉｓ提出了包容性测度的概念，其
定义为：

假设 Ｌ为一个完备格，其最小元素与最大元素分
别为 Ｏ和 Ｉ，则包容性测度定义为σ（ｘ，ｙ）：Ｓ＝｛（ｘ，
ｙ）：ｘ，ｙ∈Ｌ｝→［０，１］，且σ（ｘ，ｙ）≡σ（ｘ≤ｙ）满足以下
条件：

（１）σ（ｕ≤Ｏ）＝０，ｕ≠Ｏ
（２）σ（ｕ≤ｕ）＝１，ｕ∈Ｌ
（３）ｕ≤ｗσ（ｘ≤ｕ）≤σ（ｘ≤ｗ）， ｕ，ｗ，ｘ∈Ｌ
由条件（２）和（３）可以很容易地得出以下结果：ｕ≤

ｗ１＝σ（ｕ≤ｕ）≤σ（ｕ≤ｗ）≤１σ（ｕ≤ｗ）＝１，进一
步可以得出σ（ｕ≤Ｉ）＝１．因此，σ（ｘ≤ｕ）表示了格关系
ｘ≤ｕ的真实程度，即 ｘ包容于ｕ的程度．
为了进一步量化包容性测度，定义实值函数 ｈ：Ｌ

→Ｒ，它主要满足以下几个条件：
（１）ｈ（Ｏ）＝０，Ｏ为格Ｌ中的最小元素；
（２）ｕ＜ｗｈ（ｕ）＜ｈ（ｗ）；
（３）ｕ≤ｗｈ（ｘ∨ｗ）－ｈ（ｘ∨ｕ）≤ｈ（ｗ）－ｈ（ｕ）
函数 ｈ在格Ｌ上不一定一定存在，假如函数 ｈ存

在，则函数 ｋ（ｘ，ｙ）＝ｈ（ｙ）／ｈ（ｘ∨ｙ）是一个定义在 Ｌ
上的包容性测度．可以看出，ｘ≤ｕｕ＝ｘ∨ｕｋ（ｘ≤
ｕ）＝ｈ（ｕ）／ｈ（ｘ∨ｕ）＝１，因此，（Ｌ，ｋ（ｘ≤ｕ））定义了一
个模糊格．在本文中，简单地设函数 ｈ为：ｈ（ｘ）＝ｘ．

假设 Ｌ为Ｎ个格的笛卡儿积：Ｌ＝Ｌ１×Ｌ２×… ×
ＬＮ，其偏序关系定义为：
（ｘ１，…，ｘＮ）≤（ｙ１，…，ｙＮ）ｘ１≤ｙ１，…，ｘＮ≤ｙＮ

（２４）

则在 Ｌ上的函数ｈ可定义为：
ｈ（ｘ１，…，ｘＮ）＝ｈ（ｘ１）＋…＋ｈ（ｘＮ） （２５）

可以证明 ｈ（ｘ１，…，ｘＮ）满足前述的三个条件．
４２ 区间上的模糊格理论

设 Ｌ是一个全序格，则定义在 Ｌｉ上的一个区间ＶＬ
＝｛［ａ，ｂ］：ａ，ｂ∈Ｌ｝是 Ｌ的一个子集，称之为区间格，
其交与并分别定义为：［ａ，ｂ］∧［ｃ，ｄ］＝［ａ∨ｃ，ｂ∧ｄ］，
［ａ，ｂ］∨［ｃ，ｄ］＝［ａ∧ｃ，ｂ∨ｄ］，相应的偏序关系即为
如果在τ（Ｌｉ）上有［ａ，ｂ］≤［ｃ，ｄ］，则 ａ≥ｃ且ｂ≤ｄ．

由于前述的包容性测度是定义在传统的格 Ｌ上
的，而关于区间格的包容性测度是没有定义的．然而，
直接在区间格 ＶＬ上定义评价函数是不可能的，因此需
要将区间格转换到传统格来定义评价函数．我们需要
找到一个将区间格转换到格的映射ψ：ＶＬ→Ｌ×Ｌ．

引入 Ｌ上的对偶映射θ，其定义为θ：Ｌ→Ｌ且满足
ｘ≤ｙθ（ｘ）≥θ（ｙ），则可定义映射ψ：［ａ，ｂ］∈ＶＬ→（θ
（ａ），ｂ）∈Ｌ×Ｌ．根据这个映射，假如 ＶＬ上的两个元素
满足关系［ａ，ｂ］≤［ｃ，ｄ］ａ≥ｃ，ｂ≤ｄ，则在 Ｌ×Ｌ满
足（θ（ａ），ｂ）≤（θ（ｃ），ｄ），因此区间格 ＶＬ上的包容性
测度定义为：

σ（［ａ，ｂ］≤［ｃ，ｄ］）
＝σ（（θ（ａ），ｂ）≤（θ（ｃ），ｄ））

＝ ｈ（θ（ａ），ｂ）
ｈ（（θ（ａ），ｂ）∨（θ（ｃ），ｄ））

＝ ｈθ（ａ））＋ｈ（ｂ）
ｈ（（θ（ａ）∨θ（ｃ））＋ｈ（ｂ∨ｄ）

（２６）

下面举例来说明上述的计算过程，假设 Ｉ＝［０，１］
为一个全序格，其最大元素为１，最小元素为０，定义θ
（ｘ）＝１－ｘ为格 Ｉ上的对偶映射函数，可以看出如果
ａ≤ｂ（ａ，ｂ∈Ｉ），则θ（ａ）≥θ（ｂ）（θ（ａ），θ（ｂ）∈Ｉ）．
设［０２，０４］和［０３，０６］是区间格上的两个个元

素，即两个格区间，则映射到传统格上分别为（１－０２，
０４）＝（０８，０４）∈Ｉ×Ｉ和（１－０３，０６）＝（０７，０６）∈
Ｉ×Ｉ，则区间［０２，０４］包容于区间［０３，０６］的测度
为：

σ（［０．２，０．４］≤［０．３，０．６］）
＝σ（（θ（０．２），０．４）≤（θ（０．３），０．６））
＝σ（（０．８，０．４）≤（０．７，０．６））

＝ ｈ（０．７，０．６）
ｈ（（０．８，０．４）∨（０．７，０．６））
＝０．９２９

同理，区间［０３，０６］包容于区间［０２，０４］的测度
为σ（［０３，０６］≤［０２，０４］）＝０８５７．

将区间推广至二维空间，即单位盒 Ｕ＝［０，１］×［０，
１］，假设单位盒中的两个区域为［０．１，０．５］×［０．２，０．３］和
［０．３，０．６］×［０．１，０．６］，其在 ＶＵ中表示为两个元素［０．１，
０．５，０．２，０．３］和［０．３，０．６，０．１，０．６］，映射到格上即为
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（０．９，０．５，０．８，０．３）和（０．７，０．６，０．９，０．６），则区域［０．１，０．
５］×［０．２，０．３］包含于区域［０．３，０．６］×［０．１，０．６］的测度
为：

σ（［０．１，０．５，０．２，０．３］≤［０．３，０．６，０．１，０．６］）

＝ ｈ（０．７，０．６，０．９，０．６）
ｈ（（０．９，０．５，０．８，０．３）∨（０．７，０．６，０．９，０．６））

＝２．８３０．９３３

同理区域［０．３，０．６］×［０．１，０．６］包含于区域［０．１，
０．５］×［０．２，０．３］的测度为：σ（［０．３，０．６，０．１，０．６］≤
［０．１，０．５，０．２，０．３］）＝２．５／３０．８３３．

上述的计算方法可以很容易地推广至 Ｎ维空间，
在 Ｎ维空间中，单位盒变为超立方体．
４３ 模糊格构造型形态神经网络

由３２节的形态神经网络训练方法可知，形态神经
网络生成了一系列包含各类别样本的超盒，原始的形

态神经网络采用式（２３）计算测试样本落入到各超盒内
的隶属度值，然而，本文研究发现，对于落在超盒之外

的测试样本，ＣＭＮＮ分类效果较差，造成分类效果下降，
因此，本文引入前述的模糊格包容性测度来计算测试

样本隶属于各超盒的隶属度值，然后采用最大隶属度

原则进行分类，避免了原始 ＣＭＮＮ的缺陷．
前述的包容性测度是定义在两个区间上的，对于

本文的分类问题来说给定的样本是空间中的一个点 ｘ
∈Ｇｎ，因此在计算一个点包容于一个区间的测度时，采
用如下方法将 ｘ扩展为一个区间．以三维空间为例，假
设 ｘ∈Ｇ３，则其区间为：

Ｉ（ｘ）＝［ｘ１，ｘ１，ｘ２，ｘ２，ｘ３，ｘ３］ （２７）
同样，对于 ＣＭＮＮ训练所得到的超盒也需要做一

定的转换来计算包容性测度，给定超盒［ａ，ｂ］∈Ｇ３，其
区间为：

Ｉ（［ａ，ｂ］）＝［ａ１，ｂ１，ａ２，ｂ２，ａ３，ｂ３］ （２８）
图６给出了在二维空间上计算模糊格包容性测度

的示意图．其中 ｘ１＝［０．２，０．３］，ｘ２＝［０．３，０．４］，两个超
盒 ｗ１＝［０．１，０．２，０．４，０．３５］，ｗ２＝［０．５，０．２，０．８，０．８］．

则 ｘ１包容于超盒 ｗ１的测度σ（Ｉ（ｘ１）≤Ｉ（ｗ１））为：
σ（［０．２，０．２，０．３，０．３］≤［０．１，０．４，０．２，０．３５］）

＝ ｈ（０．９，０．４，０．８，０．３５）
ｈ（（０．８，０．２，０．７，０．３）∨（０．９，０．４，０．８，０．３５））

＝２．４５２．４５＝１

同理 ｘ１包容于超盒 ｗ２的测度为：
σ（［０．２，０．２，０．３，０．３］≤［０．５，０．８，０．２，０．８］）

＝ ｈ（０．５，０．８，０．８，０．８）
ｈ（（０．８，０．２，０．７，０．３）∨（０．５，０．８，０．８，０．８））

＝２．９３．２０．９０６２

由上述结果可以看出，当测试样本落入到某个超

盒之内时，该样本包容于该超盒的测度为最大值１，而
包容于其它超盒的测度小于１．

下面考虑测试样本在所有超盒之外的情况，如图６
（ｂ）所示，给定样本 ｘ２＝［０．３，０．４］，可以看出下 ｘ２落
在两个超盒之外，采用上述的方法分别计算 ｘ２相对于
超盒 Ｂ１和 Ｂ２的测度分别为σ（Ｉ（ｘ２）≤Ｉ（ｗ１））＝０．９８
和σ（Ｉ（ｘ２）≤Ｉ（ｗ２））＝０．９３５５．由此可以看出，样本离
超盒越近，则相对于该超盒的包容性测度越大．

ＦＬＣＭＮＮ的训练过程与 ＣＭＮＮ一样，两者最大的
不同在于测试阶段，ＦＬＣＭＮＮ计算输入测试样本的各
单个 ＣＭＮＮ模型输出值方法如图７所示，可以看出，图
７与图４的结构非常类似，但两者最大的区别在于给定
输入样本 ｘ，计算各超盒的输出时所采用的计算方法不
同，ＣＭＮＮ采用的是式（２３）所定义的形态学算子，而 ＦＬ
ＣＭＮＮ采用的是定义在模糊格理论上的包容性测度．

计算出输入样本隶属于每类超盒簇的包容性测度

后，依然根据图５中的最大隶属度原则进行分类．

５ 实验分析

为验证本文提出的 ＦＬＣＭＮＮ的有效性，本节采用
标准数据集和仿真数据集对ＦＬＣＭＮＮ、ＣＭＮＮ以及传统
神经网络、Ｋ近邻和支持向量机的计算效率和分类精
度进行对比试验分析．这三种分类器均在 Ｍａｔｌａｂ上采
用模式识别工具箱（ＰＲＴｏｏｌｓ４．１）［２２］实现，这三种分类
器的参数均为工具箱预设的缺省值．试验所采用的计
算机配置为 ＣＰＵＣｏｒｅ２２．８Ｇ，２Ｇ内存，Ｍａｔｌａｂ版本为
Ｒ２００７ａ．
５１ Ｒｉｐｌｅｙ数据集

Ｒｉｐｌｅｙ数据集［２３］是由混合高斯分布产生的一个两
类二维数据集，其中训练样本集由２５０个数据组成，每
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类１２５个数据，测试样本集由 １０００个数据组成，每类
５００个数据．

图８给出了采用构造型形态神经网络训练后所得
到的超盒．图中“＋”代表第一类样本，“·”代表第二类
样本；深色背景的超盒为第一类样本的超盒，浅色背景

为第二类样本的超盒．在训练两类样本的超盒过程中，
本文提出的训练算法分别在８步和９步内达到收敛，并
相应生成了３２和３３个超盒来覆盖两类样本．从图中可
以看出，所有的训练样本均可被正确地覆盖．需要注意
的是，图中存在着部分的孤点，这些孤点也是一种特殊

的超盒．

表１给出了分别采用 Ｋ近邻分类器（ＫＮＮＣ）、传统
的ＢＰ神经网络（ＢＰＮＮ）、支持向量机（ＳＶＭ）、构造型神
经网络（ＣＭＮＮ）和模糊格构造型神经网络（ＦＬＣＭＮＮ）的
训练时间（Ｔｔｒａｉｎ）、测试时间（Ｔｔｅｓｔ）、训练样本分类精度
（Ｐｔｒａｉｎ）和测试样本分类精度（Ｐｔｅｓｔ）．

表１ Ｒｉｐｌｅｙ数据集测试结果

分类器 Ｔｔｒａｉｎ（ｓ） Ｔｔｅｓｔ（ｓ） Ｐｔｒａｉｎ Ｐｔｅｓｔ

ＫＮＮＣ － ０．３６８７ ８７．２ ８０．８

ＢＰＮＮ ２４．４９０６ ０．１０５３ ８６．８ ８１．２

ＳＶＭ １２．９５４３ ０．１３８９ ８５．６ ８６．１

ＣＭＮＮ ０．０７７４ ０．１６６２ １００ ７８．３

ＦＬＣＭＮＮ ０．０７７４ ０．２８４３ １００ ８１．７

由表１可以看出，在 Ｒｉｐｌｅｙ数据集上，ＳＶＭ获得了
最高的测试精度８６１％，其次为 ＦＬＣＭＮＮ，测试精度为
８１７％．但是从表中可以发现，构造型形态神经网络的
训练效率极高，其所需的训练时间要远远低于传统的

ＢＰＮＮ和 ＳＶＭ，同时可以发现，两种形态神经网络在训
练集上的分类精度均为１００％，这说明形态神经网络具
有很强的学习能力，而 ＦＬＣＭＮＮ的推广能力要明显优
于ＣＭＮＮ．
５２ Ｓｐｉｒａｌ数据集

Ｓｐｉｒａｌ数据集［２４］是一个经典的二分类问题，它由以

下公式所生成：

Ｒｉ＝０．４·（１０５－ｎｉ）／１０４ （２９）

αｉ＝π·（ｎｉ－１）／１６ （３０）
ｘｉ＝Ｒｉ·ｓｉｎ（αｉ＋ｑ·ｒａｎｄｎ（１，１）／１００）＋０．５ （３１）
ｙｉ＝Ｒｉ·ｃｏｓ（αｉ＋ｑ·ｒａｎｄｎ（１，１）／１００）＋０．５ （３２）

其中 ｎｉ＝０．５ｉ（ｉ＝１，２，…，２００），ｒａｎｄｎ（１，１）为由标准
高斯分布产生的随机数，ｑ是一个调节类间距离的参
数，本文中设 ｑ＝５．数据集中第一类样本由（ｘｉ，ｙｉ）２００ｉ＝１
组成，第二类样本由（１－ｘｉ，１－ｙｉ）２００ｉ＝１组成，由此可得到
４００个训练样本．同理，可由公式２９～３２产生 ４００个测
试样本．

图９给出了由本文提出的ＣＭＮＮ训练算法在Ｓｐｉｒａｌ数
据集上所得到的超盒．图中“＋”代表第一类样本，“·”代表
第二类样本；深色背景的超盒为第一类样本的超盒，浅色

背景为第二类样本的超盒．在训练中，算法均在１３步内达
到收，并均生成了４８个超盒来覆盖两类样本．

表２给出了分别采用 Ｋ近邻分类器（ＫＮＮＣ）、传统
的ＢＰ神经网络（ＢＰＮＮ）、支持向量机（ＳＶＭ）、构造型神
经网络（ＣＭＮＮ）和模糊格构造型神经网络（ＦＬＣＭＮＮ）在
Ｓｐｉｒａｌ数据集上的训练时间（Ｔｔｒａｉｎ）、测试时间（Ｔｔｅｓｔ）、训
练样本分类精度（Ｐｔｒａｉｎ）和测试样本分类精度（Ｐｔｅｓｔ）．

表２ Ｓｐｉｒａｌ数据集测试结果

分类器 Ｔｔｒａｉｎ（ｓ） Ｔｔｅｓｔ（ｓ） Ｐｔｒａｉｎ Ｐｔｅｓｔ

ＫＮＮＣ － ０．１２８２ ７７．５ ７４．８

ＢＰＮＮ １４．１７６ ０．１３２４ ７５．２５ ７４

ＳＶＭ ５．９１６ ０．１２８５ ８２ ８１．７５

ＣＭＮＮ ０．１３６６ ０．３３５２ １００ ９０．７５

ＦＬＣＭＮＮ ０．１３６６ ０．４８４３ １００ ９８．５

由表２可以看出，在 Ｓｐｉｒａｌ数据集上，本文提出的
ＦＬＣＭＮＮ取得了明显优于其它方法的测试精度和训练
精度．传统的ＫＮＮ、ＢＰＮＮ和 ＳＶＭ在此数据集上无论是
训练精度还是测试精度均较差，虽然 ＣＭＮＮ取得了很
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高的训练精度，但测试精度明显低于 ＦＬＣＭＮＮ，这再次
证明了 ＦＬＣＭＮＮ的推广能力优于 ＣＭＮＮ．同时从表中
依然可以发现，构造型形态神经网络的训练效率极高，

其所需的训练时间要远远低于传统的 ＢＰＮＮ和ＳＶＭ．
５３ 仿真数据集

图１０为随机产生的三组数据，其中“·”代表第一类
样本，“”代表第二类样本，“＋”代表第三类样本，每
类数据１００个样本点，共 ３００个样本点．图中三种不同
颜色的区域代表了采用本文提出的训练算法得到的覆

盖三类样本的超盒集．可以看出，训练出的超盒可完全
覆盖所有的样本点．在训练三类样本的超盒过程中，本
文提出的训练算法分别在 ３步，８步和 ４步内达到收
敛，并相应生成了８，２５和１２个超盒来覆盖三类样本．

在测试阶段，依然按训练样本相同的条件随机生

成三组数据，每类数据１００个样本点．为保证测试结果
的可靠性，本文将前述的训练和测试过程重复２０次，即
每次均随机产生３００个训练样本和３００个测试样本，取
２０次结果的平均值作为最终测试结果．

表３给出了前述五种分类器在仿真数据集上的的
训练时间（Ｔｔｒａｉｎ）、测试时间（Ｔｔｅｓｔ）、训练样本分类精度
（Ｐｔｒａｉｎ）和测试样本分类精度（Ｐｔｅｓｔ）．

表３ 仿真数据集测试结果

分类器 Ｔｔｒａｉｎ（ｓ） Ｔｔｅｓｔ（ｓ） Ｐｔｒａｉｎ Ｐｔｅｓｔ

ＫＮＮＣ － ０．０９５２ ９４．３３ ８８．３７

ＢＰＮＮ ２４．３７ ０．０３１０ ９６ ９１

ＳＶＭ １２．０７ ０．０１７５ ９２．６７ ９１．６７

ＣＭＮＮ ０．０７８６ ０．０６６２ １００ ８７．３３

ＦＬＣＭＮＮ ０．０７８６ ０．０８４３ １００ ９２．６７

由表３可以看出，ＣＭＮＮ的训练时间只有支持向量
机的１／１００，传统 ＢＰ神经网络训练时间的１／２００左右；
在测试阶段，两种构造型神经网络的计算时间要略高

于ＢＰＮＮ和ＳＶＭ，与ＫＮＮＣ的测试时间相当．在训练样
本的分类精度上，两种构造型神经网络均可达到

１００％；在测试阶段，传统的支持向量机和 ＢＰ神经网络
均获得了比 ＣＭＮＮ高的分类精度，而本文提出的 ＦＬ
ＣＭＮＮ仍然获得了最高的分类精度．

６ 结论

（１）深入分析了构造型形态神经网络的结构特点，
在文献中已有方法的基础上提出了一种构造型形态神

经网络的训练算法，该算法能够在数步内达到收敛，具

有极高的训练效率．
（２）针对构造型形态神经网络所采用的形态学算

子不能正确地反映测试样本隶属于各超盒程度的问

题，本文提出了一种模糊格构造型形态神经网络模型

ＦＬＣＭＮＮ，该模型引入了模糊格包容性测度的概念，在
利用训练好的形态神经网络进行分类时，计算测试样

本属于各超盒的隶属度值，从而避免了原始形态神经

网络决策函数的不足，有效提高了形态神经网络的分

类精度．
（３）采用标准数据集对本文提出的 ＣＭＮＮ和 ＦＬ

ＣＭＮＮ模型进行了评价，并与传统的最近邻分类器、人
工神经网络和支持向量机进行了对比，结果表明，本文

提出的 ＦＬＣＭＮＮ在测试精度上明显优于原始的
ＣＭＮＮ，训练时间仅仅是传统的神经网络和支持向量机
的数百分之一，而且分类精度也丝毫不亚于传统的神

经网络和支持向量机．
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