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摘 要： 在信息理论中，最优线性码具有很强的纠错能力、低相关性线性序列在密码系统和 ＣＤＭＡ通信系统中
得到了广泛应用．因此构造最优线性码和构造低相关性线性序列具有重要的研究价值．记 Ｒ＝Ｆｐ＋ｕＦｐ，这里的 ｐ为
奇素数．本文首先通过迹映射构造出环 Ｒ上的一类新的线性码，然后将这类新的线性码的删余码通过 Ｇｒａｙ映射得到
了域 Ｆｐ上一类最优码．同时，通过迹映射构造出环 Ｒ上的一类线性循环码，将这类线性循环码视为线性周期序列并
通过广义ＮｅｃｈａｅｖＧｒａｙ映射得到了域 Ｆｐ上一类低相关线性周期序列．
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１ 引言

２０世纪 ９０年代，编码理论的一个突破性进展是
Ｎｅｃｈａｅｖ［１］发现二元 Ｋｅｒｄｏｃｋ码可视环 Ｚ４上的循环码，
这开创了纠错码的一个新的研究方向— 环 Ｚ４上的纠
错码的理论研究．随后 Ｈａｍｍｏｎｓ等五人小组［２］在 １９９４
年证明了一些高效的二元非线性码，如 Ｐｒｅｐａｒａｔａ码、
Ｋｅｒｄｏｃｋ码等可视为环 Ｚ４上循环码在Ｇｒａｙ映射下的像．
１９９７年，万哲先［３］出版了《ＱｕａｔｅｒｎａｒｙＣｏｄｅｓ》．从此以后，
人们对环 Ｚ４上的纠错码理论进行了深入研究的同时，
并开始研究一般的有限环上的纠错码理论．

近年，编码研究者对剩余类多项式环 Ｆｐｓ［ｕ］／（ｕａ）
＝Ｆｐｓ＋ｕＦｐｓ＋…＋ｕａ－１Ｆｐｓ产生极大的兴趣（ｐ为素数并
且ｕａ＝０）．Ｂａｃｈｏｃ［４］利用了环 Ｆｐ＋ｕＦｐ上的线性码进行

格的构造；Ｂｏｎｎｅｃａｚｅ和Ｕｄａｙａ［５］讨论了环 Ｆ２＋ｕＦ２上循
环自对偶码并利用线性码的 Ｇｒａｙ映射构造了一批二元
最优码．Ｚｈｕ和 Ｔａｎｇ［６］研究了环 Ｆ２＋ｕＦ２上线性码关于

Ｌｅｅ重量的一类ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．施敏加等人［７］研究
了环 Ｆ２＋ｕＦ２上长度为 ２ｓ的循环码距离．Ｄｉｎｈ和
Ｎｇｕｙｅｎ［８］深入研究了环 Ｆ２ｍ＋ｕＦ２ｍ＋… ＋ｕａ－１Ｆ２ｍ上的
常循环码．Ｚｈｕ和Ｗａｎｇ［９］讨论了环 Ｆｐ＋ｖＦｐ（ｖ２＝ｖ）上一
类常循环码并利用 Ｇｒａｙ映射获得了域 Ｆｐ上一批最优
码．Ｓｈｉ等人［１０］研究了环 Ｆｐ＋ｖＦｐ（ｖ２＝１）上循环码并利
用Ｇｒａｙ映射获得了域 Ｆｐ上一批最优准循环码．Ｒａｏ和
Ｐｉｎｎａｗａｌａ［１１］利用迹映射构造了环 Ｚｐｓ上一类新的线性
码．

自相关性是衡量序列伪随机性质的一个重要的指

标．流密码系统中的密钥流序列或数字签名算法中的伪
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随机数序列应具有低相关特性，这一性质使其能有效

地抵抗互相关攻击；另一方面，在 ＣＤＭＡ（ＣｏｄｅＤｉｖｉｓｉｏｎ
ＭｕｌｔｉｐｌｅＡｃｃｅｓｓ）系统中具有低相关性的伪随机序列能
够成功地降低来自同一信道中其他使用者的干扰［１２］．
Ｄｉｎｇ等人［１３］利用有限域上的循环码构造出一批最优跳
频序列．Ｚｈｏｕ等人［１４］利用不同的平衡函数构造出一批
最优跳频序列．Ｂａｒｇ，Ｌｉｎｇ，Ｓｏｌé等人发现利用有限环上
的线性码可以构造出有限域上的低相关序列．Ｂａｒｇ［１５］

构造出二类二元低相关线性序列．Ｌｉｎｇ和Ｓｏｌé［１６］构造出
ｐ元非线性序列．Ｌａｈｔｏｎｅｎ等人［１７］利用环 Ｚ８上 Ｋｅｒｄｏｃｋ
码构造出一类二元非线性低相关序列．本文利用文献
［１１］的方法构造了环 Ｆｐ＋ｕＦｐ上一类新的线性码．特别
地，将这类新的线性码的删余码通过 Ｇｒａｙ映射获得了
域 Ｆｐ上一类最优码．同时，利用文献［１５，１６］的方法构
造出环 Ｆｐ＋ｕＦｐ上的一类线性循环码，将这类线性循
环码视为线性周期序列并通过广义的 ＮｅｃｈａｅｖＧｒａｙ映
射得到了域 Ｆｐ上一类低相关线性周期序列．

２ 预备知识

设剩余类多项式环 Ｒ＝Ｆｐ＋ｕＦｐ，这里 ｕ２＝０，则环
Ｒ是有唯一极大理想（ｕ）的局部环．环 Ｒ上任意元素ｒ
都可唯一表示为：ｒ＝ｒ０＋ｕｒ１，这里 ｒ０，ｒ１∈Ｆｐ；称珋ｒ＝ｒ０

为 ｒ的模ｕ约化；类似地，称珔ａ（ｘ）＝∑
ｋ

ｉ＝０
珔ａｉｘｉ∈Ｆｐ［ｘ］为

ａ（ｘ）＝∑
ｋ

ｉ＝０
ａｉｘｉ∈Ｒ［ｘ］的模 ｕ约化．若珔ａ（ｘ）为 Ｆｐ［ｘ］

中不可约多项式，称多项式 ａ（ｘ）为 Ｒ［ｘ］中基本不可
约多项式．设 ｈ（ｘ）是 Ｒ［ｘ］中 ｌ次首一基本不可约多项
式，称ＧＲ（Ｒ，ｌ）＝Ｒ［ｘ］／（ｈ（ｘ））为环 Ｒ的 Ｇａｌｏｉｓ环．取

ξ＝ｘ＋（ｈ（ｘ）），则ξ为ｈ（ｘ）的一个根，并且ＧＲ（Ｒ，ｌ）
中元素都可唯一表示为：ａ０＋ａ１ξ＋…＋ａｌ－１ξ

ｌ－１（其中

ａｉ∈Ｒ，ｉ＝０，１，…，ｌ－１）的形式，即ＧＲ（Ｒ，ｌ）＝Ｒ［ξ］．
理想（ｕ）是 Ｒ［ξ］的唯一极大理想，它是由ＧＲ（Ｒ，ｌ）中
所有零因子和零元素组成的．记珋ξ＝ｘ＋（珔ｈ（ｘ）），那么
珔ｈ（ξ）＝０并且 Ｆｐ［ξ］＝Ｆｐｌ．类似于 Ｇａｌｏｉｓ域（见文献
［１２］），可得环 Ｒ的 Ｇａｌｏｉｓ扩张 ＧＲ（Ｒ，ｌ）对于给定的 ｌ
是唯一的，并且对于Ｇａｌｏｉｓ扩张ＧＲ（Ｒ，ｌ），有ＧＲ（Ｒ，ｌ）／
（ｕ）Ｆｐｌ且｜ＧＲ（Ｒ，ｌ）｜＝ｐ２ｌ，则对 ＧＲ（Ｒ，ｌ）上任意元
素 ｃ＝ｃ０＋ｕｃ１，其中 ｃ０，ｃ１∈Ｆｐｌ．在Ｇａｌｏｉｓ扩张ＧＲ（Ｒ，ｌ）
中，存在 ｐｌ－１阶元素ξ，ξ为Ｒ上ｌ次基本不可约多项
式ｈ（ｘ）的根，使得ＧＲ（Ｒ，ｌ）＝Ｒ［ξ］，并且ｈ（ｘ）是一个
满足ｄｅｇ（ｈ（ｘ））≤ｌ，且 ｈ（ξ）＝０的唯一的首一多项式．

设 Ｔ＝｛０，１，ξ，…，ξ
ｐｌ－２｝，那么对任意 ｃ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）都能

被唯一表示为 ｃ＝ｃ０＋ｕｃ１，ｃ０，ｃ１∈Ｔ．设 ｃ＝ｃ０＋ｕｃ１，
ｃ０，ｃ１∈Ｔ，如果 ｃ０≠０，则称 ｃ是 ＧＲ（Ｒ，ｌ）中可逆元；否
则称 ｃ是ＧＲ（Ｒ，ｌ）中不可逆元．

设 Ｒｎ是由Ｒ上的ｎ维向量所组成的集合，即 Ｒｎ＝
｛（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１）｜ｘｉ∈Ｒ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１｝．Ｒｎ中任
一非空子集Ｃ称为Ｒ码，其中 ｎ称为码的长度．Ｒｎ中ｎ
维向量称为字，码 Ｃ中的ｎ维向量称为码元．Ｒｎ中任
一子群称为 Ｒ线性码．对于任意的 ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，
ｘｎ－１），ｙ＝（ｙ０，ｙ１，…，ｙｎ－１）∈Ｒｎ，定义为：

ｘ·ｙ＝ｘ０ｙ０＋ｘ１ｙ１＋…＋ｘｎ－１ｙｎ－１ （１）
设 ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１）∈Ｒｎ，ｘ码字的 Ｈａｍｍｉｎｇ

重量可表示为：ＷＨ（ｘ）＝｜｛ｉ｜ｘｉ≠０｝｜．对任意的 ｘ，ｙ∈
Ｒｎ，ｘ与ｙ之间的 Ｈａｍｍｉｎｇ距离可表示为：ｄＨ（ｘ，ｙ）＝
ＷＨ（ｘ－ｙ）．文献［１８］已经将 Ｒ内每一个元素的齐次重
量定义为：

Ｗｈｏｍ（ｒ）＝
０， ｒ＝０
ｐ－１， ｒ∈Ｒ＼ｕＲ
ｐ， ｒ∈ｕＲ＼｛０

{
｝

（２）

任一向量 ｘ∈Ｒｎ的齐次重量定义为每一个分量的齐次
重量之和．对任意的 ｘ，ｙ∈Ｒｎ，ｘ与ｙ之间的齐次距离
可表示为：ｄｈｏｍ（ｘ，ｙ）＝Ｗｈｏｍ（ｘ－ｙ）．

如果两个码可以通过置换坐标相互得到，那么称

这两个码置换等价．Ｒ上任意一非零的线性码Ｃ都可
置换等价于一个如下形式矩阵

Ｇ＝
Ｉｒ１ Ａ Ｄ１＋ｕＤ２
０ ｕＩｒ２ ｕ( )Ｔ

（３）

所生成的线性码，其中 Ａ，Ｔ，Ｄ１，Ｄ２均为域 Ｆｐ上的矩
阵，也称矩阵 Ｇ为码Ｃ的生成矩阵，此时 Ｃ是一个型
为ｐ２ｒ１ｐｒ２的 Ａｂｅｌｉａｎ群，共包含 ｐ２ｒ１＋ｒ２个码字，并且 Ｃ是
Ｒ的一个自由模当且仅当ｒ２＝０．对环 Ｒ上任一线性码
记为［ｎ，ｋ１，ｄｈｏｍ，ｄＨ］，其中 ｎ表示码长，ｋ１表示码的 ｐ
维，ｄｈｏｍ，ｄＨ分别表示码的最小齐次距离和最小 Ｈａｍ
ｍｉｎｇ距离．

３ 主要结果

首先，给出环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）上的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ映射和迹映
射的定义并给出迹映射的相关性质，然后利用迹映射

及其相关性质构造出环 Ｒ上一类新的线性码并研究该
码的删余码的Ｇｒａｙ象．

定义１［１９］ 称映射 ｆ：ＧＲ（Ｒ，ｌ）→ＧＲ（Ｒ，ｌ）；ｃ＝ｃ０
＋ｕｃ１ ｃｆ＝ｃｐ０＋ｕｃｐ１为环ＧＲ（Ｒ，ｌ）上的 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ映射．

定义２［１９］ 称Ｔｒ（ｃ）＝ｃ＋ｃｆ＋… ＋ｃｆ
ｌ－１

（ｃ∈ＧＲ
（Ｒ，ｌ））为环ＧＲ（Ｒ，ｌ）到环 Ｒ的迹映射．

关于迹映射直接验证可得命题１：
命题１ （１）Ｔｒ（ｃ＋ｃ′）＝Ｔｒ（ｃ）＋Ｔｒ（ｃ′），对任意的

ｃ，ｃ′∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）；
（２）Ｔｒ（αｃ）＝αＴｒ（ｃ），ｃ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ），α∈Ｒ；并
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且Ｔｒ为环ＧＲ（Ｒ，ｌ）到环 Ｒ的一个满射．
命题２ 设 Ｔｒ为环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）到环 Ｒ迹映射，υ是

环ＧＲ（Ｒ，ｌ）中任一元素．若υ取遍环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）中所有
元素，那么Ｔｒ（υξ

ｉ），ｉ＝０，１，…，ｌ－１，取遍 Ｒ内所有元
素并且次数相等，为 ｐ２（ｌ－１）次；若υ取遍环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）中
所有的零因子及零元素，那么Ｔｒ（υξ

ｉ），ｉ＝０，１，…，ｌ－１，
取遍 Ｒ内所有零因子和零元素并且次数相等，为 ｐ２ｌ－１

次．
证明 对任意的υ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ），考虑环 Ｒ上ｌ元组

Ｖυ＝（Ｔｒ（υ），Ｔｒ（υξ），…，Ｔｒ（υξ
ｌ－１））．设 Ｖ＝｛Ｖυ｜υ∈

ＧＲ（Ｒ，ｌ）｝且φ：ＧＲ（Ｒ，ｌ）→Ｖ．因为 ＧＲ（Ｒ，ｌ）＝＜１，ξ，

ξ
２，…，ξ

ｌ－１＞是一个 Ｒ模并且 Ｔｒ是一个满射，所以φ
是一个环ＧＲ（Ｒ，ｌ）中的元素与环 Ｒ上Ｖ中的ｌ元组之
间的一对一映射．因此，υ取遍环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）中的所有元
素，那么 Ｖυ＝（Ｔｒ（υ），Ｔｒ（υξ），…，Ｔｒ（υξ

ｌ－１））中的每一个

分量Ｔｒ（υξ
ｉ）取遍 Ｒ内所有元素并且次数相等，为ｐ

２ｌ

ｐ２
＝

ｐ２（ｌ－１）次．更进一步，如果υ＝ｕａ１∈ＧＲ（Ｒ，ｌ），ａ１∈Ｔ，
即，υ取遍环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）中的所有的零因子和零元素，那
么 Ｖυ＝（Ｔｒ（υ），Ｔｒ（υξ），…，Ｔｒ（υξ

ｌ－１））中的每一个分量

Ｔｒ（υξ
ｉ）取遍 Ｒ内所有零因子和零元素并且次数相等，

为
ｐ２ｌ
ｐ＝ｐ

２ｌ－１次．

定理１ 设 Ｔｒ为环 ＧＲ（Ｒ，ｌ）到环 Ｒ的迹映射，那
么由矩阵 Ａ＝ Ｔｒ（ｃｉｃｊ[ ]）

ｃｉ，ｃｊ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）
生成的码是环 Ｒ

上［ｎ，ｋ，ｄｈｏｍ，ｄＨ］＝［ｐ２ｌ，ｌ，ｐ２ｌ（ｐ－１），ｐ２ｌ－１（ｐ－１）］的
线性码．

证明 由前面的介绍，设 ｈ（ｘ）是 Ｒ［ｘ］中 ｌ次首一
基本不可约多项式，令ξ＝ｘ＋（ｈ（ｘ）），则ξ为ｈ（ｘ）的
一个根，并且ＧＲ（Ｒ，ｌ）中任意元素 ａ都可唯一表示为：
ａ＝ａ０＋ａ１ξ＋…＋ａｌ－１ξ

ｌ－１（其中：ａｉ∈Ｒ，ｉ＝０，１，…，ｌ
－１）的形式，即ＧＲ（Ｒ，ｌ）＝Ｒ［ξ］．
下面考虑矩阵

Ｇ＝

Ｔｒ（ｃ１） Ｔｒ（ｃ２） … Ｔｒ（ｃｐ２ｌ）
Ｔｒ（ξｃ１） Ｔｒ（ξｃ２） … Ｔｒ（ξｃｐ２ｌ）
   

Ｔｒ（ξ
ｌ－１ｃ１） Ｔｒ（ξ

ｌ－１ｃ２） … Ｔｒ（ξ
ｌ－１ｃｐ２ｌ











）
（４）

其中 ｃｉ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）．
由于１，ξ，…，ξ

ｌ－１都是ＧＲ（Ｒ，ｌ）中可逆元，那么根据命
题２，Ｇ的每一行取 Ｒ内所有元素并且次数相等，为
ｐ２（ｌ－１）次；而且 Ｇ的每一行是线性无关的．因此由 Ｇ生
成的码是线性的．那么取遍 Ｇ所有行的线性组合即可
得到矩阵：

Ａ＝ Ｔｒ（ｃｉｃｊ[ ]）
ｃｉ，ｃｊ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）

（５）

因此由矩阵 Ａ生成的码也是线性的并且由矩阵Ａ生成
的线性码就是由矩阵 Ｇ生成的．

设 ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｐ２ｌ－１）（其中 ｘｉ∈Ｒ）是由 Ｇ生成
的码字．由上面的陈述，ｘ的分量要么取Ｒ内所有元素
并且次数相等，为 ｐ２（ｌ－１）次；要么取 Ｒ内所有零因子和
零元素并且次数相等，为 ｐ２ｌ－１次．
因此

Ｗｈｏｍ（ｘ）＝ｐ２（ｌ－１） （ｐ２－ｐ）（ｐ－１）＋（ｐ－１）[ ]ｐ
＝ｐ２ｌ（ｐ－１） （６）

或者

Ｗｈｏｍ（ｘ）＝ｐ２ｌ－１ （ｐ－１）[ ]ｐ ＝ｐ２ｌ（ｐ－１） （７）
那么

ｍｉｎＷｈｏｍ（ｘ）＝ｐ２ｌ（ｐ－１） （８）
同理

ＷＨ（ｘ）＝ｐ２（ｌ－１）（ｐ２－１） （９）
或者

ＷＨ（ｘ）＝ｐ２ｌ－１（ｐ－１） （１０）
那么

ｍｉｎＷＨ（ｘ）＝ｐ２ｌ－１（ｐ－１） （１１）
因此由矩阵 Ａ＝ Ｔｒ（ｃｉｃｊ[ ]）

ｃｉ，ｃｊ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）
生成的码是环 Ｒ

上线性码 ｎ，ｋ，ｄｈｏｍ，ｄ[ ]Ｈ ＝［ｐ２ｌ，ｌ，ｐ２ｌ（ｐ－１），ｐ２ｌ－１（ｐ
－１）］．
在文献［１８］中已经定义了 Ｒ到Ｆｐｎｐ的线性Ｇｒａｙ映射，下
面我们引用它的定义．

定义３［１８］ 定义 Ｒ到Ｆｐｐ上的线性Ｇｒａｙ映射为：

：Ｒ→Ｆｐｐ （１２）
ｘ＋ｙｕ （ｙ，ｘｙ，…，（ｐ－１）ｘｙ）， （１３）

其中表示 Ｆｐ中的加法．
这个映射很自然地推广 Ｒｎ→Ｆｐｎｐ，并且它是一个由

（Ｒｎ，齐次距离）到（Ｆｐｎｐ，Ｈａｍｍｉｎｇ距离）的保距映射，即

ｃ１，ｃ２∈Ｒｎ，ｄｈｏｍ（ｃ１，ｃ２）＝ｄＨ（（ｃ１），（ｃ２））．对 ｃ＝

（ｃ（ｐ
０
）｜…｜ｃ（ｐ

ｓ－１
））∈Ｆｐｎｐ，一个广义 Ｎｅｃｈａｅｖ置换σ定义

为：

σ（ｃ）＝σ（ｃ（ｐ
０
）），…，σ（ｃ（ｐ

ｓ－１
）( )） （１４）

这里σ（ａ）＝（ａτ（０），…，ａτ（ｐｎ－１））并且τ（γｎ＋ｊ）＝（γ＋
ｊｎ′）ｐｎ＋ｊ，０≤γ≤ｐ－１，０≤ｊ≤ｎ－１，（γ＋ｊｎ′）ｐ表示（γ
＋ｊｎ′）模 ｐ的最小的剩余类．
码的构造一直是编码研究者研究的热点．一方面，

他们希望能够构造出有限域上维数固定，最小距离达

到最大的线性码．另一方面，他们希望能够构造出有限
域上码长较小，最小距离较大的线性码．从而，构造出
的线性码纠错能力较强．设 Ｃ是有限域Ｆｐ上线性码，
如果在有限域 Ｆｐ上具有相同长度，找不到比码 Ｃ的最
小距离更大的线性码，那么称线性码 Ｃ为有限域Ｆｐ上
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的最优码．下面我们通过已经构造的环 Ｒ上［ｎ，ｋ，
ｄｈｏｍ，ｄＨ］＝［ｐ２ｌ，ｌ，ｐ２ｌ（ｐ－１），ｐ２ｌ－１（ｐ－１）］的线性码得
到有限域 Ｆｐ上一类最优码．

现将矩阵 Ａ中全是０的列删除，记删除后的矩阵
为 Ａ，那么 Ｃ′＝（Ａ）是域 Ｆｐ上线性码且码长为
ｐ（ｐ２ｌ－１），基数为 ｐ２ｌ．因此它是一个［ｎ，ｋ２，ｄＨ］＝
［ｐ（ｐ２ｌ－１），２ｌ，ｐ２ｌ（ｐ－１）］线性码，这里的 ｋ２表示由矩
阵 Ａ生成的码在域 Ｆｐ上的维数．通过码表（文献
［２０］）验证，发现 Ｃ′＝（Ａ）是域 Ｆｐ上一类最优码．

下面我们给出一个通过构造环 Ｆ３＋ｕＦ３上一类新
码得到域 Ｆ３上一类最优码的例子．

例 １ 考虑环 Ｒ＝Ｆ３＋ｕＦ３上基本不可约多项式
ｈ（ｘ）＝ｘ２＋ｘ＋２，ＧＲ（Ｒ，２）＝Ｒ［ｘ］／（ｈ（ｘ））．设ξ是
ｈ（ｘ）的根，那么ξ是Ｆ３上的８阶本原单位根，ξ

２＝２ξ＋
１，此时 Ｔ＝｛０，１，ξ，ξ

２，…，ξ
７｝．由命题２，ＧＲ（Ｒ，２）＝｛ｃ

＝ａ＋ｕｂ｜ａ，ｂ∈Ｔ｝．根据定理１，由矩阵

Ｇ＝
Ｔｒ（ｃ１） Ｔｒ（ｃ２） … Ｔｒ（ｃ８１）
Ｔｒ（ξｃ１） Ｔｒ（ξｃ２） … Ｔｒ（ξｃ８１

( )）
生成的码是环 Ｒ上线性码［ｎ，ｋ１，ｄｈｏｍ，ｄＨ］＝［３４，２，３４·
２，３３·２］．进一步，Ａ线性 Ｇｒａｙ像 Ｃ′＝（Ａ）是域 Ｆ３
上线性码［ｎ，ｋ２，ｄＨ］＝［２４０，４，１６２］．通过码表（文献
［２０］）验证，Ｃ′是域Ｆ３上的最优码．

下面我们将利用环 Ｒ上一类线性循环码构造出域
Ｆｐ上一类低相关性线性周期序列．文献［１８］已经证明
了线性码 Ｃ是环 Ｒ上长度为 ｎ的循环码当且仅当

σ（Ｃ）是域 Ｆｐ上长度为ｐｎ的线性循环码．首先我们给
出一些定义和标记．

设 ａ∈Ｆｐ，定义域 Ｆｐ上标准的加法特征为：

χ１（ａ）＝（ω１）
ａ （１５）

其中ω１＝ｅ
２πｉ
ｐ并且 ｉ２＝－１．

类似地，设 ｂ∈Ｒ，定义环 Ｒ上标准的加法特征
为：

χ２（ｂ）＝（ω２）
ｂ （１６）

其中ω２＝ｅ
２πｉ
ｐ２并且 ｉ２＝－１．

定义环 Ｒ上一类循环码组成的集合ｋｐ，ｌ和域Ｆｐ上
一类两两互不相同的线性循环序列组成的集合Ｓｐ，ｌ分
别为：

ｋｐ，ｌ＝｛（Ｔｒ（Ｂ），Ｔｒ（Ｂξ），…，Ｔｒ（Ｂξ
Ｎ－１））｜Ｂ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）并

且珔Ｂ≠０｝ （１７）
Ｓｐ，ｌ ＝ ｛χ１（ｘ０），…，χ１（ｘｐＮ－１( )） ｜ ｘ０，…，ｘｐＮ( )－１ ∈

σ（ｋｐ，ｌ＼ｕｋｐ，ｌ）｝∞ （１８）
其中 Ｎ＝ｐｌ－１．
对于任意的 ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘＮ－１）∈ＲＮ，特征和定义为

λ２（ｘ）＝∑
Ｎ－１

ｊ＝０
χ２（ｘｊ） （１９）

如果记 Ｎｊ（ｘ）为 ｊ∈Ｒ在ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘＮ－１）中出现的
次数，那么等式（１９）等价于

λ２（ｘ）＝∑
ｐ２－１

ｊ＝０
Ｎ（ｘｊ）χ２（ｊ） （２０）

类似地，对于任意的 ｙ＝（ｙ０，ｙ１，…，ｙｐＮ－１）∈ＦｐＮｐ，特征
和定义为

λ１（ｙ）＝∑
ｐＮ－１

ｊ＝０
χ１（ｙｊ） （２１）

如果记 Ｎｊ（ｙ）为 ｊ∈Ｆｐ在ｙ＝（ｙ０，ｙ１，…，ｙｐＮ－１）中出现
的次数，那么等式（２１）等价于

λ１（ｙ）＝∑
ｐ－１

ｊ＝０
Ｎ（ｙｊ）χ１（ｊ） （２２）

集合 Ｓｐ，ｌ里的线性循环序列的最大非平凡相关性
参数定义为：λｍａｘ＝ｍａｘ｛｜λ１（ｙ）｜：ｙ＝σ（ｘ），ｘ∈ｋｐ，ｌ＼
ｕｋｐ，ｌ｝．记集合 Ｓｐ，ｌ里的线性循环序列为［ｐＮ，Ｍ，λｍａｘ≤
λ］，这里 ｐＮ表示线性循环序列的周期，Ｍ表示集合
Ｓｐ，ｌ的容量，λ表示λｍａｘ的上界．下面我们将分别计算出
集合 Ｓｐ，ｌ的容量和λ．

定理２ 集合 Ｓｐ，ｌ的容量为
Ｓｐ，ｌ ＝ｐｌ－１ （２３）

证明 如果视集合σ（ｕｋｐ，ｌ）里的元素为线性周期
序列，则该序列是由 ｐ重周期为ｐｌ－１的 ｐ元 ｍ序列构
成．另一方面，文献［１８］已经证明了线性码 Ｃ是环Ｒ上
长度为Ｎ的循环码当且仅当σ（Ｃ）是域 Ｆｐ上长度为
ｐＮ的线性循环码．因此视集合σ（ｋｐ，ｌ＼ｕｋｐ，ｌ）里的元
素为线性周期序列，则该序列的周期是 ｐ（ｐｌ－１）．因此
σφ（ｋｐ，ｌ＼ｕｋｐ，ｌ）里含有不同的循环序列的容量是
ｐ２ｌ－ｐｌ
ｐ（ｐｌ－１）

＝ｐｌ－１．

引理１ 对任意的 ｘ∈Ｒ，只有下列三种情形发生：
（１）如果 ｘ＝０，那么 Ｎｊ（σ（ｘ））＝δｊ，０ｐ，
（２）如果 ｘ∈（ｕ）＼｛０｝，那么 Ｎｊ（σ（ｘ））＝δｊ，ｘ１ｐ，
（３）如果 ｘ∈Ｒ＼（ｕ），那么对任意的 ｊ∈Ｆｐ有Ｎｊ（σ·
（ｘ））＝１．

证明 设 ｘ∈Ｒ，则 ｘ＝ｘ０＋ｕｘ１，这里 ｘ０，ｘ１∈Ｆｐ．
因此

当 ｘ＝０时，σ（ｘ）＝σ（ｘ０＋ｕｘ１）＝０．
当 ｘ∈（ｕ）＼｛０｝时，则 ｘ０＝０，ｘ１≠０．
当 ｘ∈Ｒ＼（ｕ）时，则 ｘ０≠０．设 ｙ＝σ（ｘ）∈Ｆｐ，根据有
限域上的线性性质，ｙ可以取到Ｆｐ中所有元素并且次
数相等．

命题３ 对任意 ｘ∈Ｒｎ，有
Ｔｒ（λ２（ｘ））＝λ１（σ（ｘ）） （２４）

证明 为了方便，我们只证 ｎ＝１，对于 ｎ为其他正
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整数可以自然推广．设 ｘ∈Ｒ，则 ｘ＝ｘ０＋ｕｘ１，这里 ｘ０，
ｘ１∈Ｆｐ．下面根据引理１的三种情况分别讨论：
（１）如果 ｘ＝０，那么λ２（ｘ）＝Ｎ０（ｘ）＝１．因此 Ｔｒ（λ２

（ｘ））＝ｐ＝λ１（σ（ｘ））．
（２）如果 ｘ∈（ｕ）＼｛０｝，则 ｘ０＝０，ｘ１≠０．记 ｘ＝ｐｊ（１

≤ｊ≤ｐ－１），因为ωｐ２＝ω１，所以λ２（ｘ）＝ωｐｊ２＝ωｊ１．从而
Ｔｒ（λ２（ｘ））＝λ１（σ（ｘ））．

（３）如果 ｘ∈Ｒ＼（ｕ），那么０≤ｊ≤ｐ－１，Ｎｐｊ（ｘ）＝
０．因此 Ｔｒ（λ２（ｘ））＝０．由于所有的 Ｎｉ（σ（ｘ））都是相同
的．因此λ１（σ（ｘ））＝０．

引理２［２１］ 设 Ｂ∈ＧＲ（Ｒ，ｌ）并且珔Ｂ≠０，那么

∑
ａ∈Ｒ＼｛０｝
∑
ｘ∈Ｔ
ｅ２πｉ

Ｔｒ（ａＢｘ）
ｐ２

≤ｐ「ｌ／ｐ?
ｐ?ｌ／ｐ」ｐ

２－ｐ
２ （ｐ－１）?２ｐ（ｌ／２）－?ｌ／ｐ」」

ｐ「ｌ／ｐ?
（２５）

其中「ａ?和?ｂ」分别表示不小于 ａ的最小的整数和不大
于ｂ的最大整数．

定理３

λｍａｘ≤
１
ｐ－１ｐ

「ｌ／ｐ?
ｐ?ｌ／ｐ」ｐ

２－ｐ
２ （ｐ－１）?２ｐ（ｌ／２）－?ｌ／ｐ」」

ｐ「ｌ／ｐ?
＋ｐ

（２６）
证明 设 ｘ∈Ｓｐ，ｌ＼ｕＳｐ，ｌ，ｙ＝σ（ｘ）．
根据命题３，可得

λ１（ｙ）＝∑
ｐ－１

ｃ１＝０
∑
ｘ∈Ｔ＼｛０｝

ｅ
２πｉ
Ｔｒ（（１＋ｃ１ｕ）Ｂｘ）

ｐ２ （２７）

对０≤ｋ≤ｐ－１，设

ｋ（Ｂ）＝∑
ｐ－１

ｃ１＝０
∑
ｘ∈Ｔ
ｅ
２πｉ
Ｔｒ（（ｋ＋ｃ１ｕ）Ｂｘ）

ｐ２ （２８）

结合等式（２７）和等式（２８），有

λ１（ｙ）＝１（Ｂ）－ｐ （２９）
根据命题３，可得

∑
ａ∈Ｒ
∑
ｘ∈Ｔ
ｅ
２πｉＴｒ

（ａＢｘ）
ｐ２ ＝∑

ｐ－１

ｋ＝１
ｋ（Ｂ）＝ｐｌ＋（ｐ－１）１（Ｂ）．

另一方面

∑
ａ∈Ｒ
∑
ｘ∈Ｔ
ｅ
２πｉＴｒ

（ａＢｘ）
ｐ２ ＝ｐｌ＋ ∑

ａ∈Ｒ＼｛０｝
∑
ｘ∈Ｔ
ｅ
２πｉＴｒ

（ａＢｘ）
ｐ２ （３０）

因此

（ｐ－１）１（Ｂ）＝ ∑
ａ∈Ｒ＼｛０｝
∑
ｘ∈Ｔ
ｅ２πｉ

Ｔｒ（ａＢｘ）
ｐ２ （３１）

根据引理２，可得
（ｐ－１）｜１（Ｂ）｜

≤ｐ「ｌ／ｐ?
ｐ?ｌ／ｐ」ｐ

２－ｐ
２ （ｐ－１）?２ｐ（ｌ／２）－?ｌ／ｐ」」

ｐ「ｌ／ｐ?
（３２）

因此

λｍａｘ≤
１
ｐ－１ｐ

?ｌ／ｐ」
ｐ?ｌ／ｐ」ｐ

２－ｐ
２ （ｐ－１）?２ｐ

（ｌ／２）－?ｌ／ｐ」」

ｐ「ｌ／ｐ?
＋ｐ．

表１ 周期为 ｐ（ｐｌ－１），容量为 ｐｌ－１的线性循环序列的最大非平凡相关性参数比较（ｐ为素数）

序列 ｐ Ｔ Ｍ λｍａｘ

Ｂａｒｇ［１５］ ２ ２（２ｌ－１） ２ｌ－１ ２（２ｌ／２－１＋１）

Ｌｉｎｇ，Ｓｏｌé［１６］ 奇素数 ｐ（ｐｌ－１） ｐｌ－１ （ｐ－１）ｐｌ／２＋１

本序列 奇素数 ｐ（ｐｌ－１） ｐｌ－１ １
ｐ－１ｐ

「ｌ／ｐ?
ｐ?ｌ／ｐ」ｐ

２－ｐ
２ （ｐ－１）?２ｐ（ｌ／２）－?ｌ／ｐ」」

ｐ「ｌ／ｐ?
＋ｐ

４ 总结

在信息理论中，找到一种能够构造最优线性码的

方法和找到一种能够构造低相关性的线性序列的方法

都是具有重要的价值．记 Ｒ＝Ｆｐ＋ｕＦｐ，这里 ｐ为奇素
数．本文首先通过迹映射构造出环 Ｒ上的一类新的线
性码，然后将这类新的线性码的删余码通过 Ｇｒａｙ映射
得到了域 Ｆｐ上一类最优码．同时，通过迹映射构造出
环 Ｒ上的一类线性循环码，将这类线性循环码视为线

性周期序列并通过广义 ＮｅｃｈａｅｖＧｒａｙ映射得到了域 Ｆｐ
上一类低相关线性周期序列．
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