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摘 要： 可逆逻辑作为量子计算，纳米技术，低功耗设计等新兴技术的基础，近年来得到了越来越多的关注和研

究．然而，大多数可逆逻辑综合方法对函数真值表表达形式的依赖使得综合电路规模受到了限制．决策图作为一种更
加简洁的布尔函数表示方法，其为可逆逻辑综合提供了另一种途径．本文基于 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数决策图（ＫＦＤＤ）提出了一
种适合于综合大规模电路的综合方法．该方法利用ＫＦＤＤ描述功能函数，以局部最优的方式从三种节点分解方法中寻
找最优分解方法，并根据Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数决策图中不同类型的节点构建相应的可逆逻辑电路模块，最后将各节点替换
电路模块实现级联得到结果电路．以可逆基准电路为例，对该方法进行了验证．实验结果表明，该方法能以较低的代价
实现对较大规模函数的可逆逻辑电路综合．
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１ 引言

超低功耗ＩＣ的设计需求和量子计算机的提出使得
可逆逻辑电路综合方法的研究受到国内外越来越多研

究者的关注．区别于传统不可逆电路，可逆电路综合技术
更为复杂．近３０年来，多种可逆门已经被提出，如 ＣＮＯＴ
门，Ｔｏｆｆｏｌｉ门、Ｆｒｅｄｋｉｎ门等，然而目前还没有一种通用高
效的综合算法．现有的综合算法，如代数法［１］、模版法［２］、
置换法［３，４］等在大规模电路综合中普遍存在局限性．这
种局限性主要来自于所采用数据结构和综合策略两个

方面［５］．现有的综合算法通常依赖于真值表函数表示方

式，而真值表存储所需的指数级存储空间使得算法很难

适用于更大规模电路的综合．部分研究者还提出了可逆
电路智能综合算法［６］，该算法通过进化搜索得到全局优

化解，然而大规模电路的复杂编码很难保证算法的绝对

收敛且时间效率较低．为了寻找适用于大规模电路的综
合算法，研究者引入了一种更加简洁的基于二元决策图

的函数表达形式，提出了 ＢＤＤ综合法［７］，并通过图论中
的相关理论和不同的节点分解方式相继提出了改进算

法［５，８，９］．ＢＤＤ综合法解决了以往综合方法难以实现的下
规模电路综合问题，然而，综合结果中辅助位的过多引入

及过高的量子代价降低了该类算法的有效性．
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本文利用一种的新的功能函数表达形式，即 Ｋｒｏ
ｎｅｃｋｅｒ函数决策图［１０］，构建功能函数，采用更加简洁的
数据结构，减少综合过程中数据的存储量，并通过动态

选择节点分解方式，确保以局部最优电路模块生成可

逆电路．

２ 量子可逆逻辑电路的基本概念

利用微观粒子状态表示的信息称为量子信息，量

子可逆逻辑门是处理量子信息的基本单元，通过可逆

门级联可构成量子可逆电路．
定义１ 可逆电路中输入输出位数相等，输入输出

满足一一映射，不存在扇入扇出和反馈操作．
定义２ 在可逆逻辑电路中，除期望输出外的输出

称为垃圾位．
定义３ 可逆电路的量子代价为电路中所有可逆

逻辑门量子代价的总和．
Ｔｏｆｆｏｌｉ门是最常见的多比特量子逻辑门，输入包含

两个控制位和一个目标位，Ｔｏｆｆｏｌｉ门的两个控制位状态
全部为１时目标比特取反，否则，输出和输入相等．通过
扩展控制位数量可得到具有不同控制位数的通用 Ｔｏｆ
ｆｏｌｉ门，以此来构建符合特定要求的量子可逆电路．通用
Ｔｏｆｆｏｌｉ量子门记为 ＴＯＦ（Ｃ，Ｔ），其中输入集合 Ｉｎ＝｛ｘ１，
ｘ２，…，ｘｎ｝，控制位输入集合 Ｃ＝｛ｘｉ２，ｘｉ３，…，ｘｉｎ｝，目标
位输入集合 Ｔ＝｛ｘｉ１｝，Ｃ∩Ｔ＝ ，Ｃ∪Ｔ＝Ｉｎ，则目标

位输出为 ｘｉ１∏
ｎ

ｋ＝２
ｘｉｋ，其余输出与输入相等．图１为具

有不同控制位的通用Ｔｏｆｆｏｌｉ门．

３ ＫＦＤＤ的原理

布尔函数 ｆ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…，ｘｎ）的Ｋｒｏｎｅｃｋ
ｅｒ决策图创建过程包含公式（１），（２），（３）所示的三种分
解方式．

ｆ＝珋ｘｉｆｘｉ＝０ｘｉｆｘｉ＝１， ｓｈａｎｎｏｎ（Ｓ） （１）

ｆ＝ｆｘｉ＝０ｘｉ（ｆｘｉ＝０ｆｘｉ＝１）， ｐｏｓｉｔｉｖｅＤａｖｉｏ（ｐＤ）（２）

ｆ＝ｆｘｉ＝１珋ｘｉ（ｆｘｉ＝０ｆｘｉ＝１）， ｎｅｇａｔｉｖｅＤａｖｉｏ（ｎＤ）（３）

布尔函数在每个节点变量 ｘｉ处选择一种分解方式
进行递归分解，直到布尔函数被分解到０或者１为止，
即分解到终端节点为止，最终生成决策图．

每一个变量 ｘｉ采用一种分解方法，则整个函数的
分解过程可产生一个分解类型表 ｄ，ｄ＝｛ｄ１，…，ｄｎ｝，
其中 ｄｉ是ｘｉ所对应的节点所采用的分解类型，并且 ｄｉ
∈｛Ｓ，ｐＤ，ｎＤ｝．图 ２为某一布尔函数 ｆ的 ＫＦＤＤ的表
示，其中分解类型表 ｄ＝｛Ｓ，ｐＤ，Ｓ｝．

图２中，变量 ｘ３处采用 Ｓ分解，则 ｘ３处的节点代
表的函数是珋ｘ３×０＋ｘ３×１＝ｘ３，右边变量 ｘ２处采用 ｐＤ
分解，该节点代表的函数为 ｘ２，相同方法可计算出左边
变量 ｘ２处的节点代表的电路函数为 ｘ３ｘ２，根节点采
用的是 Ｓ分解，则可得此 ＫＦＤＤ表示的布尔函数为

珋ｘ１（ｘ３ｘ２）ｘ１ｘ２．

４ 基于ＫＦＤＤ的可逆逻辑电路综合方法

本方法利用ＫＦＤＤ作为基本数据存储结构，将电路
功能函数描述为 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ函数决策图，通过电路模块
替换决策图节点的方式，级联生成可逆电路．综合过程
包含如下四个部分：

（１）将电路转化为功能函数并求出函数最简表达
式．

（２）利用ＫＦＤＤ的分解方法，构造二元决策图．
（３）根据各个节点输入情况，构建对应的模块电

路．
（４）将二元决策图中的每个节点映射成对应模块

电路，进行级联．
４１ 节点对应的模块电路设计

利用ＫＦＤＤ的数据结构表示电路的功能函数，其中
包含的三种分解方式及对应的电路模块如图３所示．

ＫＦＤＤ中后继节点 ｆｘｉ＝０和 ｆｘｉ＝１的值影响模块电路
结构．当 ｆｘｉ＝０和 ｆｘｉ＝１为０或者１时，模块电路出现退化，
相应的ＫＦＤＤ节点称为退化节点，表１为三种分解方式
下退化节点对应电路模块及其性能指标．

可逆电路综合要求以较低的代价生成可实现目标
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功能函数的可逆电路．为了得到最优综合电路，需要对
每个节点的分解方式进行选择．根据表１，以量子代价、
可逆门数及辅助位数为基本考量指标选择节点分解方

式．
（１）当 ｆｘｉ＝０＝１时，Ｓ分解和ｐＤ分解对应的模块电

路量子代价和门代价相同且都优于ｎＤ分解，而 Ｓ分解
在辅助位上优于ｐＤ分解．

（２）当 ｆｘｉ＝１＝１时，Ｓ分解和ｐＤ分解对应的模块电
路三种指标性能相同且都优于ｎＤ分解，因此可任意选
择 Ｓ分解或ｐＤ分解．

（３）当 ｆｘｉ＝０＝０时，三种分解方式对应的模块电路
相同，可取其中一种．

（４）当 ｆｘｉ＝１＝０时，三种分解方式具有相同的量子
代价和可逆门数，但 Ｓ分解具有更低的垃圾位．

（５）当 ｆｘｉ＝０ｆｘｉ＝１＝０时，ｐＤ分解和ｎＤ分解具有
最低代价，为了得到更加简洁的后继节点，选择后继节

点中变量最少的分解方式．
（６）当 ｆｘｉ＝０ｆｘｉ＝１＝１时，ｐＤ分解包含最低代价．
（７）当 ｆｘｉ＝０≠０且 ｆｘｉ＝１≠０时，除去（５），（６）所示的

情况，ｐＤ分解和ｎＤ分解具有相同的模块电路结构，当
三种分解方式产生的后继节点复杂度相当时，则因 ｎＤ
分解中的珋ｘｉ通常需要在ｘｉ添加额外的非门，因此选择
ｐＤ分解；而当其中一种分解方式产生的后继节点简化
程度比较显著，则选择该分解方式．

（８）在（６）中，当 ｆｘｉ＝０＝０、ｆｘｉ＝１＝１或 ｆｘｉ＝０＝１、ｆｘｉ＝１
＝０时，三种分解方式下的模块电路可进一步得到简化
且代价相同．

表１ 退化节点对应的电路模块

后继节点
香农分解 正Ｄａｖｉｏ分解 负Ｄａｖｉｏ分解

ＣＭ ＧＣ ＱＣ ＣＭ ＧＣ ＱＣ ＣＭ ＧＣ ＱＣ

ｆｘｉ＝０＝０ １ ５ １ ５ １ ５

ｆｘｉ＝１＝０ ２ ６ ２ ６ ２ ６

ｆｘｉ＝０＝１ ２ ６ ２ ６ ３ ７

ｆｘｉ＝１＝１ ２ ６ ２ ６ ３ ７

ｆｘｉ＝０ｆｘｉ＝１＝０ ２ ６ ｆｘｉ＝０ ｆ ０ ０ ｆｘｉ＝１ ｆ ０ ０

ｆｘｉ＝０ｆｘｉ＝１＝１ ２ ６ １ １ ２ ２

ｆｘｉ＝０≠０，

ｆｘｉ＝１≠０
２ ６ １ ５ １ ５

ｆｘｉ＝０＝０、ｆｘｉ＝１＝１ ｘｉ ｆ ０ ０ ｘｉ ｆ ０ ０ ｘｉ ｆ ０ ０

ｆｘｉ＝０＝１、ｆｘｉ＝１＝０ １ １ １ １ １ １
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４２ 设计实例

以基准电路 ４－ｍｏｄ５为例，其功能函数如表 ２所
示．

表２ ４－ｍｏｄ５电路输入输出关系

输入 输出

Ａ Ｂ Ｃ Ｄ ｆ

０ ０ ０ ０ １

０ １ ０ １ １

１ ０ １ ０ １

１ １ １ １ １

由真值表可以得到 ４－ｍｏｄ５电路的功能函数表达
式 ｆ＝珔Ａ珔Ｂ珔Ｃ珚Ｄ＋珔ＡＢ珔ＣＤ＋Ａ珔ＢＣ珚Ｄ＋ＡＢＣＤ，采用三种分解方
法将功能函数表达式分解成 ＫＦＤＤ图，分解过程中，为
简化起见，以 ｆ珋ｘｉ表示 ｆｘｉ＝０，ｆｘｉ表示 ｆｘｉ＝１，ｆｘ

２表示 ｆｘｉ＝０
ｆｘｉ＝１，对函数 ｆ进行ＫＦＤＤ分解，具体步骤如下：

（１）在变量 Ａ处对功能函数进行分解．

ｆ珔Ａ＝珔Ｂ珔Ｃ珚Ｄ＋Ｂ珔ＣＤ，ｆＡ＝珔ＢＣ珚Ｄ＋ＢＣＤ，ｆ珔ＡｆＡ＝（珔Ｂ珔Ｃ珚Ｄ＋
Ｂ珔ＣＤ）（珔ＢＣ珚Ｄ＋ＢＣＤ），为了更快地达到终端节点，这里
选择拥有更加简洁的后继节点的 Ｓ分解．

（２）在变量 Ｂ处对（１）中得出的后继节点代表的功
能函数进行分解．

ｆ珔Ａ珔Ｂ＝珔Ｃ珚Ｄ，ｆ珔ＡＢ＝珔ＣＤ，ｆ珔ＡＢ２＝珔Ｃ珚Ｄ珔ＣＤ＝珔Ｃ；ｆＡＢ＝ＣＤ，
ｆＡ珔Ｂ＝Ｃ珚Ｄ，ｆＡＢ２＝ＣＤＣ珚Ｄ＝Ｃ，显然三种后继节点中，ｆＡＢ２

和 ｆ珔ＡＢ２包含变量更少，因此采用 ｐＤ分解．
（３）在变量 Ｃ处对（２）中得出的后继节点代表的功

能函数进行分解．
ｆ珔Ａ珔Ｂ珔Ｃ＝珚Ｄ，ｆ珔Ａ珔ＢＣ＝０；ｆ珔ＡＢ２珔Ｃ＝１，ｆ珔ＡＢ２Ｃ＝０；ｆＡＢ珔Ｃ＝０，ｆＡＢＣ＝

Ｄ；ｆＡＢ２珔Ｃ＝０，ｆＡＢ２Ｃ＝１；这里采用 Ｓ分解．
（４）在变量 Ｄ处对（３）中得出的后继节点代表的函

数进行分解．
ｆ珔Ａ珔Ｂ珔Ｃ珚Ｄ＝１，ｆ珔Ａ珔Ｂ珔ＣＤ＝０；ｆＡＢＣＤ＝１，ｆＡＢＣ珚Ｄ＝０；这里采用 Ｓ

分解．

图４为电路４－ｍｏｄ５的ＫＦＤＤ图，其分解类型为｛Ｓ，
ｐＤ，Ｓ，Ｓ｝，参照图４和表１，可以得到４－ｍｏｄ５电路的综
合结果如图５所示．

５ 实验结果及分析

算法运行于ＷｉｎｄｏｗｓＸＰＰｒｏｆｅｓｓｉｏｎａｌＳＰ２环境，硬件
部分为ＡＭＤＡｔｈｌｏｎＩＩＸ３４４５，２ＧＢＤＤＲ２内存，利用ｍａｔ
ｌａｂＲ２０１０ｂ实现仿真验证．实验中所用基准电路取自
ＲｅｖＬｉｂ［１１］，实验从多变量大规模电路综合能力和综合结
果性能指标两个方面对算法进行了验证，其中性能指

标包括量子代价（ＱＣ）、可逆门数（ＧＣ）、垃圾位数（ＧＢ）、

算法执行时间（Ｔ），为了检验算法的有效性和先进性，
将ＫＦＤＤ综合结果与目前性能最优的大规模电路综合
方法进行比较，表３为算法性能对比结果．

由表３可以看出，除基准电路４－４９中可逆门数略
高于ＰＤＤ综合结果外，ＫＦＤＤ综合方法得到的综合结果
在量子代价、可逆门数及垃圾位三项指标上都优于

ＢＤＤ综合方法和ＰＤＤ综合方法，相比于 ＢＤＤ综合法平
均量子代价减少了３４３％，平均可逆门数减少了３０％，
平均垃圾位减少了 ２６６％，而相比于 ＰＤＤ综合法平均
量子代价减少了１２６％，平均可逆门数较少了１３７％，
平均垃圾位减少了１９１％．

此外，本算法中的节点分解方式的选择增加了算

法了复杂度，使得部分结果的执行时间略高于其他两

种算法，但任然处于同一数量级．因此，ＫＦＤＤ综合法中
多样性的节点分解方式相比于ＢＢＤ综合和ＰＤＤ综合法
中单一的分解方式，其在性能优化方面具有更好的优

化特性．
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表３ 采用不同综合方法综合的可逆基准电路的性能指标

基准电路
ＢＤＤ综合法［１５］ ＰＤＤ综合法［１６］ ＫＦＤＤ综合法

ＱＣ ＧＣ ＧＢＴ（ｓ）ＱＣ ＧＣ ＧＢＴ（ｓ）ＱＣ ＧＣ ＧＢＴ（ｓ）

３１７ １９ １８ ３ ０．０１１４ ６ ３ ０．０１１４ ６ ３ ０．０２

４４９ ５０ １４ ４ ０．０１３５ １１ ２ ０．０１３４ １３ ２ ０．０１

ｒｄ５３ ９８ ３４ １００．０１８３ ２７ ８ ０．０１８０ １７ ４ ０．０１

ｈｗｂ５ ２７６ ８８ ２３０．０１２４１ ７１ １７０．０１２１５ ６３ １４０．０２

ｓｙｍ６ ９３ ２９ １３０．０１７８ ２２ １３０．０１６８ １９ １２０．０１

ｒｄ７３ ２１７ ７３ １００．０１２０５ ６５ ９ ０．０１１８４ ４９ ８ ０．０４

ｒｄ８４ ３０４１０４ ３００．０１２６６ ８６ ２６０．０１２３７ ７０ ２２０．０２

ｈｗｂ８ １０４３３２３ ７５０．０１８８７２８７ ６３０．０２７１５２４９ ５１０．０２

ｓｙｍ９ ２０６ ６２ ２６０．０１１７２ ５２ ２００．０２１４９ ４８ １７０．０５

ｈｗｂ９ ２２７５６９９１６１０．０２１８３６５４３１３８０．０４１０１１３７４１１５０．０２

ｃｙｃｌｅ
１０－２－６１

２０２ ７８ ２７０．０９１７７ ６５ ２２０．１２１５７ ５６ １８０．１５

ｈａｍ１５ ３０９１５３ ３０１．２５２４１１２７１２５１．５２２８１１６ ２５０．８２

ｃｙｃｌｅ
１７－３２

１５８２４６２ ３６０．３８１４４０４１５ ２６０．４９１１０８３８９ ２４０．６３

ｃｏｒｄｉｃ
１７７

３２５１０１ ５００．０２２８４ ８７ ４３０．０２２５９ ６９ ３５０．０４

ｉ５ １７３８５３０２７９０．０９１４３６４７６２４１０．１５１２７６３９２２２００．２１

６ 结论

针对多输入位数的可逆逻辑电路综合问题，本文

提出了基于ＫＦＤＤ的可逆逻辑综合方法，利用多种节点
分解方式将可逆电路的功能函数表达式转化成 ＫＦＤＤ
图，根据图中不同的节点设计相应的电路模块，将各节

点对应的电路模块级联，得到可逆逻辑电路．该方法不
受真值表存储的限制，减少了电路的存储空间，多样性

的分解方式产生了更优的节点电路模块．Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ验
证结果表明，该方法生成的可逆电路具有更低的量子

代价和更少的可逆门数及垃圾位数．
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