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摘 要： 首先给出了环 Ｒ＝Ｆｐ＋ｖＦｐ＋ｖ２Ｆｐ上线性码及其对偶码的结构及其Ｇｒａｙ象的性质．定义了环 Ｒ上线性
码的各种重量计数器并讨论了它们之间的关系，特别的，确定了该环上线性码与其对偶码之间关于完全重量计数器的

ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式，利用该恒等式，进一步建立了该环上线性码与其对偶码之间的一种对称形式的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等
式．最后，利用该对称形式的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式得到了该环上的Ｈａｍｍｉｎｇ重量计数器和Ｌｅｅ重量计数器的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ
恒等式，利用不同的方法推广了文献［７］中的结果．
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１ 引言

近几年，很多编码学者将研究兴趣从有限域上转移

到有限环上来，越来越多的性能优异的非线性码被人们

所发现，从而使得环 Ｚ４乃至更一般的有限环上的编码
理论研究进入了一个全新的方向．

码的重量分布是计算各种译码错误概率的主要依

据，也是探索码字结构的重要窗口，通过它能透彻的了

解码的内部结构．重量计数器则是研究码的重量分布的
一种有力工具，对它的研究有很多，如文献［１］研究了环
Ｚ４上线性码的各种重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式；
文献［２］研究了环 Ｚ４上线性码关于 ＲＴ重量的
ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式；文献［３］研究了环 Ｆ２＋ｕＦ２上关于
Ｌｅｅ重量的ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．文献［４］研究了环 Ｚｋ上
线性码的对称形式的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．对于非链环
上线性码及其对偶码之间各种重量计数器的

ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式，最近也引起了编码学者的兴趣．文
献［５］研究了环 Ｆ２＋ｖＦ２（ｖ２＝ｖ）上的线性码及其循环

码的结构．文献［６］研究了环 Ｆｐ＋ｖＦｐ（ｖ２＝１）上线性码
及其对偶码之间的各种重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等
式．文献［７］研究了环 Ｆ２＋ｖＦ２＋ｖ２Ｆ２（ｖ３＝ｖ）上线性码
及其对偶码之间的各种重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等
式并讨论了该环上循环码的结构．

本文继续研究非有限链环 Ｒ上线性码及其对偶码
之间各种重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式，其结果推
广了文献［７］中的结果，但所采用的方法不同．

２ 环 Ｒ上的线性码及其Ｇｒａｙ象

文献［８］中给出环 Ｆ２＋ｖＦ２＋ｖ２Ｆ２（ｖ３＝ｖ）的上任意
一个非零线性码的生成矩阵，由此可得环 Ｒ上任意一
非零的线性码Ｃ都等价于由如下矩阵Ｇ所生成
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Ｉｋ１ Ａ Ｂ１＋ｖＢ２ Ｃ１＋ｖＣ２ Ｄ１＋ｖＤ２ Ｅ１＋ｖＥ２ Ｆ１＋ｖＦ２ Ｇ１

０ ｖＩｋ２ ０ ０ （ｖ－１）Ｄ３＋（ｖ＋１）Ｄ４ ｖＥ３＋（ｖ－１）Ｅ４＋（ｖ＋１）Ｅ５ ｖＦ３＋（ｖ－１）Ｆ４＋（ｖ＋１）Ｆ５ Ｇ２

０ ０ （ｖ－１）Ｉｋ３ ０ （ｖ－１）Ｄ５＋（ｖ＋１）Ｄ６ （ｖ－１）Ｅ６＋（ｖ＋１）Ｅ７ （ｖ－１）Ｆ６＋（ｖ＋１）Ｆ７ Ｇ３

０ ０ ０ （ｖ＋１）Ｉｋ４ （ｖ＋１）Ｄ７ （ｖ＋１）Ｅ８ （ｖ＋１）Ｆ８ Ｇ４

０ ０ ０ ０ （ｖ２－１）Ｉｋ５ ０ ０ Ｇ５

０ ０ ０ ０ ０ （ｖ２＋ｖ）Ｉｋ６ ０ Ｇ６

０ ０ ０ ０ ０ ０ （ｖ２－ｖ）Ｉｋ７ Ｇ























７

其中 Ｇ１＝Ｇ１１＋ｖＧ１２＋ｖ２Ｇ１３，Ｇ２＝ｖＧ２１＋（ｖ－１）Ｇ２２＋
（ｖ＋１）Ｇ２３＋（ｖ２－１）Ｇ２４＋（ｖ２＋ｖ）Ｇ２５＋（ｖ２－ｖ）Ｇ２６，
Ｇ３＝（ｖ－１）Ｇ３１＋（ｖ＋１）Ｇ３２＋（ｖ２－１）Ｇ３３＋（ｖ２＋ｖ）
Ｇ３４＋（ｖ２－ｖ）Ｇ３５，Ｇ４＝（ｖ＋１）Ｇ４１＋（ｖ２－１）Ｇ４２＋（ｖ２

＋ｖ）Ｇ４３＋（ｖ２－ｖ）Ｇ４４，Ｇ５＝（ｖ２－１）Ｇ５１＋（ｖ２＋ｖ）Ｇ５２
＋（ｖ２－ｖ）Ｇ５３，Ｇ６＝（ｖ２＋ｖ）Ｇ６１＋（ｖ２－ｖ）Ｇ６２，Ｇ７＝（ｖ２

－ｖ）Ｇ７１，Ａ，Ｂ１，Ｂ２，Ｃ１，Ｃ２，Ｄ１～Ｄ７，Ｅ１～Ｅ８，Ｆ１～Ｆ８，
Ｇｉｊ（１≤ｉ≤７，１≤ｊ≤６）是 Ｆｐ上的矩阵，Ｉｋｉ是ｋｉ×ｋｉ阶的

单位阵，并且线性码包含了 ｐ３ｋ１＋２ｋ２＋２ｋ３＋２ｋ４＋ｋ５＋ｋ６＋ｋ７个码
字．设线性码 Ｃ的对偶码 Ｃ⊥的生成矩阵为 Ｈ，则有
ＧＴＨ＝０，其中 ＧＴ为矩阵 Ｇ的转置，由此可得 Ｃ的对
偶码Ｃ⊥的生成矩阵如下

Ｈ１ Ｈ２ Ｈ３ Ｈ４ Ｈ５ Ｈ６ Ｈ７ Ｉｎ－（ｋ１＋ｋ２＋ｋ３＋ｋ４＋ｋ５＋ｋ６＋ｋ７）

Ｊ１ Ｊ２ Ｊ３ Ｊ４ Ｊ５ Ｊ６ （ｖ＋１）Ｉｋ７ ０

Ｋ１ Ｋ２ Ｋ３ Ｋ４ Ｋ５ （ｖ－１）Ｉｋ６ ０ ０

Ｌ１ Ｌ２ Ｌ３ Ｌ４ ｖＩｋ５ ０ ０ ０

Ｍ１ Ｍ２ Ｍ３ （ｖ２－ｖ）Ｉｋ４ ０ ０ ０ ０

Ｎ１ Ｎ２ （ｖ２＋ｖ）Ｉｋ３ ０ ０ ０ ０ ０

（ｐ－１）（ｖ２－１）ＡＴ （ｖ２－１）Ｉｋ２

























０ ０ ０ ０ ０ ０

其中 Ｈ１～Ｈ７，Ｊ１～Ｊ６，Ｋ１～Ｋ５，Ｌ１～Ｌ４，Ｍ１～Ｍ３，Ｎ１，
Ｎ２ 是 Ｒ 上 的 矩 阵，并 且 码 字 的 个 数 为

ｐ３ｎ－３ｋ１－２ｋ２－２ｋ３－２ｋ４－ｋ５－ｋ６－ｋ７．
定义１ 记 Ｒ中元素的一个划分Ｄｉ，（ｉ＝０，１，２，３）

为：Ｄ０＝｛０｝，Ｄ１＝｛ｂｖ｜ｂ∈Ｆｐ｝∪｛ｃｖ２｜ｃ∈Ｆｐ｝∪｛ｃ
－ｃｖ２｜ｃ∈Ｆｐ｝，Ｄ２＝｛ｂｖ＋ｃｖ２｜ｂ，ｃ∈Ｆｐ｝∪｛ａ｜ａ∈
Ｆｐ｝∪｛ａ＋ｃｖ２｜ａ，ｃ∈Ｆｐ，ａ＋ｃ≠０（ｍｏｄｐ）｝∪｛ａ＋
ｂｖ－ａｖ２｜ａ，ｂ∈Ｆｐ｝，Ｄ３＝｛ａ＋ｂｖ｜ａ，ｂ∈Ｆｐ｝∪｛ａ＋
ｂｖ＋ｃｖ２｜ａ，ｂ，ｃ∈Ｆｐ，ａ＋ｃ≠０（ｍｏｄｐ）｝．
定义２ ｒ∈Ｒ的Ｌｅｅ重量定义为 ＷＬ（ｒ）＝ｉ，ｒ∈

Ｄｉ，码字 ｃ＝（ｃ０，ｃ１，…ｃｎ－１）∈Ｒｎ的 Ｌｅｅ重量定义为

ＷＬ（ｃ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
ＷＬ（ｃｉ）．对ｘ＝（ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ－１）∈Ｒｎ，

定义 ｗＤｊ（ｘ）为 ｘ中属于集合Ｄｊ的分量的个数，即有

ｗＤｊ（ｘ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
δＤｊ，ｘｉ，其中δＤｊ，ｘｉ＝

１，ｘｉ∈Ｄｊ
０，ｘｉＤ{

ｊ
，ｊ＝０，１，２，

３，则 ＷＬ（ｘ）＝ＷＤ１（ｘ）＋２ＷＤ２（ｘ）＋３ＷＤ３（ｘ）．
仿照文献［７］中的讨论，我们有如下引理．
引理 １ 若 Ｒｎ到Ｆ３ｎｐ 的 Ｇｒａｙ映射为φ（ａ＋ｂｖ＋

ｃｖ２）＝（ａ，ａ＋ｃ，ｂ），ａ，ｂ，ｃ∈Ｆｎｐ，则φ是从（Ｒ
ｎ，Ｌｅｅ

距离）到 （Ｆ３ｎｐ，Ｈａｍｍｉｎｇ距离）的线性保距Ｇｒａｙ映射．

利用引理１，仿照文献［５］中引理３．５的方法可以
证明如下结论．

定理１ 设 Ｃ为Ｒ上长为ｎ的线性码，Ｃ⊥为其对
偶码，则φ（Ｃ）与φ（Ｃ⊥）为域 Ｆｐ上长为３ｎ的线性码，
且也是互为对偶的．

３ 环 Ｒ上线性码的各种重量计数器及其
ＭａｃＷｉｌｌｌｉａｍｓ恒等式
设 Ｃ是 Ｒ上长为 ｎ的线性码，若用 Ｂｉ（ｉ＝０，１，２，

…，３ｎ）表示 Ｃ中所有 Ｌｅｅ重量为 ｉ的码字个数，则称
｛Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂ３ｎ｝为 Ｃ的 Ｌｅｅ重量分布，称 ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）

＝∑
３ｎ

ｉ＝０
ＢｉＸ３ｎ－ｉＹｉ为 Ｃ的Ｌｅｅ重量计数器，且 ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）

＝∑
ｃ∈Ｃ
Ｘ３ｎ－ＷＬ（ｃ）ＹＷＬ（ｃ）．定义 Ｒ上码 Ｃ的对称重量计数器

为 ｓｗｅＣ（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝∑
ｃ∈Ｃ
ＸＷＤ０（ｃ）０ ＸＷＤ１（ｃ）１ ＸＷＤ２（ｃ）２ ＸＷＤ３（ｃ）３

及码 Ｃ的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量计数器 ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝∑
ｃ∈Ｃ

Ｘｎ－ＷＨ（ｃ）ＹＷＨ（ｃ），且 ＷＨ（ｃ）＝ＷＤ１（ｃ）＋ＷＤ２（ｃ）＋ＷＤ３（ｃ），
称为码字 Ｃ的Ｈａｍｍｉｎｇ重量．

定理２ 关于以上这几种重量计数器的定义，有如

下等式成立．
（１）ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝ｓｗｅＣ（Ｘ３，Ｘ２Ｙ，ＸＹ２，Ｙ３），ＬｅｅＣ（Ｘ，
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Ｙ）＝Ｗ
φ（Ｃ）
（Ｘ，Ｙ）；

（２）ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝ｓｗｅＣ（Ｘ，Ｙ，Ｙ，Ｙ），ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）

＝ １｜Ｃ｜ＬｅｅＣ（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）．

证明 （１）由对称重量计数器的定义和引理１可得
（１）和（２）中的第一个等式．由文献［６］中定理２的证明

和定理１知，ＷΦ（Ｃ⊥）（Ｘ，Ｙ）＝
１

｜Φ（Ｃ）｜
ＷΦ（Ｃ）（Ｘ＋（ｐ－

１）Ｙ，Ｘ－Ｙ），又因｜Ｃ｜＝｜φ（Ｃ）｜，利用本定理１中的第

二个等式有 ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝Ｗφ（Ｃ⊥）（Ｘ，Ｙ）＝
１

｜φ（Ｃ）｜

Ｗ
φ（Ｃ）
（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）＝ １

｜Ｃ｜ＬｅｅＣ（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ，

Ｘ－Ｙ）．
仿照文献［７］中定理３，我们有如下定理．
定理３ 设 Ｃ是Ｒ上长为ｎ的线性码，则 Ｒ上码Ｃ

的Ｌｅｅ重量分布｛Ｂ０，Ｂ１，…，Ｂ３ｎ｝与其对偶码 Ｃ⊥的 Ｌｅｅ

重量分布｛Ｂ′０，Ｂ′１，…，Ｂ′３ｎ｝的关系：Ｂ′ｋ＝
１
｜Ｃ｜∑

３ｎ

ｉ＝０
ＢｉＰｋ

（ｉ，３ｎ），其中 Ｐｋ（ｉ，３ｎ）为 Ｋｒａｗｔｃｈｏｕｋ多项式，定义为

Ｐｋ（ｉ，ｎ）＝∑
ｋ

ｊ＝０
（－１）ｊ（ｐ－１）ｋ－ｊＣｊｉＣｋ－ｊｎ－ｉ．

设 Ｃ是Ｒ上长为ｎ的线性码，ａ∈Ｒ，对ｘ＝（ｘ１，

ｘ２，…，ｘｎ）∈Ｒｎ，定义 ｘ在 ａ的重量为 ｗａ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１

δａ，ｘｉ，其中δａ，ｘｉ＝
１，ｘｉ＝ａ
０，ｘｉ≠ａ{ ．

定义３ 定义码 Ｃ的完全重量计数器为

ｃｗｅＣ（Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２）＝∑
ｃ∈Ｃ
∏
ｒ∈Ｒ
Ｘｗｒ（ｃ）ｒ

＝Ｘｗ０（ｃ）０ Ｘｗ１（ｃ）１ …Ｘｗ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ
２（ｃ）

（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２．
定义 ４ 定义χ为从环 Ｒ到复数域ＣＣ的特征，对

ｘ＝ａ＋ｂｖ＋ｃｖ２∈Ｒ，有χ（ｘ）＝ξ
ｃ，其中ξ＝ｅ

２πｉ／ｐ．
引理２ 设 Ｃ是Ｒ上长为ｎ的线性码，Ｃ⊥为 Ｃ的

对偶码，对ｘ，ｙ∈Ｒｎ，∑
ｘ∈Ｃ

⊥

ｆ（ｘ）＝ １
｜Ｃ｜∑ｘ∈Ｃ

ｆ^（ｘ），其中

ｆ^（ｘ）＝∑
ｙ∈Ｒ

ｎ
χ（ｘ·ｙ）ｆ（ｙ），ｘ∈Ｒ

ｎ，ｆ为定义在Ｒｎ上取

值于ＣＣ［Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２］的函数．
定理４ 设 Ｃ是Ｒ上长为ｎ的线性码，Ｃ⊥为 Ｃ的

对偶码，则

ｃｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２）

＝ １
｜Ｃ｜ｃｗｅＣ ∑ｒ∈Ｒχ（０ｒ）Ｘｒ，∑ｒ∈Ｒχ（１ｒ）Ｘｒ( ，…，

∑
ｒ∈Ｒ
χ（（（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ

２）ｒ）Ｘ)ｒ ．
证明 在引理 ２中令 ｆ（ｘ）＝∏

ｒ∈Ｒ
Ｘｗｒ（ｘ）ｒ ＝

Ｘｗ０（ｘ）０ Ｘｗ１（ｘ）１ …Ｘｗ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ
２（ｘ）

（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２，ｘ∈Ｒｎ，则 ｆ^（ｘ）＝

∑
ｙ∈Ｒ

ｎ
χ（ｘ·ｙ）Ｘ

ｗ０（ｙ）０ Ｘｗ１（ｙ）１ …Ｘｗ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ
２（ｙ）

（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ
２．又对 ａ

∈ Ｒ，ｗａ（ｙ）＝δａ，ｙ１＋δａ，ｙ２＋… ＋δａ，ｙｎ，则有
ｆ^（ｘ）

＝∑
ｙ∈Ｒ

ｎ

（χ（ｘ１ｙ１）Ｘδ０，ｙ１０ Ｘδ１，ｙ１１ …Ｘ
δ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２，ｙ１
（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ

２）

…（χ（ｘｎｙｎ）Ｘδ０，ｙｎ０ …Ｘ
δ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２，ｙｎ
（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ

２）

＝ ∑
ｙ１∈Ｒ
χ（ｘ１ｙ１）Ｘδ０，ｙ１０ Ｘδ１，ｙ１１ …Ｘ

δ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）２ｖ，ｙ１
（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ( )２

… ∑
ｙｎ∈Ｒ
χ（ｘｎｙｎ）Ｘδ０，ｙｎ０ …Ｘ

δ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２，ｙｎ
（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ( )２

＝ ∑
ｒ∈Ｒ
χ（ｘ１ｒ）Ｘ( )ｒ… ∑

ｒ∈Ｒ
χ（ｘｎｒ）Ｘ( )ｒ

注意到 ｘ中等于ｊ的分量恰好有ｗｊ（ｘ）个，所以 ｆ^（ｘ）＝

∏
ｊ∈Ｒ
∑
ｒ∈Ｒ
χ（ｊｒ）Ｘ( )ｒ ｗｊ（ｘ），由引理２知，

ｃｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，…，Ｘ（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２）

＝∑
ｃ∈Ｃ

⊥
∏
ｒ∈Ｒ
Ｘｗｒ（ｃ）ｒ ＝∑

ｃ∈Ｃ
⊥

ｆ（ｘ）

＝ １
｜Ｃ｜∑ｘ∈Ｃ

ｆ^（ｘ）＝ １
｜Ｃ｜∑ｘ∈Ｃ∏ｊ∈Ｒ ∑ｒ∈Ｒχ（ｊｒ）Ｘ( )ｒ ｗｊ（ｘ）

＝ １
｜Ｃ｜ｃｗｅＣ ∑ｒ∈Ｒχ（０ｒ）Ｘｒ，∑ｒ∈Ｒχ（１ｒ）Ｘｒ( ，…，

∑
ｒ∈Ｒ
χ（（（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ

２）ｒ）Ｘ)ｒ ．
定义５［８］ 设 Ｃ１，Ｃ２是 Ｒ上两个长为ｎ的线性码，

如果存在一个 ｎ维单调变换μ使得μ（Ｃ１）＝Ｃ２，其中

μ（Ｃ１）＝｛μ（ｃ）｜ｃ∈Ｃ１｝，则称 Ｃ１和 Ｃ２是数乘等价的．
数乘等价的 Ｒ码的完全重量计数器可能是不同

的，为此，我们给出对称重量计数器的概念，其意义在

于数乘等价的码的对称重量计数器是相同的．
定义６ 码 Ｃ的对称重量计数器又可定义为
ｓｗｅＣ（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝ｃｗｅＣ（ＸＩ（０），ＸＩ（１），…，

ＸＩ（（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２）），其中 Ｉ（ａ）＝ｉ，ａ∈Ｄｉ，ｉ＝０，

１，２，３．
引理３ 符号定义与前面同，则有

（１）若ｉ∈Ｄ０，∑
ｒ∈Ｄ０
χ（ｉｒ）＝１，∑

ｒ∈Ｄ１
χ（ｉｒ）＝３（ｐ－１），

∑
ｒ∈Ｄ２
χ（ｉｒ）＝３（ｐ－１）

２，∑
ｒ∈Ｄ３
χ（ｉｒ）＝（ｐ－１）

３；

（２）若 ｉ∈ Ｄ１，∑
ｒ∈Ｄ０
χ（ｉｒ）＝１，∑

ｒ∈Ｄ１
χ（ｉｒ）＝２ｐ－３，

∑
ｒ∈Ｄ２
χ（ｉｒ）＝（ｐ－１）（ｐ－３），∑

ｒ∈Ｄ３
χ（ｉｒ）＝－（ｐ－１）

２；

（３）若 ｉ∈ Ｄ２，则有∑
ｒ∈Ｄ０
χ（ｉｒ）＝１，∑

ｒ∈Ｄ１
χ（ｉｒ）＝

ｐ－３，∑
ｒ∈Ｄ２
χ（ｉｒ）＝３－２ｐ，∑

ｒ∈Ｄ３
χ（ｉｒ）＝ｐ－１；

（４）若 ｉ∈ Ｄ３，则有∑
ｒ∈Ｄ０
χ（ｉｒ）＝１，∑

ｒ∈Ｄ１
χ（ｉｒ）＝－３，
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∑
ｒ∈Ｄ２
χ（ｉｒ）＝３，∑

ｒ∈Ｄ３
χ（ｒ）＝－１．

证明 由定义１和定义４，我们有

（１）若ｉ∈Ｄ０，则∑
ｒ∈Ｄ０
χ（ｉｒ）＝１，∑

ｒ∈Ｄ１
χ（ｉｒ）＝｜Ｄ１｜＝

３（ｐ－１），∑
ｒ∈Ｄ２
χ（ｉｒ）＝｜Ｄ２｜＝３（ｐ－１）

２，∑
ｒ∈Ｄ３
χ（ｉｒ）＝

｜Ｄ３｜＝（ｐ－１）３；

（２）若 ｉ∈ Ｄ１，则有∑
ｒ∈Ｄ０
χ（ｉｒ）＝χ（０）＝１；当 ｉ＝

ｙｖ，ｙ∈ Ｆｐ时，∑
ｒ∈Ｄ１
χ（ｉｒ）＝∑

ｂ∈Ｆ

ｐ

ξ
ｂｙ＋∑

ｃ∈Ｆ

ｐ

ξ
０＋∑

ａ∈Ｆ

ｐ

ξ
ｏ＝２ｐ

－３，∑
ｒ∈Ｄ２
χ（ｉｒ）＝∑

ａ∈Ｆ

ｐ

ξ
０＋∑

ｂ∈Ｆ

ｐ

∑
ｃ∈Ｆ


ｐ

ξ
ｂｙ＋∑

ａ∈Ｆ

ｐ

∑
ｃ∈Ｆ


ｐ，ｃ≠－ａ
ξ
０＋

∑
ａ∈Ｆ


ｐ

∑
ｂ∈Ｆ


ｐ

ξ
ｂｙ＝（ｐ－１）（ｐ－３），∑

ｒ∈Ｄ３
χ（ｉｒ）＝∑

ａ∈Ｆ

ｐ

∑
ｂ∈Ｆ


ｐ

ξ
ｂｙ＋

∑
ａ∈Ｆ


ｐ

∑
ｂ∈Ｆ


ｐ

∑
ｃ∈Ｆ


ｐ，ｃ≠－ａ
ξ
ｂｙ＝－（ｐ－１）２；

类似地，可证当 ｉ＝ｚｖ２，ｚ∈Ｆｐ和ｉ＝ｘ－ｘｖ２，ｘ∈
Ｆｐ时结论成立．（３）和（４）证明过程同（２）．
引理４ 对ｉ，ｊ属于同一个Ｄｌ，ｌ＝０，１，２，３，总有

∑
ｒ∈Ｒ
Φ（ｉｒ）＝∑

ｒ∈Ｒ
Φ（ｊｒ）．

证明 由引理３可知，当 ｉ，ｊ∈Ｄ０时，∑
ｒ∈Ｒ
χ（ｉｒ）＝

∑
ｒ∈Ｒ
χ（ｊｒ）＝ｐ

３；当 ｉ，ｊ∈ Ｄ１、Ｄ２和 Ｄ３时，∑
ｒ∈Ｒ
χ（ｉｒ）＝

∑
ｒ∈Ｒ
χ（ｊｒ）＝０．

定理５ 设 Ｃ是Ｒ上长为ｎ的线性码，Ｃ⊥为 Ｃ的
对偶码，则

ｓｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
１
｜Ｃ｜ｓｗｅＣ（Ｘ０＋３（ｐ－１）Ｘ１

＋３（ｐ－１）２Ｘ２＋（ｐ－１）３Ｘ３，Ｘ０＋（２ｐ－３）Ｘ１＋（ｐ－１）
（ｐ－３）Ｘ２－（ｐ－１）２Ｘ３，Ｘ０＋（ｐ－３）Ｘ１＋（３－２ｐ）Ｘ２＋
（ｐ－１）Ｘ３，Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）．

证明 由定理４可知
ｓｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝ｃｗｅＣ⊥ （ＸＩ（０），ＸＩ（１），…，

ＸＩ（（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２））

＝ １
｜Ｃ｜ｃｗｅＣ ∑ｒ∈ＲΦ（０ｒ）ＸＩ（ｒ），∑ｒ∈ＲΦ（１ｒ）ＸＩ（ｒ）( ，…，

∑
ｒ∈Ｒ
Φ（（（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２）ｒ）ＸＩ（ｒ)）

＝ １
｜Ｃ｜ｃｗｅＣ ∑

３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（０ｒ）Ｘｓ，∑

３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（１ｒ）Ｘｓ( ，…，

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（（（ｐ－１）＋（ｐ－１）ｖ＋（ｐ－１）ｖ２）ｒ）Ｘ)ｓ
由引 理 ４，若 ｉ，ｊ属 于 同 一 集 合 Ｄｉ，则

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（ｉｒ）Ｘｓ＝∑

３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（ｊｒ）Ｘｓ，故

ｓｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
１
｜Ｃ｜ｓｗｅＣ ∑

３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（０ｒ）Ｘｓ( ，

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（ｖｒ）Ｘｓ，∑

３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（１ｒ）Ｘｓ，

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（（１＋ｖ）ｒ）Ｘ)ｓ，

其中０，ｖ，１，１＋ｖ依次取自Ｄ０，Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，由引理３知

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（０ｒ）Ｘｓ

＝Ｘ０＋３（ｐ－１）Ｘ１＋３（ｐ－１）２Ｘ２＋（ｐ－１）３Ｘ３，

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（ｖｒ）Ｘｓ

＝Ｘ０＋（２ｐ－３）Ｘ１＋（ｐ－１）（ｐ－３）Ｘ２－（ｐ－１）２Ｘ３，

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（１ｒ）Ｘｓ

＝Ｘ０＋（ｐ－３）Ｘ１＋（３－２ｐ）Ｘ２＋（ｐ－１）Ｘ３，

∑
３

ｓ＝０
∑
ｒ∈Ｄｓ
Φ（（１＋ｖ）ｒ）Ｘｓ＝Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３，

因此有，ｓｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
１
｜Ｃ｜ｓｗｅＣ（Ｘ０＋３（ｐ－

１）Ｘ１＋３（ｐ－１）２Ｘ２＋（ｐ－１）３Ｘ３，Ｘ０＋（２ｐ－３）Ｘ１＋（ｐ
－１）（ｐ－３）Ｘ２－（ｐ－１）２Ｘ３，Ｘ０＋（ｐ－３）Ｘ１＋（３
－２ｐ）Ｘ２＋（ｐ－１）Ｘ３，Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）．
推论１ 由定理５可以给出定理２中（２）的第二个

等式的另外一种证明，即

ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝ｓｗｅＣ⊥（Ｘ３，Ｘ２Ｙ，ＸＹ２，Ｙ３）

＝ １
｜Ｃ｜ｓｗｅＣ（Ｘ

３＋３（ｐ－１）Ｘ２Ｙ＋３（ｐ－１）２ＸＹ２＋

（ｐ－１）Ｙ３，Ｘ３＋（２ｐ－３）Ｘ２Ｙ＋（ｐ－１）（ｐ－３）ＸＹ２－（ｐ
－１）２Ｙ３，Ｘ３＋（ｐ－３）Ｘ２Ｙ＋（３－２ｐ）ＸＹ２＋（ｐ－１）Ｙ３，Ｘ３

－３Ｘ２Ｙ＋３ＸＹ２－Ｙ３）

＝ １｜Ｃ｜ｓｗｅＣ（（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ）
３，（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ）２（Ｘ－Ｙ），

（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ）（Ｘ－Ｙ）２，（Ｘ－Ｙ）３）

＝ １
ＣＬｅｅＣ（Ｘ＋（ｐ－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）．

推论２ 设 Ｃ与Ｃ⊥是 Ｒ上的互为对偶的线性码，

则 ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝
１
｜Ｃ｜ＨａｍＣ（Ｘ＋（ｐ

３－１）Ｙ，Ｘ－Ｙ）．

４ 应用举例

下面通过一个例子来说明本文主要结果的应用．
设 Ｃ是环Ｆ３＋ｖＦ３＋ｖ２Ｆ３上长为２的线性码，其生

成矩阵为 Ｇ＝
ｖ＋１ ０
０( )ｖ，有 ８１个码字．由 Ｃ⊥的生成

矩阵可知，Ｃ⊥是由 Ｈ＝
ｖ２＋２ｖ ｖ２－１
ｖ２－ｖ( )０

生成的线性

０９３１ 电 子 学 报 ２０１４年



码，有９个码字，即 Ｃ⊥＝｛（０，０），（２ｖ２＋ｖ，２ｖ２＋１），（ｖ２

＋２ｖ，ｖ２＋２），（２ｖ２＋ｖ，ｖ２＋２），（ｖ２＋２ｖ，２ｖ２＋１），（２ｖ２＋
ｖ，０），（０，ｖ２＋２），（ｖ２＋２ｖ，０），（０，２ｖ２＋１）｝．
根据前面介绍的定义，有 ｓｗｅＣ⊥（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝

Ｘ２０＋２Ｘ０Ｘ１＋２Ｘ０Ｘ２＋４Ｘ１Ｘ２，ＨａｍＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ２＋４Ｙ２

＋４ＸＹ，ＬｅｅＣ⊥（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ６＋２Ｘ５Ｙ＋２Ｘ４Ｙ２＋４Ｘ３Ｙ３．
因为｜Ｃ⊥｜＝９较小，｜Ｃ｜＝８１较大，通过 Ｃ⊥的各

种重量分布，直接可得 Ｃ的重量分布，而不需要去求出
码 Ｃ中的具体码字．根据定理５，得码 Ｃ⊥的对偶码 Ｃ

的对称重量计数器为ｓｗｅｃ（Ｘ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３）＝
１
｜Ｃ⊥｜

ｓｗｅＣ⊥

（Ｘ０＋６Ｘ１＋１２Ｘ２＋８Ｘ３，Ｘ０＋３Ｘ１－４Ｘ３，Ｘ０－３Ｘ２＋２Ｘ３，
Ｘ０－３Ｘ１＋３Ｘ２－Ｘ３）＝Ｘ２０＋８Ｘ２１＋Ｘ２２＋６Ｘ０Ｘ１＋４Ｘ０Ｘ３
＋１６Ｘ１Ｘ２＋１６Ｘ１Ｘ３＋１６Ｘ２Ｘ３
根据推论２，得码 Ｃ⊥的对偶码 Ｃ的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量

计数器 ＨａｍＣ（Ｘ，Ｙ）＝
１
｜Ｃ⊥｜

ＨａｍＣ⊥（Ｘ＋２６Ｙ，Ｘ－Ｙ）＝

Ｘ２＋６４Ｙ２＋１６ＸＹ．根据定理２和推论１可得码 Ｃ⊥的对
偶码 Ｃ的Ｌｅｅ重量计数器为ＬｅｅＣ（Ｘ，Ｙ）＝Ｘ６＋６Ｘ５Ｙ＋
１４Ｘ４Ｙ２＋２０Ｘ３Ｙ３＋２４Ｘ２Ｙ４＋１６ＸＹ５．

另一方面，可以将码 Ｃ中的 ８１个码字全部列出
来，直接验证可知所得的结论是完全正确的．

注：对于 Ｃ的Ｌｅｅ重量分布，我们还可以通过定理
３来计算．在本例中，因为 Ｂ′０＝１，Ｂ′１＝Ｂ′２＝２，Ｂ′３＝４，由
定理３中 Ｂｉ与Ｂ′ｉ的关系知，Ｂ０＝１，Ｂ１＝６，Ｂ２＝１４，Ｂ３
＝２０，Ｂ４＝２４，Ｂ５＝１６与由定理２计算的结果一致．

５ 结束语

建立了环 Ｆｐ＋ｖＦｐ＋ｖ２Ｆｐ上线性码及其对偶码之
间各种重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式．我们采用了
不同的方法，（横向）推广了文献［７］中的结果（ｐ＝２的
情形）；且建立了该环上线性码及其对偶码之间关于完

全重量和对称重量计数器的 ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式，而这
两个ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓ恒等式在文献［７］中没有被包含，这又
从纵向推广了文献［７］中的结果．
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