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摘 要： 压缩感知是一种新的信号描述、采样和重构理论，其核心问题包括测量矩阵的选择和构造以及重构算

法设计．本文首先提出感知矩阵幂平均列相关性定义，进而得出测量矩阵的择优原则；然后依据等角紧框架理论和特
征向量近似法，提出新的测量矩阵构造算法，减小感知矩阵的幂平均列相关性．实验结果表明，本文算法达到了降低感
知矩阵列相关性的目的．另外，当重构算法相同时，采用本文算法得到的测量矩阵比采用 Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ算
法得到测量矩阵的重构错误率要低．
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１ 引言

在Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定理中，为了避免信号失真，其采样
频率必须大于或等于信号带宽的两倍．压缩感知（Ｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）［１～４］突破了 Ｎｙｑｕｉｓｔ采样定理对采样
频率的限制，实现了信号采样和压缩的同步，受到模式

识别、雷达探测、图像压缩与重建［５］等领域学者们的广

泛关注．ＣＳ理论数学模型是：假定信号 ｘ∈Ｒｎ存在稀疏

变换 ｘ＝Ψα，α∈Ｒｋ为稀疏矢量，‖α‖０＜＜ｎ，Ψ∈
Ｒｎ×ｋ为字典矩阵．可通过测量矩阵Φ∈Ｒｍ×ｎ（ｍ＜＜ｎ）
获得测量值 ｙ∈Ｒｍ，ｙ＝Φｘ＝ΦΨα，Θ＝ΦΨ 为感知矩
阵．由观测值 ｙ恢复信号ｘ，可描述为 Ｌ０问题：

ｍｉｎ
α
‖α‖０

ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ＝ΦΨα
（１）

精确求解式（１）是 ＮＰ难问题［６］，但采用逼近方法可得
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到近似解，如基追踪算法（ＢａｓｉｓＰｕｒｓｕｉｔ，ＢＰ）［７］和正交匹
配追踪算法（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）［８］．

在ＣＳ理论中，测量矩阵的列相关性不仅对信号的
压缩采样过程有着重要的影响，也间接影响重构效果

的好坏和重构速度的快慢．目前典型的测量矩阵Φ 构
造的算法有 Ｅｌａｄ［９］、Ｘｕ［１０］和 Ｖａｈｉｄ［１１］等的方法．Ｅｌａｄ首
次利用逐步迭代缩减由Θ 构造的 Ｇｒａｍ矩阵中非对角
线元素，重复迭代使感知矩阵 ｔ平均相关性逐步减小，
最后得到优化的Φ．该算法构造的测量矩阵重构错误
率较低．Ｘｕ和Ｖａｈｉｄ的算法采用逼近方法逐步将Θ 逼
近等角紧框架（ＥｑｕｉａｎｇｕｌａｒＴｉｇｈｔＦｒａｍｅ，ＥＴＦ）［１２］．Ｘｕ提出
依据ＥＴＦ理论改变 Ｇｒａｍ矩阵中非对角线元素，使得感
知矩阵逼近ＥＴＦ．该算法构造的测量矩阵重构错误率比
Ｅｌａｄ算法低．Ｖａｈｉｄ算法先依据ＥＴＦ理论改变Ｇｒａｍ矩阵
中非对角线元素，然后使用梯度迭代法将 Ｇｒａｍ矩阵还
原为Φ．该算法构造的测量矩阵重构错误率比 Ｘｕ的算
法略有优势．

本文首先提出幂平均列相关性定义和测量矩阵择

优原则．然后依据 ＥＴＦ理论改变 Ｇｒａｍ矩阵非对角线元
素值，采用特征值分解法分解 Ｇｒａｍ矩阵，将 Ｇｒａｍ矩阵
还原为Θ．再通过令分解后特征向量矩阵的前 ｍ行为
新的Θ，进而求出优化的Φ．该算法得到的Θ幂平均列
相关性比 Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ方法明显降低，符合测量矩
阵择优原则．对比性实验也表明：采用相同的重构算法
时，本文算法构造的测量矩阵比 Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ构造
的测量矩阵的重构错误率低．

２ 幂平均列相关性和测量矩阵择优原则

定义１ 感知矩阵Θ∈Ｒｍ×ｋ的列相关性最大值［１３］

μｍａｘ｛Θ｝＝ ｍａｘ
１≤ｉ，ｊ≤ｋａｎｄｉ≠ｊ

｜ΘＴｉΘｊ｜
‖Θｉ‖·‖Θｊ‖

（２）

μｍａｘ｛Θ｝表示Θ中列相关性中最大值．通过减小感知矩
阵列相关性最大值构造重构性能更优的测量矩阵的理

论依据是：若α满足‖α‖０≤
１
２ １＋

１
μｍａｘ｛Θ

( )｝，则α
必然是式（１）的解，逼近算法能精确重构 ｘ［１４］．可见，减
小μｍａｘ｛Θ｝，可重构非零信号的数目将增大，重构性能

提高．因此，为了实现高准确率的重构原始信号，要求
构造测量矩阵时使感知矩阵列不相关或尽可能减小列

相关性．
定义２ 感知矩阵Θ∈Ｒｍ×ｋ的幂平均列相关性

μβ｛Θ｝＝

β

∑
１≤ｉ，ｊ≤ｋ，ｉ≠ｊ

Θ
Ｔ
ｉΘｊ

‖Θｉ‖·‖Θｊ( )‖
β

ｋ（ｋ－１槡 ） β∈［１，＋∞）

（３）

μβ｛Θ｝越大，列相关性中数值大的元素越多；

μβ｛Θ｝越小，列相关性中数值大的元素越少．随β值增
大，μβ｛Θ｝判别列相关性中数值大的元素多少的能力越

强．易证，当β趋于＋∞时，μβ｛Θ｝趋于μｍａｘ｛Θ｝．
通过对比定义１和定义２，发现仅采用减小列相关

性最大值的方法来构造测量矩阵不够全面．压缩感知
重构算法通常要求感知矩阵任意两列之间的列相关性

都较小，才能较好的重构原始信号．通过调整幂平均列
相关性μβ｛Θ｝中的β值，μβ｛Θ｝可以更多反映出感知

矩阵任意两列之间相关性的大小．
因此，可根据μβ｛Θ｝得出测量矩阵的择优原则：β

从大到小依次类推，当μβ｛Θ｝不同时，μβ｛Θ｝较小的感

知矩阵包含列相关性数值大的元素更少，测量矩阵性

能更优；当μβ｛Θ｝相同时，μβ－１｛Θ｝较小的感知矩阵包

含列相关性数值大的元素更少，测量矩阵性能更优．

３ 低幂平均列相关性测量矩阵构造

若将感知矩阵Θ∈Ｒｍ×ｋ归一化，构造成Ｇｒａｍ矩阵
Ｇ＝ΘＴΘ，则式（３）可等价为：

μβ｛Θ｝＝

β

∑
１≤ｉ，ｊ≤ｋ，ｉ≠ｊ

ｇｉｊβ

ｋ（ｋ－１槡 ） β∈［１，＋∞） （４）

假定Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ中非对角线元素值相等，感知矩阵Θ
可称作 ＥＴＦ．在ＥＴＦ情况下，对于任意β值，μβ｛Θ｝均相

等．若μβ｛Θ｝为 ＥＴＦ下界
［１５］，即μβ｛Θ｝＝

ｋ－ｍ
ｍ（ｋ－１槡 ）

，

则列相关性最小［１６］，是为最优感知矩阵．故在构造测量
矩阵时，为使Θ近似ＥＴＦ矩阵，可通过式（５）缩减 Ｇｒａｍ
矩阵 Ｇ中的元素，

ｇｉｊ＝

１， ｉ＝ｊ

ｇｉｊ， ｜ｇｉｊ｜＜
ｋ－ｍ
ｍ（ｋ－１槡 ）

ｓｉｇｎ（ｇｉｊ）
ｋ－ｍ
ｍ（ｋ－１槡 ）

， ｜ｇｉｊ｜
ｋ－ｍ
ｍ（ｋ－１槡










）

（５）

获取优化的Ｇｒａｍ矩阵 Ｇｎｅｗ：
Ｇｎｅｗ＝｛Ｇ∈Ｒｋ×ｋ：Ｇ＝ＧＴ，ｄｉａｇ（Ｇ）＝１，

ｍａｘｇｉｊ≤
ｋ－ｍ
ｍ（ｋ－１槡 ）

，ｉ≠ｊ｝
（６）

在由 Ｇｎｅｗ构造优化的感知矩阵Θｎｅｗ时，本文算法
采用特征向量近似法．

首先，将 Ｇｎｅｗ做特征值分解：
ＶＧｎｅｗ＝ＵＶ （７）

正交矩阵 Ｖ∈Ｒｋ×ｋ为Ｇｎｅｗ的特征向量矩阵，Ｕ∈
Ｒｋ×ｋ为对角线矩阵，其对角线上元素是 Ｇｎｅｗ的特征值．
根据式（７）和ΘＴｎｅｗΘｎｅｗ＝Ｇｎｅｗ可得：

Θ
Ｔ
ｎｅｗΘｎｅｗ＝ＶＴＵＶ （８）

为使Θｎｅｗ的列相关性趋向于 ０，可令 Ｕ为单位矩

１６３１第 ７ 期 李哲涛：低幂平均列相关性测量矩阵构造算法



阵Ｅ，则式（８）可改写为：

Θ
Ｔ
ｎｅｗΘｎｅｗ＝ＶＴＥＶ＝Ｅ （９）

ＶＴＶ是列相关性为０的ＥＴＦ矩阵，因此，令Θｎｅｗ＝
Ｖ，则μβ｛Θｎｅｗ｝为 ０．因为此时得出的Θｎｅｗ∈Ｒ

ｋ×ｋ与Θ

∈Ｒｍ×ｋ维度不同，可令Θ^ｎｅｗ为特征向量矩阵 Ｖ的前ｍ
行，对Θｎｅｗ进行降维，得到的 Θ^ｎｅｗ仍接近 ＥＴＦ矩阵，具
有μβ｛^Θｎｅｗ｝较小的特点．

最后，令Θ^ｎｅｗ等于Θｎｅｗ，便得到优化的感知矩阵．
求解式（１０），可得优化的测量矩阵Φｎｅｗ：

Φｎｅｗ＝ａｒｇｍｉｎ‖Θｎｅｗ－ΦｎｅｗΨ‖２Ｆ （１０）
低幂平均列相关性测量矩阵构造算法如算法１．
算法１ 低幂平均列相关性测量矩阵构造算法

输入：字典矩阵Ψ
ｎ×ｋ，ＥＴＦ下界μ＝

ｋ－ｍ
ｍ（ｋ－１槡 ）

，迭代次数 Ｉｔｅｒ，迭代

变量 Ｋ
初始化：生成高斯矩阵Φ

ｍ×ｎ，Ｋ＝０
步骤：

１．根据Ψ 和Φ计算感知矩阵Θ和Ｇｒａｍ矩阵 Ｇ；
２．对 Ｇ进行归一化处理；
３．更新 Ｇｒａｍ矩阵 Ｇｎｅｗ非对角线元素，使 Ｇｎｅｗ接近ＥＴＦ；
４．将优化的Ｇｒａｍ矩阵 Ｇｎｅｗ特征值分解，即 ＶＧｎｅｗ＝ＵＶ；
５．更新Θｎｅｗ为 Ｖ前ｍ行；

６．更新ΦＫ＋１为ΘｎｅｗΨ －１；

７．令 Ｋ＝Ｋ＋１．若 Ｋ＜Ｉｔｅｒ，跳转置步骤１；否则，Φｎｅｗ＝ΦＫ，结束．
输出：优化后测量矩阵Φｎｅｗ

４ 实验结果与分析

４１ 符号定义和参数说明

未优化测量矩阵为高斯随机矩阵Φ
ｍ×ｎ，字典矩阵

为高斯字典矩阵Ψ
ｎ×ｋ，稀疏矢量矩阵为α

ｋ×Ｎ，其中 Ｎ
＝１０００００．观测值数目 ｍ、ｎ和ｋ将根据实验需要取不
同取值．各算法迭代次数取１０００．
４２ 列相关性定性对比与分析

当 ｍ＝３０、ｎ＝２００和 ｋ＝４００时，列相关性分布的
对比如图１所示．

图１显示，在感知矩阵列相关性较小的０－０．２段，
本文算法比Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ的元素多．在列相关性较
大的 ０．３－０．８段，本文算法比 Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ和
Ｖａｈｉｄ的元素少．可见，本文算法更好的降低了感知矩
阵的列相关性．
４３ 列相关性定量对比与分析

图２（ａ）（ｂ）和（ｃ）为 ｎ＝８０、ｋ＝１２０，ｍ取不同值
时，正无穷次、１次和２次幂平均列相关性对比．

图２（ａ）显示，随观测数目 ｍ增加，Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、
Ｘｕ、Ｖａｈｉｄ和本文算法的μ＋∞｛Θ｝和 ＥＴＦ下界都逐步降
低．本文算法的μ＋∞｛Θ｝与Ｘｕ和Ｖａｈｉｄ算法相近，但明
显小于Ｇａｕｓｓｉａｎ和Ｅｌａｄ的算法．当 ｍ等于３０，即采样率
为２５％时，本文算法的μ＋∞｛Θ｝比 Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ和 Ｘｕ
的算法分别降低４９％、１０％和１％．

图２（ｂ）显示，当观测数目 ｍ等于１６时，Ｇａｕｓｓｉａｎ、
Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ的μ１｛Θ｝相同且大于本文算法的

μ１｛Θ｝．随着 ｍ值增加，Ｅｌａｄ、Ｘｕ、Ｖａｈｉｄ和本文算法都起
到降低μ１｛Θ｝的效果，但本文算法的μ１｛Θ｝降低效果

更明显．当 ｍ等于 ３０时，本文算法的μ１｛Θ｝比 Ｇａｕｓ
ｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ和Ｖａｈｉｄ的算法分别降低１２％、５％、５％和
５％．

图２（ｃ）显示，本文算法的μ２｛Θ｝比 Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、
Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ算法低．如当 ｍ等于 ３０时，本文算法的
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μ２｛Θ｝比Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ和Ｖａｈｉｄ算法分别降低２１％、
１０％、５％和４％．由此可见，本文算法感知矩阵幂平均列
相关性比其他测量矩阵更小，能更好的满足重构需要．
４４ 不同采样率时算法运行时间对比与分析

当 ｎ＝２００和 ｋ＝４００，ｍ取不同值时，用双核
２．５ＧＨｚ、２Ｇ内存计算机对高斯矩阵通过四种算法进行
单次优化，不同采样率运行时间对比如图３所示．四种
算法复杂度的不同之处主要体现在 Ｇｒａｍ矩阵缩减方
法和Ｇｒａｍ矩阵求解测量矩阵方法．

图３显示，Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ算法运行时间随采样
率增加而增加，本文算法运行时间随采样率增加基本

不变．这是因为本文算法中 Ｇｒａｍ矩阵求解测量矩阵步
骤基本不受采样率影响，其他三种算法受采样率影响

较大．另外，Ｘｕ、Ｖａｈｉｄ和本文算法的 Ｇｒａｍ矩阵缩减方
法相同，但本文算法由感知矩阵得到测量矩阵过程比

Ｅｌａｄ、Ｘｕ和Ｖａｈｉｄ的方法更简单．
４５ 重构错误率对比与分析

为验证本文算法构造的测量矩阵的重构性能，采

用ＯＭＰ和 ＢＰ算法做重构错误率对比实验．当重构信号
与原始信号相对误差超过１０－３时为重构错误．α每一
列非零元素的个数为Ｔ且位置随机．图４（ａ）和图４（ｂ）
是当 Ｔ＝４、ｎ＝８０、ｋ＝１２０，ｍ取不同值时，对不同测量
矩阵ＯＭＰ和 ＢＰ算法重构错误率对比；图 ４（ｃ）和图 ４
（ｄ）是当 ｍ＝２５、ｎ＝８０、ｋ＝１２０，Ｔ取不同值时，对不同
测量矩阵ＯＭＰ和 ＢＰ算法重构错误率对比．

图４显示，Ｅｌａｄ、Ｘｕ、Ｖａｈｉｄ和本文算法构造的测量
矩阵都能不同程度的降低重构错误率，但本文算法重

构错误率最低．图４（ａ）和图４（ｂ）显示当观测数目 ｍ等
于３０时，本文算法构造的测量矩阵比 Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ
和Ｖａｈｉｄ的测量矩阵的 ＢＰ算法重构错误率分别降低
９７％、７３％、４４％和 ４３％，ＯＭＰ算法重构错误率分别降
低９９％、８２％、６１％和３９％．图４（ｃ）和图４（ｄ）显示，随 Ｔ
值增加，即原始信号的稀疏度增加，ＯＭＰ和 ＢＰ算法的
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重构错误率明显增高．因为 Ｔ值增加，而观测数目未随
之增加，导致ＯＭＰ和 ＢＰ算法重构性能降低，重构错误
率增高．与图４（ａ）和图４（ｂ）实验结果一致，本文算法
构造的测量矩阵比 Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ和 Ｖａｈｉｄ的测量矩
阵重构错误率低，重构性能好．当稀疏度减小时，本文
算法构造的测量矩阵优势更为明显．

５ 总结

本文首先提出了幂平均列相关性定义并通过理论

分析得出了测量矩阵择优原则，然后从 ＥＴＦ和特征值
分解减小感知矩阵幂平均列相关性的角度出发，提出

对随机测量矩阵进行优化的方法．实验对比分析了
Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｅｌａｄ、Ｘｕ、Ｖａｈｉｄ和本文测量矩阵的感知矩阵列
相关性．通过测量矩阵的重构错误率实验对比，验证了
本文算法的优越性．
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