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摘 要： 量子多值加法器是构建量子多值计算机的基本模块．通过认真分析三元域上加法的运算规则及带进位
加法的真值表，通过设置扩展三值Ｔｏｆｆｏｌｉ门的控制条件有效实现一位加法在各种情况下的进位，利用三值 Ｆｅｙｎｍａｎ门
实现一位加法的求和运算，由此设计出一位量子三值全加器，再利用进位线将各位量子全加器连接起来构造出 ｎ位
量子三值全加器．与同类电路相比，此量子全加器所使用的辅助线及量子代价都有所减少．
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１ 引言

量子内在固有的叠加、纠缠和不可克隆等自然属性

使得量子计算具有并行、可逆及理论上无条件安全等特

性，在复杂计算和安全通信等领域被证明具有超越经典

计算的潜力，被认为是最具前景的计算模式之一［１］．基
于二值逻辑的经典量子计算可以胜任诸如复杂性集类

和可计算性等基础问题，然而从量子的自然属性的角度

来看，一个量子系统具有多于两个的非简并状态是正常

的，即多层系统（ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｓｙｓｔｅｍ）更自然，而多值逻辑正
是描述多层量子系统所负载信息的理想数学工具［２］．目
前，量子多值逻辑在量子纠错编码、容错技术及量子安

全通信中都有较好的应用［３，４］．
量子多值 ｏｒａｃｌｅ电路（特定类型的专用电路）借助

多值逻辑量子位（ｑｕｄｉｔ）更大的计算空间，完成相同的计
算任务可以使用更少的量子位，从而进一步增强电路的

鲁棒性，因此更具优势［５］．２００５年Ｋｈａｎ等人［６］给出量子

三值编码器和解码器电路，２００６年 Ｍｉｌｌｅｒ等人［７］利用量
子可逆逻辑电路综合算法给出三值全加器电路，２００８
年Ｋｈａｎ［８］利用四元域上的受控Ｍ－Ｓ［５］门给出量子四值
比较器电路．２０１１年 Ｗａｎｇ等人［９］给出针对图着色问题
的三值量子搜索算法中的 ｏｒａｃｌｅ电路，并详细讨论了电
路的复杂性及质量．各种量子多值 ｏｒａｃｌｅ电路的实现对
于构建量子多值计算机，设计复杂的量子多值算法，改

善电路质量起到了推动作用．
加法运算是计算机的基本运算之一，加法器常用作

计算机的算术逻辑部件，执行逻辑操作、移位及指令调

用等．本文通过有效设置量子受控门的控制条件，利用
量子扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门及 Ｆｅｙｎｍａｎ门，设计出一种新型
量子三值全加器．与其它同类电路［７，１０］相比，该加法器
的量子代价和所使用的辅助线更少，这有利于降低量子

加法器的构造成本及物理实现的难度［５，１１］，并可有效增

强其可靠性［１２］．
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２ 预备知识

定义１ 三值量子位（ｑｕｔｒｉｔ，ｑｕａｎｔｕｍｔｅｒｎａｒｙｄｉｇｉｔ）的
状态可以用三维复向量空间中的向量表示，特殊的

｜０〉，｜１〉和 ｜２〉状态称为计算基态（ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｂａｓｉｓ
ｓｔａｔｅ），是构成这个向量空间的一组正交基．ｑｕｔｒｉｔ的状态
可以用计算基态｜０〉，｜１〉，｜２〉的线性组合来表示：

｜ψ〉＝∑
２

ｍ＝０
ｃｍ｜ｍ〉 （１）

其中 ｃｍ 为概率幅（ａｍｐｌｉｔｕｄｅ），测量结果 ｍ∈
０，１，{ }２出现的概率是 ｃｍ ２，满足归一化条件： ｃ０ ２

＋ ｃ１ ２＋ ｃ２ ２＝１．当有两个或三个 ｃｍ≠０时，称｜ψ〉
为叠加态．

量子门负责处理量子信息，将量子信息从一种形

式转换为另一种形式．酉性限制是对量子门的惟一限
制，每个酉矩阵都可以定义一个有效的量子门［１３］．２０００
年Ｍｕｔｈｕｋｒｉｓｈａｎ和Ｓｔｒｏｕｄ［５］设计并实现了在线性离子阱
中构建一位和两位多值（ｄｖａｌｕｅｄ）量子基本门（ｑｕａｎｔｕｍ
ｐｒｉｍｉｔｉｖｅｇａｔｅ）的方案，其中两位门是一位门的受控门，
控制条件为｜ｄ－１〉，这些门也被统称为 ＭＳ门，它们的
量子代价被指定为１［７］．Ｍｕｔｈｕｋｒｉｓｈａｎ和 Ｓｔｒｏｕｄ还证明了
ＭＳ门的通用性，即任意量子多值门均可由 ＭＳ门组合
而成，这表明任意量子多值门物理实现上的可行性［５］．
由量子基本门构建的门称为量子宏观门（ｑｕａｎｔｕｍ
ｍａｃｒｏｌｅｖｅｌｇａｔｅ）．量子宏观门也可以被解析成由量子基
本门级联组合而成的电路，常用电路中所包含的量子

基本门的数量作为电路的量子代价［１３］．
定义２ 在多值逻辑空间中实现置换函数功能的

量子门称为量子多值置换门．三元域上的每一个置换
均可表示一个一位量子三值置换门，记作：ｇ３( )… ，括

号中的数字列表代表门所完成的三元域上的一个置

换，括号中的运算代表门施加在三值量子位上的运算．
为方便，也可用 ｇ代表这些门，用数字列表或运算代表
其中的某一个门．这些一位量子三值置换门中，
ｇ３（１２０），ｇ３（２０１），ｇ３（０１２）分别对应三元域上的＋１，＋２
运算及＋０或×１运算，ｇ３（１２０）与 ｇ３（２０１）互逆［１，１２］．它
们的酉矩阵如下所示．

ｇ３( )１２０ ＝ｇ３( )＋１ ＝
０ ０ １
１ ０ ０







０ １ ０

ｇ３( )１２ ＝
１ ０ ０
０ ０ １







０ １ ０

ｇ３( )２０１ ＝ｇ３( )＋２ ＝
０ １ ０
０ ０ １







１ ０ ０

ｇ３( )０１ ＝
０ １ ０
１ ０ ０







０ ０ １

ｇ３( )０２ ＝
０ ０ １
０ １ ０







１ ０ ０

ｇ３( )０１２ ＝ｇ３( )＋０ ＝ｇ３( )×１ ＝
１ ０ ０
０ １ ０







０ ０ １

两位三值ＭＳ门可以由一位门和一个控制位组合
而成，控制条件为｜２〉．

定义３ 三值Ｆｅｙｎｍａｎ门（常被称为 ＣＮＯＴ门）是两
位门，第一量子位（控制位）的输出状态始终不变，第二

量子位（受控位）的输出状态等于第一、二量子位的输

入之和（模３加运算）［１２］，如图１ａ所示．三值Ｆｅｙｎｍａｎ门
是量子宏观门，可由定义 ２给出的 ＭＳ门级联构建，如
图１ｂ所示．由图１ｂ知，三值Ｆｅｙｎｍａｎ门的量子代价为４．

定义４ 三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门是三位门，第一、二量子位
（控制位）的输出状态分别等于其输入状态，当两个控

制位的输入状态均为｜２〉时，第三量子位（受控位）上的
基本门（这里我们只考虑定义 ２中的 ｇ门）进行作用，
否则第三量子位上的基本门不作用，如图２ａ所示．三
值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门是量子宏观门，可由定义２给出的 ＭＳ门级
联而成，如图２ｂ所示．由图２ｂ知，三值Ｔｏｆｆｏｌｉ门中有一
条隐含的辅助线，其量子代价为５．

定义 ５ 当三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门的控制条件为 ｜０〉，
｜１〉，｜２〉中的任意值时，称其为扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门（ｇｅｎ
ｅｒａｌｉｚｅｄｔｅｒｎａｒｙＴｏｆｆｏｌｉｇａｔｅ），如图３所示．其中门 ( )＋１和
（＋２）互逆．从图 ３可知，扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门可由三值
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Ｔｏｆｆｏｌｉ门和一位 ＭＳ门级联构建，其量子代价为 ２×
非２( )控制点个数 ＋５．

３ 量子三值全加器

３１ 量子三值全加器电路设计

在每一位加法运算中，加数、被加数与低位的进位

作为输入，和数与向高位的进位作为输出的装置为全

加器．依据带进位加法的运算规则，和数与向高位的进
位的计算公式如式（２）．

Ｓｉ＝Ｘｉ
３
Ｙｉ

３
Ｃｉ

Ｃｉ＋１＝ｉｎｔ
Ｘｉ＋Ｙｉ＋Ｃｉ[ ]３

（２）

依据式（２），并考虑到实际带进位加法运算中，低
位向高位的进位最多为１，可构造出每一位三值全加器
的真值表，如表１所示．

表１ 三值全加器的真值表

Ｘｉ Ｙｉ Ｃｉ Ｘｉ＋Ｙｉ Ｃｉ＋１ Ｓｉ

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ ０ １ ０ １

０ ２ ０ ２ ０ ２

１ ０ ０ １ ０ １

１ １ ０ ２ ０ ２

１ ２ ０ ０ １ ０

２ ０ ０ ２ ０ ２

２ １ ０ ０ １ ０

２ ２ ０ １ １ １

０ ０ １ ０ ０ １

０ １ １ １ ０ ２

０ ２ １ ２ １ ０

１ ０ １ １ ０ ２

１ １ １ ２ １ ０

１ ２ １ ０ １ １

２ ０ １ ２ １ ０

２ １ １ ０ １ １

２ ２ １ １ １ ２

由表１知，当 ＸｉＹｉ∈ １２，２１，{ }２２时，无论 Ｃｉ为０或
１，都有 Ｃｉ＋１＝１；当 Ｃｉ＝１并且 Ｘｉ＋Ｙｉ＝２时，Ｃｉ＋１＝１．

其余 情 况下 Ｃｉ＋１ ＝０．和数 Ｓｉ＝Ｘｉ
３
Ｙｉ

３
Ｃｉ＝

Ｘｉ
３
Ｙ( )ｉ

３
Ｃｉ，依据定义 ３，可用三值 Ｆｅｙｎｍａｎ门实现

三元域上的加法．因此，利用三值 Ｆｅｙｎｍａｎ门和扩展三
值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门可生成如图４所示的一位量子三值全加器
电路．

图 ４ 中，无 论 Ｃｉ 为 ０ 或 １，当 ＸｉＹｉ∈
１２，２１，{ }２２时，最左边的三个扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门中的
某一个将起作用，使得 Ｃｉ＋１从０变为１，之后的 Ｆｅｙｎｍａｎ
门将 Ｘｉ与 Ｙｉ的 和 置 于 Ｙｉ上，由 于 当 ＸｉＹｉ∈

１２，２１，{ }２２时，Ｘｉ
３
Ｙｉ≠２，这不满足最右边的扩展三

值Ｔｏｆｆｏｌｉ门的控制条件，此门不会起作用，因此最终
Ｃｉ＋１最多为１．如果在第一个三值Ｆｅｙｎｍａｎ门之后 Ｙｉ＝２
并且 Ｃｉ＝１，此时一定有 ＸｉＹｉ １２，２１，{ }２２，则最左
边的三个扩展三值Ｔｏｆｆｏｌｉ门一定都不会发生作用，而 Ｙｉ
＝２，Ｃｉ＝１满足最右边的扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门的控制条
件，因此该门将起作用，使得 Ｃｉ＋１从０变为１并保持到
最后．其余情况下电路的输入不会满足四个扩展三值
Ｔｏｆｆｏｌｉ门中任意一个的控制条件，因此四个门均不发生
作用，Ｃｉ＋１的值保持０不变，即没有产生向高位的进位．
在一位的全加运算中，我们将产生进位的各种条件进

行归类，通过有效设置扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门的控制条件来
实现各种情况下的进位．

由定义３知，第一个三值 Ｆｅｙｎｍａｎ门将 Ｘｉ与Ｙｉ的
和置于Ｙｉ上，第二个三值 Ｆｅｙｎｍａｎ门又将 Ｃｉ的值叠加

到Ｘｉ
３
Ｙｉ之上，所以最终 Ｙｉ的输出为Ｘｉ，Ｙｉ，Ｃｉ的和

数．
通过以上分析可知，图４所示的全加器电路可以正

确计算出三个输入的和数及向高位的进位，是正确的

一位全加器电路．
依据加法的运算规则，ｎ位全加器是一位全加器的

ｎ次迭代过程．因此利用向高位的进位作为连接线，连
接每一位全加器即构造出 ｎ位全加器，如图５所示，其
中ＦＡ代表一位量子三值全加器电路．
３２ 量子代价分析与比较

由于量子电路的量子代价是组成它的所有门的量

子代价之和，所以图４给出的一位量子三值全加器的代
价是三个扩展三值Ｔｏｆｆｏｌｉ门、一个三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门及两个
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三值Ｆｅｙｎｍａｎ门的量子代价之和．依据定义３、４、５分别
给出的三值 Ｆｅｙｎｍａｎ门、三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门及扩展三值 Ｔｏｆ
ｆｏｌｉ门的量子代价计算公式，图４给出的一位量子三值
全加器电路的量子代价为： ( )３× ２×１＋５ ＋５＋２×４＝
２１＋５＋８＝３４．由于 ｎ位全加器电路是一位全加器电路
的ｎ次迭代，所以图５给出的 ｎ位全加器电路的量子代
价为３４ｎ．

文献［１０］在分析一位加法运算时完全使用数学公
式的结论，计算出向高位的进位的可能值有０，１，２三种
情况，它忽略了实际上带进位的加法运算中向高位的

进位只有０，１两种情况的事实．我们在给出电路时，充
分考虑了加法的运算规则和实际运算中的进位情况，

并且细致地分析了一位三值全加器的真值表，总结出

产生进位的各种情况，将它们进行分类，通过设置扩展

三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门的控制条件在电路中实现进位．正是由于
这个原因，使得我们的一位量子三值全加器电路比文

献［１０］给出的同类电路少使用两个扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门
和一个Ｆｅｙｎｍａｎ门，量子代价减少１６（文献［１０］给出的
同类电路的量子代价为５０）．因此我们的 ｎ位全加器电
路比文献［１０］的同类电路的量子代价减少１６ｎ．

文献［７］是利用多值逻辑可逆电路综合算法，通过
在有限范围内进行搜索的方法给出一位量子三值全加

器电路，其量子代价为９６，比我们的电路多６２．因此我
们的 ｎ位全加器电路的量子代价比文献［７］的同类电
路减少６２ｎ．

在辅助线的使用上，因为每一个扩展三值 Ｔｏｆｆｏｌｉ门
的实现都隐含一条辅助线，我们的量子一位全加器电

路比文献［１０］给出的同类电路少使用两个扩展三值
Ｔｏｆｆｏｌｉ门，所以少使用两条隐含辅助线．此外，我们的量
子一位全加器电路中再没有使用任何其它的辅助线，

而文献［１０］给出的量子一位全加器电路中还使用了一
条贯穿电路的辅助线，因此我们共少使用３条辅助线，
所以，我们的 ｎ位全加器电路比文献［１０］的同类电路
共少使用３ｎ条辅助线．由于多量子的相干操作是困难
的，所以辅助线的减少可有效降低电路物理实现的难

度，增强电路的鲁棒性．

４ 结论

从信息处理及量子的自然属性的观点来看，对于

未来的计算系统，多值量子技术在理论上是理想的选

择之一［５］．量子加法器是构建量子计算机的关键模块．
利用扩展三值Ｔｏｆｆｏｌｉ门及 Ｆｅｙｎｍａｎ门，通过分析一位三
值全加器的真值表得到能够产生进位的各种情况，结

合三值加法的运算规则，本文给出了量子三值全加器

的设计思想及其电路．与文献［１０］的同类电路相比，我
们的 ｎ位量子全加器的量子代价减少１６ｎ，所使用的辅
助线减少３ｎ．与文献［７］的同类电路相比，我们的 ｎ位
量子全加器的量子代价减少６２ｎ．相比之下，我们的量
子三值全加器的量子代价更小，所使用的辅助线更少，

并因此有效降低了物理实现的难度，增强了电路的可

靠性．
进一步的工作为，分析研究各种多值带进位加法

的运算规则，在量子三值全加器的基础上，给出量子任

意多值全加器的构建框架，利用此框架可以方便有效

地构造量子任意多值全加器．
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