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§2 二元函数的极限

与一元函数的极限相类似， 二元函数的极限

同样是二元函数微积分的基础. 但因自变量个数

的增多, 导致多元函数的极限有重极限与累次极

限两种形式, 而累次极限是一元函数情形下所不

会出现的.

一、二元函数的极限

二、累次极限
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一、二元函数的极限

f 2RD ⊂ 0P定义1 设二元函数 定义在 上, 为 D 的

一个聚点,  A 是一实数. 若 0, 0,ε δ∀ > ∃ > 使得当

0( ; )P U P Dδ∈ o I 时, 都有

| ( ) | ,f P A ε− <

0
lim ( ) .

P P
P D

f P A
→
∈

=

在对 P D∈ 不致产生误解时, 也可简单地写作

f 0P P→则称 在 D 上当 时以 A 为极限, 记作
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0
lim ( ) .

P P
f P A

→
=

0P 0 0( , ),( , )x y x y当 P, 分别用坐标 表示时, 上式也

常写作

0 0( , ) ( , )
lim ( , ) .

x y x y
f x y A

→
=

例1 依定义验证 2 2

( , ) (2, 1)
lim ( ) 7.

x y
x x y y

→
+ + =

证 因为

2 2 7x xy y+ + − 2 2( 4) 2 ( 1)x xy y= − + − + −
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| ( 2)( 2) ( 2) 2( 1) ( 1)( 1) |x x x y y y y= + − + − + − + + −

| 2 | | 2 | | 1 | | 3 | .x x y y y≤ − + + + − +

不妨先限制在点(2, 1)的方邻域

{ }( , ) | 2 | 1, | 1 | 1x y x y− < − <

内来讨论, 于是有

| 3 | | 1 4 | | 1 | 4 5,y y y+ = − + ≤ − + <

| 2 | | ( 2) ( 1) 5 |x y x y+ + = − + − +

| 2 | | 1 | 5 7.x y≤ − + − + <
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2 2 7 7 | 2 | 5 | 1 |x x y y x y+ + − < − + −

7 ( | 2 | | 1 | ).x y< − + −

0, min ( 1, ),14
εε δ∀ > =取 | 2 | , | 1 |x yδ δ− < − <当

( , ) (2, 1)x y ≠且 时, 就有

2 2 7 7 2 14 .x xy y δ δ ε+ + − < × = ≤

这就证得
2 2

( , ) (2, 1)
lim ( ) 7.

x y
x x y y

→
+ + =

所以
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例2 设

2 2

2 2 ( , ) (0, 0),
( , )

0, ( , ) (0, 0),

x yxy x y
f x y x y

x y

，
⎧ −

≠⎪= +⎨
⎪ =⎩

证明
( , ) (0, 0)

lim ( , ) 0.
x y

f x y
→

=

证 (证法一) 0,ε∀ > 由

2 2 2 2 2 2

2 2 2 20
2

x y x y x yxy
x y x y

− + −
− ≤

+ +
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2 2 2 21 1 ( ),
2 2

x y x y= − ≤ +

可知 2 22 , 0 ,x yδ ε δ∃ = < + <当 时 便有

2 2

2 2 0 ,x yxy
x y

ε−
− <

+

故
( , ) (0, 0)

lim ( , ) 0.
x y

f x y
→

=

注意 不要把上面的估计式错写成：
2 2 2 2

2 2
2 2

10 ( ),
2 2

x y x yx y x y x y
x y x y

− −
− ≤ ≤ +

+
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( , ) (0, 0)x y → ( , ) (0, 0),x y ≠因为 的过程只要求 即

2 2 0,x y+ ≠ 0.x y ≠而并不要求

(证法二) 作极坐标变换 cos , sin .x r y rϕ ϕ= = 这时

2 2

2 2| ( , ) 0 | x yf x y x y
x y

−
− =

+

2 21 1| sin4 | ,
4 4

r rϕ= ≤

( , ) (0, 0)x y → 0r →等价于 ( 对任何 ). 由于ϕ

因此， 2 20, 2 ,r x yε δ ε∀ > = + < =只须 对任何ϕ
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都有

2

( , ) (0, 0)

1| ( , ) 0 | , lim ( , ) 0.
4 x y

f x y r f x yε
→

− ≤ < =即

下述定理及其推论相当于一元函数极限的海涅归

结原则(而且证明方法也相类似). 

定理16.5
0

lim ( )
P P
P D

f P A
→
∈

= 的充要条件是：对于 D 的

任一子集 E,只要 仍是 E 的聚点,就有0P

0
lim ( ) .

P P
P E

f P A
→
∈

=
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1E D∃ ⊂
0
1

lim ( )
P P
P E

f P
→
∈

推论1  若 , P0  是 E1 的聚点, 使

不存在, 则
0

lim ( )
P P
P D

f P
→
∈

也不存在．

0 0
1 2

1 2lim ( ) lim ( )
P P P P
P E P E

f P A f P A
→ →
∈ ∈

= =与

1 2 0, ,E E D P∃ ⊂推论2 若 是它们的聚点，使得

1 2A A≠
0

lim ( )
P P
P D

f P
→
∈

都存在，但 , 则 不存在．
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推论3 极限
0

lim ( )
P P
P D

f P
→
∈

存在的充要条件是：D 中任

一满足条件 0 0lim { },n n nn
P P P P P

→∞
≠ =且 点列的 它所

对应的函数列 { ( )}nf P 都收敛．

下面三个例子是它们的应用．

2 2( , ) xyf x y
x y

=
+

( , ) (0, 0)x y →例3 讨论 当 时是否

存在极限．( 注: 本题结论很重要, 以后常会用到. )    

解 当动点 (x, y) 沿着直线 而趋于定点 (0, 0)  y mx=
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时，由于 2( , ) ( , )
1

mf x y f x mx
m

= =
+

,  因此有

2( , ) (0, 0) 0
lim ( , ) lim ( , ) .

1x y x
y mx

mf x y f x mx
m→ →

=

= =
+

这说明动点沿不同斜率 m 的直线趋于原点时, 对应

的极限值不相同，因而所讨论的极限不存在．

21 0 ,
( , )

0
y x x

f x y
⎧ < < − ∞ < < +∞

= ⎨
⎩

， ,

， 其余部分.

4例 设
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如图 16-15 所示, 当 (x, y) 沿任何直线趋于原点时, 

相应的 ( , )f x y 都趋于 0,  但这并不表明此函数在



返回返回返回后页后页后页前页前页前页

( ,  ) (0, 0)x y → 时的极限为 0. 因为当(x, y)沿抛物线

2(0 1)y kx k= < < ( , )f x y趋于点 O 时, 将趋于1. 所

以极限
( , ) (0,0)

lim ( , )
x y

f x y
→

不存在.     

∗ ( , ) x yf x y
x y

=
+

( , ) (0, 0)x y →例5  讨论 在 时不

存在极限．

解 利用定理 16.5 的推论 2,  需要找出两条路径, 沿

着此二路径而使 ( , ) (0, 0)x y → 时,  得到两个相异

的极限．
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第一条路径简单地取 ,y x= 此时有
2

( , ) (0,0) 0
( )

lim lim 0.
2x y x

y x

x y x
x y x→ →

=

= =
+

第二条路径可考虑能使 ( , ) x yf x y
x y

=
+

的分子与

分母化为同阶的无穷小, 导致极限不为 0. 按此思路

的一种有效选择, 是取
2 .y x x= − 此时得到

2

2

2( , ) (0,0) 0 0
( )

( )lim lim lim( 1) 1,
x y x x

y x x

x y x x x x
x y x→ → →

= −

−
= = − = −

+
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这就达到了预期的目的．

( 非正常极限 ) 的定义．

定义2 设 D 为二元函数 f 的定义域， 0 0 0( , )P x y 是 D

的一个聚点. 若 0, 0,M δ∀ > ∃ > 使得

0( , ) ( ; ) , ( , ) ,P x y U P D f x y Mδ∀ ∈ >都有o I

0P P→ +∞则称 f 在 D 上当 时, 有非正常极限 , 记作

0 0( , ) ( , )
lim ( , ) ,

x y x y
f x y

→
= +∞

( , )f x y → +∞下面再给出当 时, 0 0 0( , ) ( , )P x y P x y→
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或
0

lim ( ) .
P P

f P
→

= +∞

仿此可类似地定义：

0 0

lim ( ) lim ( ) .
P P P P

f P f P
→ →

= −∞ = ∞与

例6 设 2 2

1( , )
2 3

f x y
x y

=
+

. 证明

( , ) (0,0)
lim ( , ) .

x y
f x y

→
= +∞

证 此函数的图象见图16 -16.                
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2 2 2 22 3 4( )x y x y+ < + 0,M∀ >因 , 故对 只需取

2 21 1, 0
2 2

x y
M M

δ = < + <当 时，就有

2 2
2 2

1 12 3 , .
2 3

x y M
M x y

+ < >
+

即

这就证得结果．

二元函数极限的四则法则与一元函数极限相仿, 特

同, 这里不再一一叙述.

( , )f x y ( )f P看作点函数别把 时, 相应的证法也相
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二、累次极限

是以任何方式趋于 这种极限也称为重0 0( , ) ,x y 的

极限. 下面要考察 x 与 y 依一定的先后顺序, 相继趋

在上面讨论的
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

中, 自变量 ( , )x y

0x于 与 时 f  的极限, 这种极限称为累次极限. 0y

定义3 ∈( , ), ( , ) ,f x y x y D D x y设 在 轴、 轴上的投

∈ ≠0 0 0, , . ( ),x y X Y y Y y y分别是 的聚点 若对每一个

,X Y影分别为 、 即

{ | ( , ) }, { | ( , ) },X x x y D Y y x y D= ∈ = ∈
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0

( ) lim ( , );
x x

y f x yϕ
→

=

如果进一步还存在极限

0

lim ( ),
y y

L yϕ
→

=

累次极限, 记作

0( )x x→ 0( )y y→则称此 L 为 先对 后对 的( , )f x y

0

lim ( , )
x x

f x y
→

，它一般与 y 有关, 记作存在极限

0 0

lim lim ( , ).
y y x x

L f x y
→ →

=
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类似地可以定义先对 y 后对 x 的累次极限:

0 0

lim lim ( , ).
x x y y

K f x y
→ →

=

注 累次极限与重极限是两个不同的概念,  两者之间

没有蕴涵关系.  下面三个例子将说明这一点.   

2 2( , ) xyf x y
x y

=
+

( , )f x y例7  设 . 由例 3 知道 当

( ,  ) (0, 0)x y → 0y ≠时的重极限不存在. 但当 时, 有

2 20
lim 0,
x

xy
x y→

=
+
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从而又有

2 20 0
limlim 0.
y x

xy
x y→ →

=
+

同理可得

这说明 f  的两个累次极限都存在而且相等.         

2 20 0
limlim 0.
x y

xy
x y→ →

=
+

累次极限分别为

例8 设 , 它关于原点的两个
2 2

( , ) x y x yf x y
x y

+ + −
=

+
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2 2 2

0 0 0 0
limlim lim lim( 1) 1,
y x y y

x y x y y y y
x y y→ → → →

+ + − −
= = − = −

+
2 2 2

0 0 0 0
limlim lim lim( 1) 1.
x y x x

x y x y x x x
x y x→ → → →

+ + − +
= = + =

+

当沿斜率不同的直线 , ( , ) (0, 0)y mx x y= → 时, 有

诉我们, 这个结果是必然的. )  

2 2

( , ) (0,0)

1lim ,
1x y

y mx

x y x y m
x y m→

=

+ + − −
=

+ +

因此该函数的重极限不存在.  ( 下面的定理 16.6 将告
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例９ 设
1 1( , ) sin sinf x y x y
y x

= + , 它关于原点的两

个累次极限都不存在.  这是因为对任何 0,y ≠ 而当

0x → 时,  f 的第二项不存在极限.  同理,   f  的第一

项当 时也不存在极限.  但是由于0y →

1 1sin sin | | | |,x y x y
y x
+ ≤ +

( , ) (0, 0)
lim ( , ) 0.

x y
f x y

→
=

故按定义知道 时 f  的重极限存在, 且( , ) (0,0)x y →
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下述定理告诉我们:  重极限与累次极限在一定条件

下也是有联系的.                     

定理16.6 若 f (x, y) 的重极限 与
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

累次极限
0 0

lim lim ( , )
x x y y

f x y
→ →

都存在, 则两者必定相等. 

证 设

0 0( , ) ( , )
lim ( , ) ,

x y x y
f x y A

→
=

0, 0,ε δ∀ > ∃ > 0( , ) ( ; )P x y U P δ∈ o则 使得当 时, 有

| ( , ) | . (1)f x y A ε− <
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00 | | (2)x x δ< − <

的 x, 存在极限

另由存在累次极限之假设, 对任一满足不等式

0

lim ( , ) ( ). (3)
y y

f x y xϕ
→

=

| ( ) | . (4)x Aϕ ε− ≤

0y y→回到不等式(1), 让其中 , 由 (3) 可得

故由 (2), (4) 两式,  证得
0

lim ( )
x x

x Aϕ
→

= , 即

0 0 0 0( , ) ( , )
lim lim ( , ) lim ( , ) .
x x y y x y x y

f x y f x y A
→ → →

= =
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由这个定理立即导出如下两个便于应用的推论.    

0 0

lim lim ( , )
x x y y

f x y
→ → 0 0

lim lim ( , )
y y x x

f x y
→ →, 

推论1 若重极限 和累次极限
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

都存在, 则三者必定相等. 

推论2 若累次极限

0 0 0 0

lim lim ( , ) lim lim ( , )
x x y y y y x x

f x y f x y
→ → → →

与

都存在但不相等, 则重极限
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

必定

不存在.                     
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请注意:  (i) 定理 16.6 保证了在重极限与一个累次

极限都存在时, 它们必相等. 但对另一个累次极限的

存在性却得不出什么结论,  对此只需考察本节习题

之 2(5).         

(ii) 推论 1 给出了累次极限次序可交换的一个充分

条件.      

(iii) 推论 2 可被用来否定重极限的存在性(如例8 ). 
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∗
0 0 0 0( , ) ( , ) ( )f x y P x y U P在点 的某邻域 内o例10  设

, :有定义 且满足

0

lim ( , ) ( );
x x

f x y yψ
→

=

0 0(i) ( ) ,U P y y≠在 内,对每个 存在极限o

0(ii) ( )U P x在 内,关于 一致地存在极限o

0

lim ( , ) ( ).
y y

f x y xϕ
→

=

试证明: 
0 0 0 0

lim lim ( , ) lim lim ( , ).
x x y y y y x x

f x y f x y
→ → → →

=
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证
0

1 ( lim ( ) ) 0, (ii),
y y

y Aψ ε
→

= ∀ >o 证明 存在 由条件

00, 0 | | (x y yδ δ> < − <对一切 存在公共的 只要 并

0( , ) ( ) ),x y U P∈ o使 便有

| ( , ) ( ) | .
2

f x y x εϕ− <

00 | | ,y y δ′< − <于是当 时 又有

| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( ) |f x y f x y f x y xϕ′− ≤ − +

| ( , ) ( ) | .f x y xϕ ε′ − <
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0 , (i)x x→再令 由条件 又得

| ( ) ( ) | .y yψ ψ ε′− ≤

根据柯西准则, 证得
0

lim ( ) .
y y

y Aψ
→

= 存在

0

2 ( lim ( ) ) 0,
x x

x Aϕ ε
→

= ∀ >o 证明 由

| ( ) | | ( ) ( , ) |x A x f x yϕ ϕ− = − +

| ( , ) ( ) | | ( ) | ,f x y y y Aψ ψ− + −

1o 0( , ) ( ),x y U P y∈ o当 且 与利用条件 (ii) 与结论 , 0y
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,充分接近时 可使

| ( ) ( , ) | , | ( ) | ;
3 3

x f x y y Aε εϕ ψ− < − <

0, (i), 0, 0 | | ,y x xδ δ∃ > < − <再将 固定 由条件 当 时

又有

0 0

lim ( ) lim ( ).
x x y y

x yϕ ψ
→ →

=

| ( ) | ,x Aϕ ε− < 即这就证得

| ( , ) ( ) | ;
3

f x y y εψ− <
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注 本例给出了二累次极限相等的又一充分条件. 与

定理16. 6 的推论1 相比较,  在这里的条件 (i) 与 (ii)  

成立时, 重极限
0 0( , ) ( , )

lim ( , )
x y x y

f x y
→

未必存在.        
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复习思考题
试问累次极限

是否就是动点 1( , ) 16 17x y l−按图 中两条特殊路径

2 0 0( , ) ( , ) ?l x y f x y与 分别趋向 时 的极限 并由此说

16.6 2 16.5 2明定理 的推论 与定理 的推论 是不是同

?一回事

0 0 0 0

lim lim ( , ) lim lim ( , )
x x y y y y x x

f x y f x y
→ → → →

与
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