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摘 要： 随着集成电路特征尺寸不断缩小，软错误已经成为影响电路可靠性的关键因素．计算软错误影响下逻
辑电路的信号概率能辅助评估电路的可靠性．引起逻辑电路信号概率计算复杂性的原因是电路中的扇出重汇聚结构，
本文提出一种计算软错误影响下逻辑电路可靠度的方法，使用概率公式和多项式运算，对引发相关性问题的扇出源节

点变量作降阶处理，再利用计算得到的输出信号概率评估电路可靠度．用 ＬＧＳｙｎｔｈ９１基准电路、７４系列电路和 ＩＳＣＡＳ８５
基准电路为对象进行实验，结果表明所提方法准确有效．
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１ 引言

随着纳米工艺在超大规模集成（ＶＬＳＩ）电路中的应
用，软错误对电路的影响越来越严重［１］．本文提出一种
计算软错误影响下逻辑电路输出信号概率的方法，以此

评估电路的可靠性，辅助容错设计．
目前，多数考虑逻辑电路信号概率计算问题的方法

都采用概率门模型（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＧａｔｅＭｏｄｅｌ，ＰＧＭ）［２～５］．
文献［６～１１］分别利用概率转移矩阵（ＰｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃＴｒａｎｓ
ｆｅｒＭａｔｒｉｘ，ＰＴＭ）［６～８］、贝叶斯网络［９］、概率决策图［１０］及电
路变换［１１］等方法分析信号概率和电路可靠度，取得了

一定的效果，但也存在计算结果不准确或计算太复杂的

问题［１２］．文献［４］提出的条件概率方法能准确计算信号
概率，但过程复杂，不适用于大规模电路．

造成电路可靠性计算复杂的原因有两点：（１）电路

包含扇出重汇聚结构［４，１３］；（２）难以考虑所有输入情况．
本文提出一种降阶变换的方法，针对概率门模型，充分

考虑信号相关性影响，能精确计算给定输入向量激励下

逻辑电路的信号概率，再利用输出信号概率计算电路可

靠度．

２ 信号概率表示

概率门模型是指逻辑门独立的以某概率正常输

出［４，５］．本文假设逻辑门在软错误影响下能正确输出的
概率为 ｒ．针对电路节点 Ａ，用 Ａ表示其逻辑值，用 ａ表
示Ａ＝１的概率，即：ａ＝Ｐ（Ａ＝１）．

定理１ 设 Ａ、Ｂ、Ｃ分别为两输入与门的输入、输
出信号，若 Ａ、Ｂ独立，则 ｃ＝ｒａｂ＋（１－ｒ）（１－ａｂ）．

证明 ｃ＝Ｐ（Ｃ＝１）＝ｒＰ（ＡＢ＝１）＋（１－ｒ）Ｐ（ＡＢ
＝０）＝ｒａｂ＋（１－ｒ）（１－ａｂ）．
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定理２ 设 Ａ、Ｂ、Ｃ分别为两输入或门的输入、输
出信号，若 Ａ、Ｂ独立，则 ｃ＝ｒ（ａ＋ｂ－ａｂ）＋（１－ｒ）（１
－ａ－ｂ＋ａｂ）．
证明 ｃ＝Ｐ（Ｃ＝１）＝ｒＰ［（Ａ＝１）｜｜（Ｂ＝１）］＋（１

－ｒ）Ｐ（Ａ＝０）Ｐ（Ｂ＝０）＝ｒ（ａ＋ｂ－ａｂ）＋（１－ｒ）（１－ａ
－ｂ＋ａｂ）．
定理３ 设 Ａ、Ｃ分别为非门的输入、输出信号，则

ｃ＝ｒ（１－ａ）＋（１－ｒ）ａ．
证明 ｃ＝Ｐ（Ｃ＝１）＝ｒＰ（Ａ＝０）＋（１－ｒ）Ｐ（Ａ＝１）

＝ｒ（１－ａ）＋（１－ｒ）ａ．
表１为与非门和或非门的信号概率关系：

表１ 与非门、或非门信号概率关系

逻辑门 输入 输出 信号概率关系

与非门 Ａ、Ｂ Ｃ ｃ＝ｒ（１－ａｂ）＋（１－ｒ）ａｂ

或非门 Ａ、Ｂ Ｃ ｃ＝ｒ（１－ａ－ｂ＋ａｂ）＋（１－ｒ）（ａ＋ｂ－ａｂ）

以上关系的前提是输入信号相互独立，如果逻辑

门的各输入之间存在相关性，则情况会有变化．比如：
两输入与门的输入信号都是 Ａ，按定理１得 ｃ＝ｒａ２＋（１
－ｒ）（１－ａ２），而实际为 ｃ＝ｒａ＋（１－ｒ）（１－ａ）；若两输
入或门的输入都是 Ａ，按定理２得 ｃ＝ｒ（ａ＋ａ－ａ２）＋
（１－ｒ）（１－ａ－ａ＋ａ２），实际为 ｃ＝ｒａ＋（１－ｒ）（１－ａ）．
考虑另一种相关性，若两输入与门的输入分别为 Ａ和
珔Ａ，由定理１，ｃ＝ｒ（ａ－ａ２）＋（１－ｒ）（１－ａ＋ａ２），实际为
ｃ＝１－ｒ；若两输入或门的输入分别为 Ａ和珔Ａ，由定理
２，ｃ＝ｒ（１－ａ＋ａ２）＋（１－ｒ）（ａ－ａ２），实际为 ｃ＝ｒ．不
难看出，在信号相关的情况下，若将定理 １～定理 ３的
结论作适当变换，可得到真实的信号概率关系．变换方
法是对 ａ（若 Ａ是产生相关性问题的信号）作降阶处
理，将 ａ的高阶项降为１阶项．该方法可推广到多输入
逻辑门．

３ 信号概率及电路可靠度计算

３１ 信号概率计算

３．１．１ 单扇出重汇聚结构

图１是２选１数据选择器，它包含扇出重汇聚结构
Ｂ－＞Ｇ．设每个门都以概率 ｒ输出正确值且Ａ、Ｂ、Ｃ相
互独立，由前述公式得：

ｇ＝（１６ａｂ２ｃ－８ａｂｃ－８ｂｃ＋４ｃ）ｒ４＋（－３２ａｂ２ｃ＋１２ａｂｃ＋
４ａｂ＋１２ｂｃ－４ｃ－２）ｒ３

＋（２４ａｂ２ｃ－６ａｂｃ－４ａｂ－６ｂｃ＋ｃ＋１）ｒ２

＋（－８ａｂ２ｃ＋ａｂｃ＋ａｂ＋ｂｃ＋１）ｒ＋ａｂ２ｃ （１）
由于 Ｂ引起Ｅ、Ｆ相关，对式（１）的变量 ｂ作降阶

处理，得：

ｇ＝（８ａｂｃ－８ｂｃ＋４ｃ）ｒ４＋（－２０ａｂｃ＋４ａｂ＋１２ｂｃ－４ｃ－
２）ｒ３＋（１８ａｂｃ－４ａｂ－６ｂｃ＋ｃ＋１）ｒ２＋（－７ａｂｃ＋ａｂ

＋ｂｃ＋１）ｒ＋ａｂｃ （２）
证明 设 Ａ、Ｂ、Ｃ相互独立，若 Ｂ＝０，即 ｂ＝０，用

ｇ０表示该条件下 Ｇ为１的概率（ｇ１有类似含义），可得
ｇ０＝４ｃｒ４－４ｃｒ３－２ｒ３＋ｃｒ２＋ｒ２＋ｒ；若 Ｂ＝１，得 ｇ１＝
（８ａｃ－４ｃ）ｒ４＋（－２０ａｃ＋４ａ＋８ｃ－２）ｒ３＋（１８ａｃ－４ａ－
５ｃ＋１）ｒ２＋（－７ａｃ＋ａ＋ｃ＋１）ｒ＋ａｃ．而 ｇ＝Ｐ（Ｂ＝０）
ｇ０＋Ｐ（Ｂ＝１）ｇ１，得 ｇ＝（８ａｂｃ－８ｂｃ＋４ｃ）ｒ４＋（－２０ａｂｃ
＋４ａｂ＋１２ｂｃ－４ｃ－２）ｒ３＋（１８ａｂｃ－４ａｂ－６ｂｃ＋ｃ＋１）ｒ２

＋（－７ａｂｃ＋ａｂ＋ｂｃ＋１）ｒ＋ａｂｃ，同式（２）．说明降阶变
换法能精确计算图示电路的输出信号概率．
３．１．２ 多扇出重汇聚结构

对于包含两个或更多扇出重汇聚结构的电路，根

据重汇聚结构之间的关系，可以分为独立型、并联型和

内嵌型三种［３］．
图２电路有两个独立的扇出重汇聚结构 Ｂ－＞Ｆ

和Ｃ－＞Ｈ，两者互不包含．

图３电路有两个并联的重汇聚结构 Ａ－＞Ｅ和Ｂ
－＞Ｅ．两者的路径有重合，但任何一个扇出源都不处
于另外一个重汇聚结构的路径中．

内嵌型的特点是存在一个重汇聚结构处于另外的

重汇聚路径中．如图４所示，Ｄ是Ｄ－＞Ｇ的扇出源，它
又处于 Ｂ－＞Ｇ的路径中．

以内嵌型为例进行计算．设图４中 Ａ、Ｂ、Ｃ相互独
立．ｇ＝ｒ（１－ｄｆ）＋（１－ｒ）ｄｆ；而 ｆ＝ｒ＋ｄｅ－２ｒｄｅ，代入
并对 ｄ降阶，可得：
ｇ＝（４ｄｅ－２ｄ）ｒ２＋（－４ｄｅ＋ｄ＋１）ｒ＋ｄｅ （３）
将 ｄ、ｅ代入式（３）并对 ｂ降阶，得：

ｇ＝（１６ａｂｃ－８ａｂ－８ｂｃ＋４）ｒ４＋（－３２ａｂｃ＋１６ａｂ＋１２ｂｃ
－６）ｒ３＋（２４ａｂｃ－１０ａｂ－６ｂｃ＋２）ｒ２＋（－８ａｂｃ＋２ａｂ＋
ｂｃ＋１）ｒ＋ａｂｃ （４）
证明 若 Ｂ＝Ｄ＝０，用 ｇ０表示该条件下 Ｇ为１的

概率（ｇ１、ｇ２、ｇ３有类似含义），ｇ０＝ｒ；若 Ｂ＝０，Ｄ＝１，得
ｇ１＝４ｒ３－６ｒ２＋３ｒ；若 Ｂ＝１，Ｄ＝０，则 ｇ２＝ｒ；若 Ｂ＝Ｄ
＝１，得 ｇ３＝（４－８ｃ）ｒ３＋（１２ｃ－６）ｒ２＋（３－６ｃ）ｒ＋ｃ．而
ｇ＝Ｐ（Ｂ＝０，Ｄ＝０）ｇ０＋Ｐ（Ｂ＝０，Ｄ＝１）ｇ１＋Ｐ（Ｂ＝１，
Ｄ＝０）ｇ２＋Ｐ（Ｂ＝１，Ｄ＝１）ｇ３；另外，Ｐ（Ｂ＝０，Ｄ＝０）＝
Ｐ（Ｂ＝０）Ｐ（Ｄ＝０｜Ｂ＝０）＝（１－ｂ）（１－ｒ），Ｐ（Ｂ＝０，Ｄ
＝１）＝（１－ｂ）ｒ，Ｐ（Ｂ＝１，Ｄ＝０）＝ｂ（２ｒａ－ｒ－ａ＋１），
Ｐ（Ｂ＝１，Ｄ＝１）＝ｂ（ｒ＋ａ－２ｒａ），综上得：
ｇ＝（１６ａｂｃ－８ａｂ－８ｂｃ＋４）ｒ４＋（－３２ａｂｃ＋１６ａｂ＋１２ｂｃ
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－６）ｒ３＋（２４ａｂｃ－１０ａｂ－６ｂｃ＋２）ｒ２＋（－８ａｂｃ＋２ａｂ＋
ｂｃ＋１）ｒ＋ａｂｃ，同式（４）．
包含独立型和并联型重汇聚结构的电路同样可用

降阶法计算信号概率．
３．１．３ 任意节点取值概率计算

下面给出计算软错误影响下电路任意节点取值概

率的步骤．
符号说明：

Ｄ：待求目标节点
Ｓ：新的目标节点集
Ｑ（Ｄ）：Ｄ的前驱节点集
ａｉ（Ｓ）：新的目标节点集 Ｓ中的第ｉ个元素
Ｑ（ａｉ（Ｓ））：ａｉ（Ｓ）的前驱节点集
（１）设输入信号相互独立，并设定各输入节点取值

概率．
（２）在 Ｄ的输入锥中找出所有扇出重汇聚结构；对

内嵌型重汇聚结构，若扇出源 Ｆｊ的取值与扇出源Ｆｉ有
关，称 Ｆｊ依赖于Ｆｉ，记作：Ｆｉ＞Ｆｊ；降阶时，应先处理 Ｆｊ，
再处理 Ｆｉ．

（３）对独立的重汇聚结构，利用降阶法单独计算重
汇聚点信号概率，之后将该结构看成单个门或节点．

（４）依第２节的定理和公式写出 Ｄ（或 ａｉ（Ｓ））的取
值概率表达式，对引发 Ｑ（Ｄ）（或 Ｑ（ａｉ（Ｓ）））相关性的
变量作降阶处理．

（５）将第（４）步结果式中所有变量对应的元素作为
新的目标节点集 Ｓ；重复第（４）步；直至结果表达式的所
有变量都是原始输入．
３２ 电路可靠度计算

设在向量 Ｖｉｎ的激励下，电路的正确响应是［Ｏ１，
Ｏ２，…，Ｏｎ］（其中，ｎ是电路输出节点数，Ｏｉ＝０或 １，ｉ
＝１，２，…，ｎ）．由于软错误的影响，电路可能会有一个
或多个输出与正常值不同．若输入向量为 Ｖｉｎ，则输出
Ｏｉ为１的概率记为 ｏｉ（Ｖｉｎ），电路在 Ｖｉｎ激励下的可靠度
Ｒ（Ｃ｜Ｖｉｎ）表示为：

Ｒ（Ｃ｜Ｖｉｎ）＝∏
ｉ（Ｏｉ＝１）

ｏｉ（Ｖｉｎ）·∏
ｊ（Ｏｊ＝０）

（１－ｏｊ（Ｖｉｎ））

此时认为所有输出相互独立．在此基础上定义电
路可靠度 Ｒ（Ｃ）：

Ｒ（Ｃ）＝∑ Ｒ（Ｃ｜Ｖｉｎ）Ｐ（Ｖｉｎ）

其中，Ｃ表示电路，Ｐ（Ｖｉｎ）表示输入向量为 Ｖｉｎ的概率．通
过随机加载输入的方式，可求出电路可靠度在样本空间

内的均值Ｒ（Ｃ）＝∑
Ｔ

ｋ＝１
Ｒ（Ｃ｜Ｖｉｎｋ）／Ｔ，Ｔ为输入向量数．

４ 实验结果及分析

４１ 异或门实验

图５为异或门电路．

设 Ａ、Ｂ相互独立．当 ＡＢ为（００）、（０１）或（１０）时，对
不同的 ｒ，由文献［４］的简单算法计算得到 ｆ（近似值）与
通过降阶变换得到的 ｆ（精确值）相同；而当 ＡＢ为（１１）
时，ｆ的近似值与精确值会有区别，如图６所示：

当 ＡＢ为（００）、（０１）或（１０）时，Ｄ和Ｅ至少有一个
受与非门控制值的影响，其相关性被掩盖了；而当 ＡＢ
为（１１）时，Ｄ、Ｅ间的相关性使ｆ的近似值与精确值出现
偏差．
４２ Ｃ１７电路实验

图７为 ＩＳＣＡＳ’８５的Ｃ１７电路．

以 Ｘ为目标节点，影响 Ｘ的输入信号为Ａ、Ｂ、Ｃ、
Ｄ，Ｃ是扇出源．若 Ａ、Ｂ、Ｄ任何一个为０，则 Ｆ和Ｈ的
相关性被掩盖了，因此将 Ａ、Ｂ、Ｄ都设为１．图８和图９
示出 ｒ＝１和 ｒ＝０．９时 ｘ随ｃ变化的情况．当 ｃ＝０或 ｃ
＝１时，ｘ的近似值与精确值相同，说明若引起信号相
关性的节点取 １的概率为 １或 ０，则相关性被掩盖了．
图８还说明即使电路无故障，节点取值概率依然受相关
性影响．
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４３ 电路可靠度实验

首先选取 ＩＳＣＡＳ’８５电路进行实验．对各电路随机
加载１０００个向量，取可靠度均值作为结果．实验环境为
ＰＣ（ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ（ＴＭ）ｉ３２３１０ＭＣＰＵ＠２１０ＧＨｚ，２ＧＢＲＡＭ），
与表列文献的实验环境相似．结果如表２所示：

表２所列方法都将 ｒ设为 ０．９９９９，该值与当前
ＣＭＯＳ技术水平相适应［１４］．ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟结果是对每

个电路加载１００００００个向量统计得到的，作为参考值．
各相对误差由下式计算：

相对误差 ＝（｜ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ结果 －该方法 Ｒ（Ｃ）｜／
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ结果）１００％

在所列方法中，本方法所需时间比文献［４］的近似
算法高，而低于文献［７］的方法；相比必须使用大样本
空间输入激励［１５］的 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法，本方法的计算时
间可节省３～５个数量级．

文献［４］提出的精确算法能准确计算电路可靠度．
为便于比较，选取该文献使用的实验电路和 ｒ值，对比
如下：

本方法结果与文献［４］的精确算法相比，误差在极
小的范围内，该误差是由于随机加载输入向量造成的．
在时间开销方面，本方法远低于文献［４］的精确算法．
原因是：若电路包含 Ｎ个逻辑门和Ｍ个相关的重汇聚
结构，利用条件概率算法需计算的次数为２ＭＮ，每次
计算为一个多项式运算；利用本方法的计算次数为 Ｎ，
同样是多项式运算．前者还需考虑条件概率和全概率
公式的计算；而后者仅需进行降阶处理，因此，后者所

需的时间远低于前者．
表２ ＩＳＣＡＳ’８５电路实验结果

电路
文献［７］ＰＴＭ方法 文献［４］近似算法 本文方法

可靠度 Ｒ（Ｃ） 相对误差（％） 可靠度 Ｒ（Ｃ） 相对误差（％） 可靠度 Ｒ（Ｃ） 相对误差（％）
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ
Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

Ｃ１７ ０．９９９４ ０．０１ ０．９９９５ ０ ０．９９９５ ０ ０．９９９５
Ｃ４３２ ０．９８４１ ０．９２ ０．９８５７ ０．７６ ０．９９０６ ０．２６ ０．９９３２
Ｃ４９９ ０．９８００ ０．９５ ０．９６２１ ０．９０ ０．９６７５ ０．３４ ０．９７０８
Ｃ８８０ ０．９６５０ １．３７ ０．９７４０ ０．４５ ０．９７６３ ０．２１ ０．９７８４
Ｃ１３５５ ０．９４９９ ２．８５ ０．９６２２ １．６０ ０．９６３０ １．５１ ０．９７７８
Ｃ１９０８ ０．９３１０ ３．０７ ０．９４４８ １．６３ ０．９５６０ ０．４７ ０．９６０５
Ｃ２６７０ ０．９０５３ ５．３０ ０．９０６６ ５．１７ ０．９１８４ ３．９３ ０．９５６０
Ｃ３５４０ ０．８６５８ ８．７２ ０．８３２５ １２．２３ ０．９１３６ ３．６８ ０．９４８５
Ｃ５３１５ ０．８１９７ １１．２３ ０．８６５５ ６．２７ ０．９０８６ １．６０ ０．９２３４
Ｃ６２８８ ０．７８６０ ２．５５ ０．７８６４ ２．５０ ０．８００２ ０．７９ ０．８０６６
Ｃ７５５２ ０．７４２９ １４．４９ ０．７４９４ １３．７４ ０．７８４５ ９．７０ ０．８６８８
平均值 －－－ ４．６８ －－－ ４．１１ －－－ ２．０４ －－－

表３ ＬＧＳｙｎｔｈ９１＆７４Ｘ电路实验结果（ｒ＝０．９５）

电路
文献［４］近似算法 文献［４］精确算法 本文方法

可靠度 Ｒ（Ｃ） 时间（ｓ） 可靠度 Ｒ（Ｃ） 时间（ｓ） 可靠度 Ｒ（Ｃ） 时间（ｓ）
ｃｕ ０．３８１２ ０．０２８ ０．３８６５ ０．１０１ ０．３８６５ ０．０３６
ｚ４ｍｌ ０．２５２２ ０．００４ ０．２５４６ ０．０５２ ０．２５４６ ０．００９
ｐｃｌｅ ０．２３４２ ０．０３４ ０．２３４２ ０．０６８ ０．２３４２ ０．０３９
ｐｍ１ ０．３８８６ ０．０２７ ０．３８８６ ０．０２７ ０．３８８６ ０．０２７
ｘ２ ０．３８０２ ０．０２３ ０．３８２２ ０．２１８ ０．３８２１ ０．０３０
ｍｕｘ ０．７９６１ ０．０２８ ０．７９２０ ０．０９８ ０．７９２２ ０．０４５
７４１８２ ０．８６７０ ０．０５９ ０．８６７０ ４．６２８ ０．８６７０ ０．０５９
７４１４８ ０．８５５２ ０．１０６ ０．８７８０ １６．６８ ０．８７７８ ０．１６５
７４１５１ ０．８４６５ ０．０７８ ０．８６７０ １０．３５ ０．８６６９ ０．１０３
７４２８３ ０．７８４０ ０．０６２ ０．７５７０ ５．６９６ ０．７５７３ ０．１０６
７４１８１ ０．７２５０ ０．１１６ ０．６９７０ １２５．５８０ ０．６９７８ ０．２５９
７４１８５ ０．７５８５ ０．１３５ ０．７３２０ ５６．２６８ ０．７３２２ ０．２０８
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５ 结束语

本文提出利用多项式运算和降阶变换法计算逻辑

电路输出信号概率，并在此基础上计算电路可靠度．相
比已有方法，本方法能在较短的时间内计算出更准确

的电路可靠度，可用于中大规模电路的可靠度评估，对

辅助集成电路的容错设计具有积极作用．下一步研究
工作是优化计算过程，并考虑电路内部存在闭合回路

的情况．
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