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摘 要： 变正则因子技术是提高仿射投影自适应算法性能的重要方法之一．由于环境噪声的影响，现有的变正
则因子自适应算法收敛速度较慢且稳态误差较大，各种测量、评估误差的存在进一步恶化了算法性能．为提高自适应
算法的跟踪性能，本文在分析无噪先验错误矢量、无噪后验错误矢量和额外均方错误间关系的基础上，提出通过最小

化无噪后验错误矢量信号能量来推导自适应变正则因子表达式的方法．在实践应用中，该方法利用了测量噪声的统计
方差特性，并提出一种更加光滑且更加容易控制的指数缩放因子评估方法．系统辨识的仿真结果表明本文方法与传统
的变正则因子方法以及变步长方法相比有更快的收敛速度与更低的稳态误差．
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１ 引言

自适应滤波算法在通信领域应用广泛，如系统辨

识、网络回声消除等等［１～３］．为克服输入信号相关性影
响，常用仿射投影算法（ＡｆｆｉｎｅＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ，ＡＰＡ）
替代归一化最小均方算法 （ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＬｅａｓｔＭｅａｎ
Ｓｑｕａｒｅ，ＮＬＭＳ）以提高自适应滤波算法的收敛速度［４］．
ＡＰＡ通过重复利用过去的输入信号以提高算法性能，可
视为ＮＬＭＳ算法的推广．众所周知，ＮＬＭＳ算法的步长应

除以输入矢量 ｌ２泛数的平方与一个小的正常数之
和［１］．小的正常数是为避免除零风险．与之类似，ＡＰＡ也
需添加一个正则化对角矩阵以避免对不满秩方阵求逆．
正则化对角矩阵可表示为正则因子δ与单位矩阵的乘

积．带有正则化对角矩阵的仿射投影算法称为正则化
ＡＰＡ（ＲｅｇｕｌａｒｉｚｅｄＡＰＡ，ＲＡＰＡ）［５，６］．

变步长技术是一种提高 ＡＰＡ收敛速度与稳态误差
性能［７～１０］的重要方法 （ＶａｒｉａｂｌｅＳｔｅｐＳｉｚｅＡＰＡ，ＶＳＳ
ＡＰＡ）．然而，ＡＰＡ的跟踪性能也可通过变正则因子技术
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来提高［６，１１］．该方法在 Ｈ∞意义上是最优的，且在扰动
与模型不稳定方面有高鲁棒性．而且，一个好的常量正
则因子即可提高算法性能［１２，１３］．Ｒｅｙ等提出一种通过最
小化滤波器系数错误矢量的 ｌ２泛数的期望来获得可变
正则因子ＡＰＡ（ＶａｒｉａｂｌｅＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎＡＰＡ，ＶＲＡＰＡ）表达
式的方法［６］．Ｃｈｏｉ等人提出一种基于均方错误矢量的归
一化梯度来推导自适应正则矩阵（ＡｄａｐｔｉｖｅＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ
ＡＰＡ，ＡＲＡＰＡ）［１４］表达式的方法．Ｙｉｎ等人将已知或可测
的高斯噪声统计特性加入自适应过程，提出一种新的

变正则因子仿射投影算法［１５］．
上述变正则因子方法在一定程度上提高了 ＲＡＰＡ

的跟踪性能，然而文献［６］与［１４］的代价函数是基于传
统自适应滤波算法的推导思维，即尽可能使后验错误

为零，因而未能充分考虑环境噪声对自适应算法跟踪

性能的影响．文献［１５］中代价函数的选取考虑到了统计
噪声的影响，但其直接令无噪后验错误为零的处理方

法将迫使算法对不相关的干扰信号进行补偿，最终导

致稳态误差增加．除此之外，各种测量、评估误差的存
在也是影响上述各种变正则因子方法性能的重要因

素．鉴于上述不足，本文提出一种通过最小化无噪后验
错误矢量信号能量来推导自适应变正则因子表达式的

方法．由于以无噪后验错误矢量信号的能量最小化作
为代价函数，而非直接令无噪后验错误为零［１５］，这种带

有均方意义的处理方法使算法对不相关噪声信号的干

扰有较强的鲁棒性．在实践逼近中，本文使用了测量噪
声的统计方差特性，并给出一种更加光滑且更加容易

控制的指数缩放因子评估方法．除此之外，文中还讨论
了所提出算法的稳定性能．系统辨识的仿真结果表明
新算法比现有方法收敛速度更快且稳态误差更低．

２ ＶＲＡＰＡ自适应滤波算法

首先简要回顾传统的 ＲＡＰＡ，然后推导新的 ＶＲ
ＡＰＡ．本文基于系统辨识模型［１４～１７］进行分析．设 ｗｏ是
待辨识系统的有限长冲激响应（Ｌ为其长度）；ｗｉ是自
适应滤波器在第 ｉ次迭代时对 ｗｏ的评估；期望信号
｛ｄｉ｝满足：

ｄｉ＝ｕＴｉｗｏ＋ｖｉ （１）
其中 ｕｉ＝（ｕｉ，ｕｉ－１，…，ｕｉ－Ｌ＋１）Ｔ，ｖｉ表示测量噪声，上标
表 Ｔ示矩阵转置．
２１ 传统的ＲＡＰＡ

传统ＲＡＰＡ的迭代公式为：
ｗｉ＝ｗｉ－１＋μＵｉ（Ｕ

Ｔ
ｉＵｉ＋δＩ）－１ｅｉ （２）

其中 Ｕｉ＝［ｕｉ，ｕｉ－１，…，ｕｉ－Ｋ＋１］∈ＲＬ×Ｋ，μ表示步长，
ｄｉ＝（ｄｉ，ｄｉ－１，…，ｄｉ－Ｋ＋１）Ｔ，δ表示正则因子．定义 ｉ时
刻先验错误矢量：ｅｉ＝ｄｉ－ＵＴｉｗｉ－１．式（２）有两个方面值

得注意：一方面，ＲＡＰＡ的收敛性能分析［１８］表明 ０＜μ
＜１或１＜μ＜２均能使算法收敛；然而，第一种选择有
更低的稳态误差，且当μ＝１时，算法收敛速度最快．另
一方面，δＩ是为避免对不满秩方阵求逆而添加的一个
对角矩阵．事实上，ＲＡＰＡ算法的跟踪性能与正则因子

δ的取值联系十分紧密
［６］．具体的说，小正则因子等效

于大的步长，进而导致高速收敛与高稳态误差；大正则

因子等效于小的步长，进而导致缓慢收敛与低稳态误

差．基于以上两方面考虑，可采用固定步长μ＝１来保
证算法高速收敛，并用变正则因子方法来提高 ＲＡＰＡ
的跟踪性能．据此，滤波器系数更新式（２）改写为：

ｗｉ＝ｗｉ－１＋Ｕｉ（ＵＴｉＵｉ＋δｉＩ）－１ｅｉ （３）

２２ 基于无噪后验错误矢量信号能量的ＶＲＡＰＡ
先验错误矢量 ｅｉ可重新表示为：

ｅｉ＝ｅｆ，ｉ＋ｖｉ （４）
其中定义无噪先验错误矢量为：

ｅｆ，ｉ＝ＵＴｉ（ｗｏ－ｗｉ－１） （５）
式（４）中 ｖｉ是测量噪声矢量，它的所有元素都服从零均
值、相互独立的高斯分布，且方差均为σ

２．定义无噪后
验错误矢量为：

εｐ，ｉ＝ＵＴｉ（ｗｏ－ｗｉ） （６）
根据式（３）～（６）计算无噪后验错误矢量与无噪先验错
误矢量间的关系，得：

εｐ，ｉ＝（Ｉ－ＵＴｉＵｉＳｉ）ｅｆ，ｉ－ＵＴｉＵｉＳｉｖｉ （７）
其中

Ｓｉ＝（ＵＴｉＵｉ＋δｉＩ）－１ （８）
近几年已有很多准则被用来推导变正则因子表达

式，例如最大化均方偏差（ＭｅａｎＳｑｕａｒｅＤｅｖｉａｔｉｏｎ，ＭＳＤ）的
减小准则［６］，最小化均方错误 （ＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，
ＭＳＥ）［１４］准则，令无噪后验错误为零［１５］准则等等．然而，
如引言所述，这些方法尚有不足．为提高算法的性能，
本文提出一种新的准则来推导变正则因子表达式，即

最小化无噪后验错误矢量信号能量准则．由于无噪后
验错误的运用，而非基于尽可能使先验错误为零的假

定［６，１４］，提出算法充分考虑了统计噪声特性对算法性能

的影响．同时，由于信号能量的运用，而非直接令无噪
后验错误为零［１５］，这种带有均方意义的处理方法使算

法对不相关噪声信号的干扰有较强的鲁棒性．除此之
外，无噪后验错误矢量信号能量可视为剩余均方错误

（ＥｘｃｅｓｓＭｅａｎＳｑｕａｒｅＥｒｒｏｒ，ＥＭＳＥ）的一种测量［１］．各种自
适应滤波算法的最终目标正是使自适应滤波器以更快

的收敛速度来获得更低的 ＥＭＳＥ，因此直觉上我们可以
通过在每次迭代中最小化无噪后验错误矢量信号能量

来提高算法性能．
基于最小化无噪后验错误矢量信号能量准则的代
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价函数可以表示为：

Ｊ（δｉ）＝ｍｉｎ
δｉ

｛Ｅ［‖εｐ，ｉ‖２］｝ （９）

根据式（７），取εｐ，ｉ的Ｌ２泛数平方的期望，得：
Ｅ［‖εｐ，ｉ‖２］＝Ｅ［ｅＴｆ，ｉ（Ｉ－ＳｉＵＴｉＵｉ）（Ｉ－ＵＴｉＵｉＳｉ）ｅｆ，ｉ］

＋Ｅ［ｖＴｉＳｉ（ＵＴｉＵｉ）２Ｓｉｖｉ］ （１０）
ＵＴｉＵｉ的特征值分解表示为：

ＵＴｉＵｉ＝ＱｉΛｉＱＴｉ （１１）
其中Λｉ＝ｄｉａｇ｛λ１（ｉ），λ２（ｉ），…，λＫ（ｉ）｝表示一个对角
矩阵，对角元素分别为 ＵＴｉＵｉ的特征值，Ｑｉ的列向量为
特征值所对应的特征向量．将式（１１）代入式（８），得：

Ｓｉ＝Ｑｉ（Λｉ＋δｉＩ）－１ＱＴｉ （１２）
将式（１１）和式（１２）代入式（１０），得：
Ｅ［‖εｐ，ｉ‖２］
＝Ｅ［ｅＴｆ，ｉＱｉｄｉａｇ｛…，（δｉ／（δｉ＋λｋ（ｉ）））２，…｝ＱＴｉｅｆ，ｉ］
＋Ｅ［ｖＴｉＱｉｄｉａｇ｛…，（λｋ（ｉ）／（δｉ＋λｋ（ｉ）））２，…｝ＱＴｉｖｉ］

（１３）
对式（１３）右边关于δｉ求导并令其为零，得恒等式：
Ｅ［ｅＴｆ，ｉＱｉｄｉａｇ｛…，λｋ（ｉ）δｉ／（δｉ＋λｋ（ｉ））３，…｝ＱＴｉｅｆ，ｉ］

＝Ｅ［ｖＴｉＱｉｄｉａｇ｛…，λ２ｋ（ｉ）／（δｉ＋λｋ（ｉ））３，…｝ＱＴｉｖｉ］
（１４）

２３ 实践逼近与稳定性考虑

式（１４）的推导过程没有用任何的近似，然而要得到
一个关于δｉ闭合形式的解需提前知道ＵＴｉＵｉ的特征值
与特征向量信息．这在实践中是不可能的，因此需要引
入一些近似假定．ＵＴｉＵｉ的特征值可近似为［６，１４］

λｋ（ｉ）≈Ｌσ２ｕ（ｉ）， １≤ｋ≤Ｋ （１５）
其中 Ｌσ２ｕ（ｉ）可视为所有特征值的平均值，σ２ｕ（ｉ）是在第
ｉ次迭代时对输入信号瞬时方差的估计，可近似表示
为：

σ
２
ｕ（ｉ）≈Ｔｒ｛ＵＴｉＵｉ｝／ＬＫ （１６）

其中Ｔｒ｛·｝表示矩阵的迹．将式（１５）（１６）代入式（１４），得
变正则因子表达式：

δｉ＝Ｌσ２ｕ（ｉ）Ｅ［‖ｖｉ‖２］／Ｅ［‖ｅｆ，ｉ‖２］ （１７）
虽然本文用与现有文献［６，１５］不同的准则推导变正

则因子表达式，但正则因子的值在迭代时的变化过程

与现有结果及期待结果有一致性．具体的说，在迭代的
开始阶段，较大的无噪先验错误导致一个小的δｉ，从而

保证了高速收敛．随着迭代持续，逐渐减小的错误能量
导致逐渐增大的δｉ，进而算法跟踪的准确性提高．当算
法接近收敛时，无噪先验错误矢量的泛数接近于零，即

正则因子几乎为正无穷，导致算法有小的稳态误差．值
得注意的是，正则因子在整个迭代过程中总是正值，且

假定测量噪声的方差是已知或可估的，即 Ｅ［‖ｖｉ‖２］
＝Ｌσ２ｖ成立．ｅｆ，ｉ与ｅｉ间关系式Ｅ‖ｅｆ，ｉ‖２＝Ｅ（‖ｅｉ‖２

－‖ｖｉ‖２）可从式（４）直接导出，然而‖ｅｉ‖２的统计特
性无法在实践中获得．常用的方法是以时间平均代替
统计平均，但当算法接近收敛时这种方法会导致很大

的偏差．这是由于当用常数值 Ｌσ２ｖ代替‖ｖｉ‖２时，随机
出现的噪声值常会导出负的或较小的δｉ，而式（１７）表
明正则因子应始终为正值且应随迭代的进行一直增

加．更重要的是，当算法接近收敛时这种时间平均估计
方法很难保证一个足够大的正则因子来确保低稳态误

差与算法的稳定性．为解决以上问题，本文提出一种更
加光滑且更加容易控制的评估方法：

ｖａｒｉ＝λｖａｒｉ－１＋（１－λ）（‖ｅｉ‖２－Ｌσ２ｖ） （１８）

σ^
２
ｆ，ｉ＝λσ^２ｆ，ｉ－１＋（１－λ）ｅｘｐ（－γＬσ２ｖ／‖ｅｉ‖２）ｖａｒｉ

（１９）
其中λ表示光滑因子，ｅｘｐ（·）表示以 ｅ为基的指数函
数，γ表示值大于１的衰减因子．ｖａｒｉ和σ^２ｆ，ｉ分别表示对
Ｅ［‖ｅｆ，ｉ‖２］的时间平均评估和带有指数缩放因子的评
估．注意，若理论上不可能的情况‖ｅｉ‖２－Ｌσ２ｖ＜０出现
时，设ｖａｒｉ＝ｖａｒｉ－１．光滑因子λ根据λ＝１－１／ηＬ计算，
其中η是一个自然数．表达式 ｅｘｐ（－γＬσ

２
ｖ／‖ｅｉ‖２）称

为指数缩放因子．在迭代的开始阶段，‖ｅｉ‖２值较大，
缩放因子趋近于１，进而保证了大的σ^２ｆ，ｉ和小的δｉ，即算
法在开始阶段高速收敛．当算法接近收敛时，无噪先验
错误矢量的泛数平方‖ｅｆ，ｉ‖２有较小的值，也就是

‖ｅｉ‖２≈‖ｖｉ‖２≈Ｌσ２ｖ成立．这时，影响缩放因子大小
的主要因素为衰减因子γ．具体的说，大的衰减因子导
致非常小的σ^

２
ｆ，ｉ，从而导出非常大的δｉ以保证低稳态

误差．但需要注意的是，过大的衰减因子会导出极大的

δｉ，尽管这在理论上是可行的，但在实践中会导致溢出

问题，且会影响算法开始阶段的收敛速度．通过广泛的
实验发现，衰减因子γ的值取２到４之间能在不同的系
统环境下取得较好效果．基于上述方法，即使随机出现
的噪声值导出与理论结果不符的‖ｅｉ‖２－Ｌσ２ｖ，缩放因
子的衰减功能也会限制其影响，尤其是在算法接近收

敛时．更重要的是，这种评估方法能保证算法在收敛阶
段有非常大的δｉ，从而使算法有低的稳态误差．然而为
了实现方便，２可以代替 ｅ作为指数函数的基．

接下来，在未假定步长μ＝１的情况下分析算法的
稳定性．当且仅当无噪后验错误矢量信号能量小于无
噪先验错误矢量信号能量时算法稳定，即：

Ｅ［‖εｐ，ｉ‖２］－Ｅ［‖ｅｆ，ｉ‖２］＜０ （２０）
根据特征值分解和式（３）～（６），（８），得：
Ｅ［‖εｐ，ｉ‖２］－Ｅ［‖ｅｆ，ｉ‖２］＝

Ｅ［ｅＴｉＱｉｄｉａｇ｛…，（１－μλｋ（ｉ）／δｉ＋λｋ（ｉ））
２－１，…｝ＱＴｉｅｉ］

（２１）
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比较式（２０）与（２１）可得，算法稳定的充要条件是式（２１）的
右边为负定的，即对角矩阵的所有对角元素满足：

（１－μλｋ（ｉ）／δｉ＋λｋ（ｉ））
２＜１， １＜ｋ＜Ｋ （２２）

根据式（２２）得，当步长μ＝１时正则因子δｉ始终是一个正
值，因此提出的算法始终是稳定的．

３ 仿真结果

为检验所提算法性能，对提出算法与传统自适应算法

在系统辨识的仿真实验中进行仿真，比较它们的收敛速度

与稳态误差．随机产生长度为 Ｌ＝１６或 Ｌ＝１２８，且有单位
泛数的有限长冲激响应 ｗｏ．由零均值高斯随机信号通过
一阶ＡＲ（０９）系统 Ｇ１（ｚ）＝１／１－０９ｚ－１或二阶ＡＲＭＡ（２，２）
系统［１４，１５］：Ｇ２（ｚ）＝（１＋０５ｚ－１＋０８１ｚ－２）／（１－０５９ｚ－１＋
０４ｚ－２）产生输入信号．图１、图２与图５用由 Ｇ１（ｚ）产生的
输入信号，图２与图４用由 Ｇ２（ｚ）产生的输入信号．所有实
验取仿射投影阶数Ｋ＝８［１５］，步长μ＝１，衰减因子γ＝３．测
量噪声设为零均值方差为σ

２
ｖ＝１０－３的高斯噪声（ＳＮＲ约为

３０ｄＢ），其中ＳＮＲ表示为：
ＳＮＲ＝１０ｌｏｇ１０（Ｅ［ｙ２（ｉ）］／Ｅ［ｖ２（ｉ）］），

ｙ（ｉ）＝ｕＴｉｗｏ
比较提出算法与标准 ＡＰＡ，ＲＡＰＡ，ＶＲＡＰＡ［６，１５］和

ＶＳＳＡＰＡ［７］的跟踪性能．均方偏差（ＭＳＤ）用于度量自适应
滤波器与目标系统的逼近程度，表示为 ＭＳＤ＝１０ｌｏｇ１０
（‖珟ｗｉ‖２２）．

提出的ＶＲＡＰＡ与ＲＡＰＡ、ＶＲＡＰＡ［６］、ＶＲＡＰＡ［１５］的性
能比较如图１所示．本图以ＡＲ（０９）随机过程作为输入信
号．为使ＲＡＰＡ与提出算法有可比性，使用两个不同正则
因子的ＲＡＰＡ，分别如曲线（ａ）和（ｂ）所示．小正则因子的
ＲＡＰＡ与提出算法具有相同的收敛速度，但稳态误差大．
大正则因子的ＲＡＰＡ与提出算法有相同的稳态误差，但
收敛速度慢．本文其他图中 ＲＡＰＡ的参数设置与图１类
似．ＶＲＡＰＡ中设计参数θ的选择与冲激响应长度和投影

阶数有关［６］．提出算法的光滑因子λ与 ＶＲＡＰＡ［６］、ＶＲ
ＡＰＡ［１５］的光滑因子α均是根据表达式１－１／ηＬ计算．所有
仿真选取η＝１，即当 Ｌ＝１６或 Ｌ＝１２８时光滑因子分别设
置为０９４或０９９８．由图１可得，新算法与ＲＡＰＡ相比有更
好的跟踪性能，与 ＶＲＡＰＡ［６］、ＶＲＡＰＡ［１５］相比在相同的收
敛速度下稳态误差更低．除此之外，图１中冲激响应在第
２５００次迭代时由 ｗｏ设置为－ｗｏ．由图可见，当系统冲激
响应发成突变时，提出算法、ＶＲＡＰＡ［６］与 ＶＲＡＰＡ［１５］都未
损失收敛速度和稳态误差性能．这一特性在其他仿真结果
中不再展示．

自适应算法常常用于非平稳性和极强相关性的恶劣

环境下，如语音回声消除、网络回声消除［１０，１１］等．图２实验
用ＡＲＭＡ（２，２）随机过程作为输入信号，并添加一条ＲＡＰＡ
学习曲线用来比较ＲＡＰＡ与ＶＲＡＰＡ［６］、ＶＲＡＰＡ［１５］的跟踪
性能，其余参数设置保持不变．与图１类似，曲线（ａ）与（ｃ）
中ＲＡＰＡ的参数设置分别为保持它们与新算法有相同的
收敛速度与稳态误差．曲线（ｂ）中ＲＡＰＡ的参数设置为保
持它与 ＶＲＡＰＡ［１５］有相同的稳态误差．由图 ２得，ＶＲ
ＡＰＡ［１５］比ＲＡＰＡ、ＶＲＡＰＡ［６］有更快的收敛速度和更低的稳
态误差．比较图１与图２得，当输入信号为ＡＲＭＡ（２，２）过
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程时，各算法性能均有不同程度下降．但图１的结论仍然
成立，即新算法的收敛速度和稳态误差性能均优于 Ｒ
ＡＰＡ、ＶＲＡＰＡ［６］、ＶＲＡＰＡ［１５］等传统自适应算法．

实践中常会遇到长滤波器情况，图３与图４实验用
１２８作为滤波器长度，故光滑因子应设置为０９９８．文献［６］
中设计参数设置为００５，其余参数分别与图１和图２相
同．ＲＡＰＡ的参数仍是为使其与现有算法有可比性而设．
由图４得，尽管ＶＲＡＰＡ［６］比ＶＲＡＰＡ［１５］有稍微更快的收敛
速度，但ＶＲＡＰＡ［１５］有更低的稳态误差．综合图１与图３、图
２与图４可得，新算法无论在短滤波器还是长滤波器的条
件下，均能获得更快的收敛速度与更低的稳态误差．

提出算法与传统 ＡＰＡ、ＶＲＡＰＡ［６］、ＶＳＳＡＰＡ［７］的性能
比较如图５所示．图中不同步长ＡＰＡ的参数设置与ＲＡＰＡ
的参数设置方法类似，即保证它们与提出算法有相同的收

敛速度或相同的稳态误差．提出算法与ＶＲＡＰＡ［６］的参数
设置与图１相同．ＶＳＳＡＰＡ的常数因子 Ｃ的设置与投影阶
数和信噪比有关［７］．图中曲线（ｄ）与（ｅ）中ＶＳＳＡＰＡ的参数
设置分别为保持它们与提出算法有相同的收敛速度与稳

态误差．由图５得，ＶＳＳＡＰＡ算法的跟踪性能明显优于
ＡＰＡ．比较曲线（ｃ）与（ｄ）得，ＶＳＳＡＰＡ与ＶＲＡＰＡ有相似的
跟踪性能．由曲线（ｆ）得，提出的ＶＲＡＰＡ不仅收敛速度快

且稳态误差低．

４ 结论

本文提出一种新的变正则因子仿射投影算法．通过最
小化无噪后验错误矢量信号能量推导出一个新的变正则

因子表达式．无噪错误矢量信号能量是根据测量噪声的统
计方差与一个指数缩放因子评估方法来评估的．由于理论
上更优的代价函数以及更加光滑可控的评估方法，变正则

因子仿射投影算法的跟踪性能得以提高．仿真结果表明提
出算法的收敛速度与稳态性能均优于标准 ＡＰＡ，ＲＡＰＡ，
ＶＲＡＰＡ［６，１５］和ＶＳＳＡＰＡ［７］．提出算法可进一步用于其他自
适应滤波器应用环境中，如生物工程、移动网络［５］、干扰对

消［１９］等．
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