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摘 要： 具有良好随机性质的伪随机序列在流密码和通信领域中有着广泛的应用．本文构造出一类新的长为
ｐｑｒ的２阶广义分圆序列，并且计算其线性复杂度和极小多项式．结果显示这种序列具有高线性复杂度．
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１ 引言

伪随机序列可广泛地应用于扩频通信系统、码分多

址系统、全球定位系统和软件测试等．具有良好相关特
性的伪随机序列可用做雷达测距、同步和线性系统测量

的信号．具有高线性复杂度的伪随机序列也有多方面的
应用，如用于加密系统等．从线性复杂度的角度考虑，根
据 ＢｅｒｌｅｋａｍｐＭａｓｓｅｙ算法，对于一个周期为 Ｎ的序列，
若其线性复杂度大于 Ｎ／２，则该序列可称为一个好的序
列或称具有高线性复杂度［１］．

由于具有良好的随机特性及代数结构，分圆序列得

到人们的深入研究．丁存生首先构造得到周期为 ｐｑ的
二阶二元分圆序列，该序列具有高线性复杂度和好的自

相关性［２，３］；白等人提出周期为 ｐｑ的四阶二元分圆序
列，其线性复杂度在特定的情况下亦可达到 ｐｑｐ［４，５］；

文献［６］给出周期为 ｐｑ的二元序列分圆序列的另一种
构造方法，该序列亦可同样达到 ｐｑｐ；进一步地讲，Ｙａｎ
等人研究周期为 ｐｍ的二元分圆序列，并计算得到其线
性复杂度［７］；另一方面，ＶＡＥｄｅｍｓｋｉｙ以周期为 ｐ的经
典分圆序列为基础对分圆序列的周期进行推广，提出周

期为 ｐｎ＋１的另一种构造和其线性复杂度［８］；鉴于之前
的研究工作多是奇数长分圆序列，２０１２年，偶数周期为
２ｐｍ的分圆序列被首次提出，并研究得到其相关性和线
性复杂度［９，１０］；Ｈｕ等人进一步极大地扩充奇数周期范
围，给出了周期为 ｐｍ＋１ｑｎ＋１的广义分圆序列的一般构
造方法，并给出其线性复杂度的计算公式［１１］．

需要注意的是，已有结果都是针对一个或两个素数

幂长度的分圆序列，关于超过三个的素数幂长度的分圆

序列的研究则基本没有．我们对这个问题进行了深入研
究，以丁存生和 Ｈｅｌｌｅｓｅｔｈ提出的长为 ｐｅ１１…ｐｅｔｔ的分圆
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码［１２］为理论基础，首次构造得到周期长为 ｐｑｒ的二阶
广义分圆序列，并且计算得到其线性复杂度和极小多

项式．本文得到该序列在特定情况下，其线性复杂度可
以达到 ｐｑｒｐｒ＋ｒ１．本文中采用的分析方法可用来分析
更一般长度的分圆序列，为进一步工作奠定基础．

２ 构造

在本文定义 Ｎ＝ｐｑｒ，ｅ＝（ｐ－１）（ｑ－１）（ｒ－１）／４，
其中 ｐ，ｑ，ｒ（ｐ＞ｑ＞ｒ）是三个互不相同的奇素数，且满
足 ｒ≡１ｍｏｄ４，ｇｃｄ（ｐ－１，ｑ－１）＝ｇｃｄ（ｐ－１，ｒ－１）＝２和
ｇｃｄ（ｒ－１，ｑ－１）＝２．对于环 Ｚｎ，ｎ是正整数，用 Ｚｎ表
示环Ｚｎ中所有可逆元构成的集合．由中国剩余定理［１３］

可知，环 Ｚｎ中存在唯一模ｐ，ｑ，ｒ的公共本原元，将其
记为 ｇ，则对应的阶为 ｏｒｄＮ（ｇ）＝ｅ［１４］．

令 ｙ１和 ｙ２分别是以下两个同余方程组的根：
ｙ１≡ｇ（ｍｏｄｐ）
ｙ１≡１（ｍｏｄｑ）
ｙ１≡１（ｍｏｄｒ

{
）

，

ｙ２≡１（ｍｏｄｐ）
ｙ２≡ｇ（ｍｏｄｑ）
ｙ２≡１（ｍｏｄｒ

{
）

其中０≤ｙ１，ｙ２≤Ｎ－１．由中国剩余定理可知，ｙ１和 ｙ２
存在且唯一．

定义 Ｙ＝｛１，ｙ１｝．令 ｇ在 ＺＮ 上生成的群为 Ｇ＝
（ｇ），由定义可得引理１．

引理１［１２］ ｏｒｄＮ（ｇ）＝ｅ且ｙ２１∈Ｇ．
定义 Ｄ（Ｎ）０ ＝｛ｇｓｙ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１；ｙ∈Ｙ｝

其中 Ｄ（Ｎ）０ 是 ＺＮ的子群且｜Ｄ（Ｎ）０ ｜＝２ｅ，由中国剩余定
理可得 ｙ２Ｄ（Ｎ）０ ．则定义

Ｄ（Ｎ）１ ＝ｙ２Ｄ（Ｎ）０
其中乘法定义为环 ＺＮ中的乘法．称 Ｄ（Ｎ）０ 和 Ｄ（Ｎ）１ 是关

于 Ｎ的二阶广义分圆类［１２］．由引理１和 Ｄ（Ｎ）０ 的定义可

得引理２．
引理 ２［１２］ Ｄ（Ｎ）０ ∩Ｄ（Ｎ）１ ＝ ，Ｄ（Ｎ）０ ∪Ｄ（Ｎ）１ ＝ＺＮ，

其中 表示空集．
定义 Ｐ＝｛ｐ，２ｐ，…，（ｑｒ－１）ｐ｝；

Ｑ＝｛ｑ，２ｑ，…，（ｐｒ－１）ｑ｝－｛ｐｑ，２ｐｑ，…，（ｒ－１）ｐｑ｝；
Ｒ＝｛ｒ，２ｒ，…，（ｐｑ－１）ｒ｝－｛ｐｒ，２ｐｒ，…，（ｑ－１）ｐｒ｝－
｛ｑｒ，２ｑｒ，…，（ｐ－１）ｑｒ｝；
Ｏ＝｛０｝．
和 Ｄ０＝Ｄ（Ｎ）１ ∪Ｑ∪Ｒ∪Ｏ；Ｄ１＝Ｄ（Ｎ）０ ∪Ｐ，
其中 Ａ－Ｂ（Ａ，Ｂ表示集合）表示集合的差．

周期为 Ｎ的二阶广义分圆序列ｓ∞定义如下：

ｓｉ＝
０，ｉｆ（ｉｍｏｄＮ）∈Ｄ０
１，ｉｆ（ｉｍｏｄＮ）∈Ｄ{

１

序列 ｓ∞包含［（ｐ－１）（ｑ－１）（ｒ－１）／２］＋ｑｒ－１个
１和［（ｐ－１）（ｑ＋１）（ｒ＋１）／２］＋２－ｐ个０，即该序列的
不平衡性 Ｉ为：

Ｉ＝｜［（ｐ－１）（ｑ＋１）（ｒ＋１）／２＋２－ｐ］｜
－［（ｐ－１）（ｑ－１）（ｒ－１）／２＋ｑｒ－１］｜
＝｜（ｐ－１）（ｑ＋ｒ－１）－ｑｒ＋２｜

为了更加快捷地计算得到该序列的线性复杂度和

极小多项式，本文将周期为 ｐｑｒ的分圆序列ｓ∞转化为
周期为 ｐｑ的分圆序列来考虑，将复杂问题简单化，计
算得到序列 ｓ∞的线性复杂度．

３ 线性复杂度

令 ｓ∞是一周期为 Ｎ的二元序列．若首一多项式
ｆ（ｘ）＝ｘＬ＋ａＬ－１ｘＬ－１＋…＋ａ１ｘ＋ａ０∈Ｚ２［ｘ］，使得 ｓＬ＋ｔ
＋ａＬ－１ｓＬ－１＋ｔ＋…＋ａ１ｓｔ＋１＋ａ０ｓｔ＝０，对于所有 ｔ≥０均
成立，则称 ｆ（ｘ）是 ｓ∞的特征多项式．易知 ｓ∞的特征多
项式不唯一．

称 ｓ∞的特征多项式中次数最小的首一多项式
ｍ（ｘ）∈Ｚ２［ｘ］为 ｓ∞的极小多项式．序列的极小多项式
存在且唯一．序列 ｓ∞的极小多项式 ｍ（ｘ）的次数ｄｅｇ（ｍ
（ｘ））称为序列 ｓ∞的线性复杂度，记为 ＬＣ（ｓ）．

定义 ｓＮ（ｘ）＝ｓ０＋ｓ１ｘ＋…＋ｓＮ－１ｘＮ－１∈Ｚ２［ｘ］为
序列 ｓ∞的生成函数，或简记为 ｓ（ｘ）．

由文献［１４］可知，ｓ∞的极小多项式为
（ｘＮ－１）／ｇｃｄ（ｘＮ－１，ｓ（ｘ）） （１）

显然，ｓ∞的线性复杂度为
ＬＣ（ｓ）＝Ｎ－ｄｅｇ（ｇｃｄ（ｘＮ－１，ｓ（ｘ））） （２）

本文主要利用式（１）（２）求得序列 ｓ∞的极小多项式
和线性复杂度．

首先令θ是扩域ＧＦ（２ｍ）上的 Ｎ次本原单位根，其
中ＧＦ（２ｍ）是 ｘＮ－１在 Ｚ２上的分裂域，由式（２）可得

ＬＣ（ｓ）＝Ｎ－｜｛ｔ：ｓ（θｔ）＝０，０≤ｔ≤Ｎ－１｝｜

其中 ｓ（ｘ）＝∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

ｘｉ＋∑
ｉ∈Ｐ
ｘｉ （３）

其次若求序列 ｓ∞的线性复杂度，只需求满足 ｓ（θｉ）
＝０，０≤ｉ≤Ｎ－１的个数，可分情况讨论．
若 ｘ＝θ０＝１，则

ｓ（１）＝∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

１＋∑
ｉ∈Ｐ
１

＝（ｐ－１）（ｑ－１）（ｒ－１）／２＋ｑｒ－１
≡０ｍｏｄ２

下面讨论 ｘ＝θｔ，０＜ｔ≤Ｎ－１时 ｓ（ｘ）的值．为了计
算方便和引理的提出，进一步分解 Ｐ，Ｑ和Ｒ并计算其

求和的值，本文分别计算 ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

ｘｉ，∑
ｉ∈Ｐ
ｘｉ的值，从而确定

ｓ（ｘ）的值．
定义 Ｐ１＝｛ｐｑ，２ｐｑ，…，（ｒ－１）ｐｑ｝；
Ｐ２＝｛ｐｒ，２ｐｒ，…，（ｑ－１）ｐｒ｝；
Ｐ３＝Ｐ－（Ｐ１∪Ｐ２）；
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Ｑ１＝｛ｒｑ，２ｒｑ，…，（ｐ－１）ｒｑ｝；
Ｑ２＝Ｑ－Ｑ１．

则有 Ｐ＝Ｐ１∪Ｐ２∪Ｐ３；Ｑ＝Ｑ１∪Ｑ２
且 Ｐ１∩Ｐ２＝Ｐ１∩Ｐ３＝Ｐ２∩Ｐ３＝ ；Ｑ１∩Ｑ２＝ ．

因为

θ
Ｎ－１＝（θｐ）ｑｒ－１

＝（θｐ－１）（１＋θｐ＋…＋θ（ｑｒ－１）ｐ）
＝０

所以１＋θｐ＋…＋θ（ｑｒ－１）ｐ＝０．
换而言之，∑

ｉ∈Ｐ
θ
ｉ＝１．

同理可得

０＝１＋θｑ＋… ＋θ（ｐｒ－１）ｑ＝１＋∑
ｉ∈Ｐ１
θ
ｉ＋∑

ｉ∈Ｑ
θ
ｉ；

０＝１＋θｒ＋… ＋θ（ｐｑ－１）ｒ＝１＋∑
ｉ∈Ｐ１
θ
ｉ＋∑

ｉ∈Ｑ１
θ
ｉ＋∑

ｉ∈Ｒ
θ
ｉ，

由 θ
Ｎ－１＝（θｐｑ）ｒ－１

＝（θｐｑ－１）（１＋θｐｑ＋…＋θ（ｒ－１）ｐｑ）
＝０

易证 ∑
ｉ∈Ｐ１
θ
ｉ＝１．

同理可得 ∑
ｉ∈Ｐ２
θ
ｉ＝∑

ｉ∈Ｑ１
θ
ｉ＝１．

因此 ∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉ＝１；∑

ｉ∈Ｑ
θ
ｉ＝０；∑

ｉ∈Ｒ
θ
ｉ＝１．

因为 ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

＋∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
１

＋∑
ｉ∈Ｐ
＋∑

ｉ∈Ｑ
＋∑

ｉ∈

( )
Ｒ
θ
ｉ＝１，

所以 ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉ＋∑

ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
１

θ
ｉ＝１．

基于以上准备工作，本文下面计算该序列的线性

复杂度，首先分情况讨论 ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ，∑

ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ的值，令符号记

法如上，分别得到引理３－５．
引理３ 若 ｔ∈Ｐ１∪Ｐ２∪Ｑ１，则∑

ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝０．

证明 不失一般性，首先讨论当 ｔ∈Ｐ１时，由定义
知 ｇ是模ｒ的本原元且ｙ１≡１（ｍｏｄｒ）．则

Ｄ（Ｎ）０ ｍｏｄｒ＝｛ｇｓｍｏｄｒ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝

∪｛ｇｓｙ１ｍｏｄｒ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝
＝｛ｇｓｍｏｄｒ：ｓ＝０，１，…，ｒ－２｝
＝｛１，２，…，ｒ－１｝．

且当 ｓ取遍集合｛０，１，…，ｅ－１｝时，Ｄ（Ｎ）０ ｍｏｄｒ将集合
｛１，２，…，ｒ－１｝中每一元素取（ｐ－１）（ｑ－１）／２遍．得

∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝（（ｐ－１）（ｑ－１）／２ｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｐ１
θ
ｉ＝０

当 ｔ∈Ｐ２∪Ｑ１时，同理可证．

引理４ ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝

（ｑ－１）／２ｍｏｄ２，ｉｆｔ∈ Ｑ２
（ｒ－１）／２ｍｏｄ２，ｉｆｔ∈

{ Ｒ
证明 首先，若 ｔ∈Ｑ２，

Ｄ（Ｎ）０ ｍｏｄｐｒ＝｛ｇｓｍｏｄｐｒ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝

∪｛ｇｓｙ１ｍｏｄｐｒ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝
＝｛ｇｓｍｏｄｐｒ：ｓ＝０，１，…，φ（ｐｒ）／２－１｝

∪｛ｇｓｙ１ｍｏｄｐｒ：ｓ＝０，１，…，φ（ｐｒ）／２－１｝
根据环 Ｚｐｒ的分圆类［３］可知

Ｚｐｒ＝｛ｇｓｘｉｍｏｄｐｒ：ｓ＝０，１，…，φ（ｐｒ）／２－１；ｉ＝０，１｝
其中φ（ｘ）是欧拉函数

［１３］．则 Ｄ（Ｎ）０ ｍｏｄｐｒ＝Ｚｐｒ．且当 ｓ
取遍集合｛０，１，…，ｅ－１｝时，Ｄ０（Ｎ）ｍｏｄｐｒ将集合Ｚｐｒ中
每一个元素取（ｑ－１）／２遍．

∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝（（ｑ－１）／２ｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｚ

ｐｒ

θ
ｉｑ＝（ｑ－１）／２ｍｏｄ２

因为θ
ｑ是扩域 ＧＦ（２ｍ）上的一个 ｐｒ次本原元，由

文献［４］知∑
ｉ∈Ｚ


ｐｒ

θ
ｉｑ＝１，则

∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝（（ｑ－１）／２ｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｚ

ｐｒ

θ
ｉｑ＝（ｑ－１）／２ｍｏｄ２

其次，当 ｔ∈Ｒ时，
Ｄ（Ｎ）０ ｍｏｄｐｑ＝｛ｇｓｍｏｄｐｑ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝

∪｛ｇｓｙ１ｍｏｄｐｑ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝
＝｛ｇｓｍｏｄｐｑ：ｓ＝０，１，…，φ（ｐｑ）／２－１．｝

∪｛ｇｓｙ１ｍｏｄｐｑ：ｓ＝０，１，…，φ（ｐｑ）／２－１｝
同时可得

Ｚｐｑ＝｛ｇｓｙｉ１ｍｏｄｐｑ：ｓ＝０，１，…，φ（ｐｑ）／２－１；ｉ＝０，１｝．
同理，Ｄ（Ｎ）０ ｍｏｄｐｑ＝Ｚｐｑ．可得

∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝（（ｒ－１）／２ｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｚ

ｐｑ

θ
ｉｒ＝（ｒ－１）／２ｍｏｄ２．

引理５ 若 ｔ∈Ｐ３，则∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝０

证明 因为 ｙ１≡１（ｍｏｄｑｒ），所以
｛ｇｓｙ１ｍｏｄｑｒ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝

＝｛ｇｓｍｏｄｑｒ：ｓ＝０，１，…，ｅ－１｝

即 ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝（（ｐ－１）ｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｚ

ｑｒ

θ
ｉｐ＝０．

至此，本文得到∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ，０＜ｔ≤Ｎ－１的值，在引理

６中讨论∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ，０≤ ｔ≤ Ｎ－１的值．

引理６ ∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝

１，ｔ∈ Ｐ∪ Ｒ∪ Ｑ２∪ ＺＮ；
０，ｔ∈ Ｑ１∪ Ｏ{ ．

证明 分情况讨论．
情况１ 当 ｔ∈Ｐ１时，ｔＰ＝Ｐ１∪Ｏ且有

∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝（ｑｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｐ１
θ
ｉｔ＋（ｑ－１）ｍｏｄ２＝１，

当 ｔ∈Ｐ２∪Ｒ时，ｔＰ＝Ｐ２∪Ｏ且有

∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝（ｒｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｐ２
θ
ｉｔ＋（ｒ－１）ｍｏｄ２＝１；

当 ｔ∈Ｐ３时，ｔＰ＝Ｐ且∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝∑

ｉ∈Ｐ
θ
ｉ＝１；简言之，当 ｔ
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∈Ｐ∪Ｒ时，∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝１．

当 ｔ∈Ｑ２时，ｔＰ＝Ｐ１∪Ｏ，则

∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝（ｑｍｏｄ２）∑

ｉ∈Ｐ１
θ
ｉｔ＋（ｑ－１）ｍｏｄ２＝１

当 ｔ∈ＺＮ时，ｔＰ＝Ｐ，则∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝∑

ｉ∈Ｐ
θ
ｉ＝１；．

情况２ 当 ｔ∈Ｑ１∪Ｏ时，ｔＰ＝Ｏ，则

∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝（ｑｒ－１）ｍｏｄ２＝０．

在引理３－６中，本文得到∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ和∑

ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ的取值结

果，借此可确定 ｓ（θｔ）的值，即定理１．
定理１

ｓ（θｔ）＝

１， ｔ∈Ｐ∪Ｒ
ｓ（θ）， ｔ∈Ｄ（Ｎ）０
１＋ｓ（θ）， ｔ∈Ｄ（Ｎ）１
０， ｔ∈Ｏ∪










Ｑ

（４）

证明 分情况讨论式（３）的值．

情况１ 当 ｔ∈Ｐ∪Ｒ时，∑
ｉ∈Ｐ
θ
ｉｔ＝１．且由引理３～

引理５可得当 ｔ∈Ｐ时有 ∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝０，即当 ｔ∈Ｐ时，

ｓ（θｔ）＝１；
当 ｔ∈Ｒ时
ｓ（θｔ）＝（ｒ－１）／２＋１＝（（ｒ＋１）／２）ｍｏｄ２．

因 ｒ≡１ｍｏｄ４，所以当 ｔ∈Ｒ时，ｓ（θｔ）＝１．
综上所述，当 ｔ∈Ｐ∪Ｒ时，ｓ（θｔ）＝１．
情况２ 当 ｔ∈Ｄ（Ｎ）０ 时，ｔＤ（Ｎ）０ ＝Ｄ（Ｎ）０ ，因此

ｓ（θｔ）＝∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＋１＝∑

ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
０

θ
ｉ＋１＝ｓ（θ）．

情况３ 当 ｔ∈Ｄ（Ｎ）１ 时，ｔＤ（Ｎ）０ ＝Ｄ（Ｎ）１ ，因此

ｓ（θｔ）＝∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＋１＝∑

ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
１

θ
ｉ＋１．

因为∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉ＋∑

ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
１

θ
ｉ＝１，

所以，当 ｔ∈Ｄ１（Ｎ）时，ｓ（θｔ）＝１＋ｓ（θ）；

情况４ 当 ｔ∈Ｑ１时，由引理３可得∑
ｉ∈Ｄ

（Ｎ）
０

θ
ｉｔ＝０，即

ｓ（θｔ）＝０＋０＝０，
当 ｔ∈Ｑ２时，由引理４可得
ｓ（θｔ）＝（ｑ－１）／２＋１＝（（ｑ＋１）／２）ｍｏｄ２．

因为 ｒ≡１ｍｏｄ４，ｇｃｄ（ｑ－１，ｒ－１）＝２，所以 ｑ≡
３ｍｏｄ４，换言之，当 ｔ∈Ｑ２．时，ｓ（θｔ）＝０．

综上，当 ｔ∈Ｑ∪Ｏ时，ｓ（θｔ）＝０．
定理２

ＬＣ（ｓ∞）＝
ｐｑｒ－［（ｐ－１）（ｑ＋１）（ｒ－１）／２］－ｐ， ２∈Ｄ（Ｎ）０
ｐｑｒ－ｐｒ＋ｒ－１， ２∈Ｄ（Ｎ）

{
１

证明 若２∈Ｄ０（Ｎ），则 ｓ２（θ）＝ｓ（θ２）＝ｓ（θ），所以
ｓ（θ）∈｛０，１｝．即 ｓ（θ）和１＋ｓ（θ）有且只有一个为０．由
定理１和式（２）可知

ＬＣ（ｓ∞）＝ｐｑｒ－［（ｐ－１）（ｑ＋１）（ｒ－１）／２］－ｐ；
若２∈Ｄ（Ｎ）１ ，则 ｓ２（θ）＝ｓ（θ２）＝ｓ（θ）＋１，即 ｓ（θ）

和１＋ｓ（θ）均不为０，同理，ＬＣ（ｓ∞）＝ｐｑｒ－ｐｒ＋ｒ－１．
下面我们来判断 ２∈Ｄ１（Ｎ）在什么条件下成立，进

而序列 ｓ∞可以达到最大线性复杂度．文献［１５］中给出
如何判断一个数是模 Ｎ的平方剩余的定理，即若 ｎ＞１
是一奇数，且有如下分解

ｎ＝∏
ｌ

ｉ＝１
ｐｅｉｉ

其中 ｐｉ为不同的素数，且 ｅｉ为正整数．另设 ｇｃｄ（ａ，ｎ）

＝１．那么同余方程 ｙ２≡ａ（ｍｏｄｎ）当
ａ
ｐ( )
ｉ
＝１对于所有

ｉ∈｛１，２，…，ｌ｝成立时有２ｌ个模ｎ的解，在其他情形下
无解．

本文已设 ｒ≡１ｍｏｄ４，ｇｃｄ（ｐ－１，ｑ－１）＝２，ｇｃｄ（ｐ－
１，ｒ－１）＝２和 ｇｃｄ（ｑ－１，ｒ－１）＝２．由此可得引理７．

引理７ ２是模 Ｎ＝ｐｑｒ的平方剩余当且仅当
ｐ≡－１（ｍｏｄ８），ｑ≡－１（ｍｏｄ８），ｒ≡１（ｍｏｄ８）．
注１ 由引理１可知，若２是模 Ｎ的平方剩余，则

必有２∈Ｇ；则当 ｐ≡ －１（ｍｏｄ８），ｑ≡ －１（ｍｏｄ８），ｒ≡
１（ｍｏｄ８）时，２∈Ｄ（Ｎ）０ ，换言之，若 ２∈Ｄ（Ｎ）１ ，则 ２是模 Ｎ
平方非剩余．因此 ＬＣ（ｓ∞）＝ｐｑｒ－［（ｐ－１）（ｑ＋１）（ｒ－
１）／２］－ｐ；若使 ＬＣ（ｓ∞）＝ｐｑｒ－ｐｒ＋ｒ－１，则需满足 ２
∈Ｄ（Ｎ）１ ，即 ｐ，ｑ，ｒ满足下列条件：

（１）ｐ≡３（ｍｏｄ８），ｑ≡－１（ｍｏｄ８），ｒ≡１（ｍｏｄ８）；
（２）ｐ≡３（ｍｏｄ４），ｑ≡３（ｍｏｄ８），ｒ≡１（ｍｏｄ８）；
（３）ｐ≡３（ｍｏｄ４），ｑ≡３（ｍｏｄ４），ｒ≡－３（ｍｏｄ８）．

４ 极小多项式

令θ是扩域ＧＦ（２ｍ）上的 Ｎ次本原元，定义

ｃ（ｘ）＝∏ｉ∈Ｐ∪Ｒ
（ｘ－θｉ），

ｑ（ｘ）＝∏ｉ∈Ｑ
（ｘ－θｉ），

ｄ０（ｘ）＝∏ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
０

（ｘ－θｉ），

ｄ１（ｘ）＝∏ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
１

（ｘ－θｉ）．

利用多项式根的分解定理可得

ｘＮ－１＝∏
Ｎ－１

ｉ＝０
（ｘ－θｉ）

＝（ｘ－１）ｄ０（ｘ）ｄ１（ｘ）ｃ（ｘ）ｑ（ｘ）．
若２∈Ｄ（Ｎ）０ ，则有 ２Ｄ（Ｎ）ｊ ＝Ｄ（Ｎ）ｊ ，ｊ＝０，１．且

ｄｊ（ｘ）２＝∏ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
ｊ

（ｘ２－θ２ｉ）

＝∏ｉ∈Ｄ
（Ｎ）
ｊ

（ｘ２－θｉ）
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＝ｄｊ（ｘ２）．
因此，ｄｊ（ｘ）∈ＧＦ（２）［ｘ］．
因为 ｇｃｄ（ｐ，２）＝ｇｃｄ（ｑ，２）＝ｇｃｄ（ｒ，２）＝１，所以２Ｑ

＝Ｑ，２（Ｐ∪Ｒ）＝Ｐ∪Ｒ，同理可得 ｑ（ｘ），ｃ（ｘ）∈ＧＦ（２）
［ｘ］．综上，若２∈Ｄ（Ｎ）０ ，

ｘＮ－１＝（ｘ－１）ｃ（ｘ）ｑ（ｘ）ｄ０（ｘ）ｄ２（ｘ）．
注２［４］ 由定理 ２可知，若２∈Ｄ（Ｎ）０ ，即得 ｓ（θ）∈

｛０，１｝．因此为了叙述方便，取θ满足ｓ（θ）＝０．θ值取定
后可立刻得到ｄｊ（ｘ），ｊ＝０，１的表达式．

定理３ 设θ定义如上，则序列 ｓ∞的极小多项式
为：

ｍ（ｘ）＝
（ｘＮ－１）／［（ｘ－１）ｄ０（ｘ）ｑ（ｘ）］， ２∈Ｄ（Ｎ）０
（ｘＮ－１）／［（ｘ－１）ｑ（ｘ）］， ２∈Ｄ（Ｎ）{

１

（５）
证明［４］ 由注２可知，若２∈Ｄ（Ｎ）０ 时，ｓ（θ）＝０，由

式（４）即得式（５）．

５ 结束语

本文首次构造得到一类新的长度为 ｐｑｒ的二阶分
圆序列，并给出了该序列的线性复杂度和极小多项式．
文中定理１给出了序列生成函数 ｓ（ｘ）的取值分布情
况．由定理２可知，该序列在特定情况下，其线性复杂度
可达到 ｐｑｒｐｒ＋ｒ１，即该序列具有高线性复杂度．另外
本文根据多项式根的分解定理给出该序列的极小多项

式，可以用于分析类似结构的分圆序列的线性复杂度．
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