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摘 要： 常循环码是一类重要的纠错码，本文基于（ｘｎ－１）在 Ｆ２［ｘ］上的分解，探讨了环 Ｒ＝Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ２Ｆ２上
任意长度的（１＋λｕ）常循环码的极小生成元集（λ为Ｒ上的单位）．通过分析该环上循环码和常循环码的置换等价性，
得到了该环上码长为奇数及码长 Ｎ≡２（ｍｏｄ４）时（１＋ｕ２）常循环码的生成多项式和极小生成元集．
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１ 引言

环 Ｆ２＋ｕＦ２是介于环 Ｚ４和域 Ｆ４之间的一种四元
环，２００６年，Ｑｉａｎ［１］等人讨论了环 Ｆ２＋ｕＦ２上的单根循
环码和常循环码的结构，得到该环上单根（１＋ｕ）常循
环码的Ｇｒａｙ象是距离不变的二元线性循环码，此后此
类环上的循环码和常循环码被广泛研究［２～１１］．Ａｂｕ
ｌａｒ［２，３］等人确定了环 Ｆ２＋ｕＦ２和 Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ２Ｆ２上任
意长度的循环码、环 Ｆ２＋ｕＦ２上任意长度的常循环码
的结构，得到了其秩和极小生成元集；施敏加［４，５］等人

研究了环 Ｆ２＋ｕＦ２上长为２ｅ的循环码和（１＋ｕ）常循环
码、Ｆｑ［ｕ］／＜ｕｋ＞上的单根常循环码的秩和极小生成
元集；ＺｈｕＳｈｉｘｉｎ［７］等人给出了有限链环上的单根循环码
和负循环码的秩；ＫａｉＸｉａｏｓｈａｎ［８］等人确定了环 Ｆｐ［ｕ］／
＜ｕｋ＞上的（１＋λｕ）常循环码的结构．近来，丁健［９］等人
研究了环 Ｆｐｍ＋ｕＦｐｍ常循环码的置换等价性，得到该环
上一系列常循环码的结构；胡庆［１０］等人探讨了环 Ｆｑ＋
ｕＦｑ＋ｕ２Ｆｑ上任意长度的循环码的结构和秩；施敏加［１１］

确定了环 Ｆ２［ｕ］／＜ｕｋ＞的（１＋λｕ）常循环自对偶码存
在的充要条件．大量的文章研究了环 Ｆｑ［ｕ］／＜ｕｋ＞上
的单根循环码、（１＋λｕ）单根及重根常循环码的结构、
秩和极小生成元集，但是此类环上的其它重根常循环码

的理论仍很不完善且单根α常循环码的秩、极小生成

元集皆是基于（ｘＮ－α）的分解．本文利用（ｘｎ－１）在 Ｆ２
［ｘ］上的分解及环 Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ２Ｆ２上循环码、常循环码
间的置换等价性，得到了该环上任意长度的（１＋λｕ）常
循环码的秩和极小生成元集（λ为Ｒ上的单位）、单根（１
＋ｕ２）常循环及码长 Ｎ≡２（ｍｏｄ４）时的（１＋ｕ２）常循环
码的生成多项式和极小生成元集，对进一步确定该环上

常循环码的距离分布、译码有一定的意义．

２ 基本概念

令 Ｒ代表环 Ｆ＋ｕＦ２＋ｕ２Ｆ２，其中 ｕ３＝０，Ｆ２＝
ＧＦ（２）．在 Ｆ２［ｘ］中，令 ｘｎ－１＝ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）…ｆｊ（ｘ），其
中 ｎ为奇数且ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）…ｆｊ（ｘ）为 Ｆ２［ｘ］上两两互素
的首一不可约多项式，以下简记为 ｆ１、ｆ２、…、ｆｊ．令 Ｃ是
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环 Ｒ上长为Ｎ＝２ｅｎ的码（ｅ为非负整数）、Ｐ（Ｃ）是码 Ｃ

的多项式表示，则 Ｐ（Ｃ）＝｛∑
Ｎ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ｜（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）

∈Ｃ｝．
令 Ｖ是从ＲＮ到ＲＮ的映射：Ｖ（ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－１）＝

（αｃＮ－１，ｃ０，ｃ１，…，ｃＮ－２），其中α是环Ｒ上的单位，则 Ｃ

是环Ｒ上的α常循环码Ｖ（Ｃ）＝Ｃ．
显然有如下命题：

命题 １ 环 Ｒ上长为Ｎ的码 Ｃ是α常循环码
Ｐ（Ｃ）是 Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－α＞的理想．
环 Ｒ上循环码、常循环码 Ｃ的基所含元素的个数

记为ｒａｋ（Ｃ），也即码 Ｃ极小生成元集中的元素个数，称
之为该环上码 Ｃ的秩．

３ 环 Ｒ上任意长度的（１＋λｕ）常循环码

在文献［８］的定理３４及推论４．１０中令 ｋ＝３可得
如下引理．

引理１ 设 Ｃ是环Ｒ上长为Ｎ＝２ｅｎ的（１＋λｕ）常

循环码（λ为Ｒ上的单位），则 Ｃ＝＜ｆ
ｋ１
１ｆ
ｋ２
２…ｆ

ｋｊ
ｊ＞，其中

０≤ｋｉ≤２ｅ·３，ｉ＝１，２，…，ｊ，此时 ｜Ｃ｜＝２３Ｎ－ω，ω

＝∑
ｊ

ｉ＝１
ｋｉｄｅｇ（ｆｉ）．

由引理１易得定理１．
定理１ 对于环 Ｒ上长为Ｎ＝２ｅｎ的（１＋λｕ）常循

环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１ｆ
ｋ２
２…ｆ

ｋｊ
ｊ＞，当ｍａｘ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝０时码

Ｃ＝＜１＞，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ，其极小生成元集为

β＝｛１，ｘ，ｘ
２，…ｘＮ－１｝．

定理２ 对于环 Ｒ上长为Ｎ＝２ｅｎ的（１＋λｕ）常循

环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１ｆ
ｋ２
２…ｆ

ｋｊ
ｊ＞，当０＜ｍａｘ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝≤２ｅ

时，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ．令 ｆ１ｋ１ｆ２ｋ２…ｆｊｋｊ＝ｇ，ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ１，则

ｇ｜（ｘＮ－１），此时
（１）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ，则码 Ｃ＝＜ｇ＞，其

极小生成元集为β＝｛ｇ，ｘｇ，…，ｘ
Ｎ－ｒ－１ｇ，ｕ，ｕｘ，…，

ｕｘｒ－１｝．
（２）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝２ｅ即ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｊ＝

２ｅ，则码 Ｃ＝＜ｕ＞，其极小生成元集为β＝｛ｕ，ｕｘ，…，
ｕｘＮ－１｝．
证明 由 ｇ的取法易得ｇ｜（ｘＮ－１）且ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ

１．
（１）假设存在 ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，Ｄｌ，Ｅｌ∈Ｆ２，ｉ＝０，１，…，Ｎ－

ｒ－１，ｌ＝０，１，…，ｒ－１使得

∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
（ａｉ＋ｕｂｉ＋ｕ２ｃｉ）ｘｉｇ＋∑

ｒ－１

ｌ＝０
（Ｄｌ＋ｕＥｌ）ｕｘｌ＝０

则

ｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ａｉｘｉ＋ｕ∑

ｒ－１

ｌ＝０
Ｄｌｘｌ＋ｕｇ∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｉｘｉ＋ｕ２∑

ｒ－１

ｌ＝０
Ｅｌｘｌ＋ｕ２ｇ∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０ （１）

因为 ｕ｜０、ｕ｜ｕ，所以 ｕ｜（ｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ａｉｘｉ）即

ｘＮ－１
ｇ ｜∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０

ａｉｘｉ．

而 Ｎ－ｒ－１＜ｄｅｇ（ｘ
Ｎ－１
ｇ ）＝Ｎ－ｒ＜Ｎ，

故 ａ０＝ａ１＝…＝ａＮ－ｒ－１＝０ （２）

所以等式（１）可化为 ｕ∑
ｒ－１

ｉ＝０
Ｄｌｘｌ＋ｕｇ∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｌｘｉ＋ｕ２∑

ｒ－１

ｉ＝０
Ｅｌｘｌ＋

ｕ２ｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０．

又因为 ｕｇ｜０、ｕｇ｜ｕ（ｘ
Ｎ－１
λ
）即 ｕｇ｜ｕ２，所以 ｕｇ｜

（ｕ∑
ｒ－１

ｌ＝０
Ｄｌｘｌ）即 ｇ｜∑

ｒ－１

ｌ＝０
Ｄｌｘｌ．

而 ｒ－１＜ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ＜Ｎ，
故 Ｄ０＝Ｄ１＝…＝Ｄｒ－１＝０． （３）

所以等式（１）可化为 ｕｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｉｘｉ＋ｕ２∑

ｒ－１

ｌ＝０
Ｅｌｘｌ＋

ｕ２ｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０．

因为 ｕ２｜０、ｕ２｜ｕ２，所以 ｕ２｜ｕｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｉｘｉ即

ｘＮ－１
ｇ

｜∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｉｘｉ．

而 Ｎ－ｒ－１＜Ｎ－ｒ＝ｄｅｇ（ｘ
Ｎ－１
ｇ ）＜Ｎ，

故 ｂ０＝ｂ１＝…＝ｂＮ－ｒ－１＝０ （４）

所以等式（１）可化为 ｕ２∑
ｒ－１

ｌ＝０
Ｅｌｘｌ＋ｕ２ｇ∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０．所以

ｕ２ｇ｜ｕ２∑
ｒ－１

ｌ＝０
Ｅｌｘｌ即ｇ｜∑

ｒ－１

ｌ＝０
Ｅｌｘｌ．

而 ｒ－１＜ｒ＝ｄｅｇ（ｇ）＜Ｎ，
故 Ｅ０＝Ｅ１＝…＝Ｅｒ－１＝０ （５）

所以等式（１）可化为 ｕ２∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０＝ｕ３，因此

ｘＮ－１
ｇ

｜∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｘｉｘｉ．

而 Ｎ－ｒ－１＜Ｎ－ｒ＝ｄｅｇ（ｘ
Ｎ－１
ｇ ）＜Ｎ，

故 ｃ０＝ｃ１…＝ｃＮ－ｒ－１＝０ （６）
由等式（１）至（６）可知β＝｛ｇ，ｘｇ，…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｇ，ｕ，ｕｘ，
…，ｕｘｒ－１｝可线性组合成（２Ｎ－ｒ）３·（２ｒ）２＝２３Ｎ－ｒ个码字，
且显然组合成的码字皆在码 Ｃ＝＜ｇ＞中，又由引理１
可得｜Ｃ｜＝２３Ｎ－ｒ，故β为码Ｃ＝＜ｇ＞的极小生成元集．

（２）由定理１可得．
定理３ 对于环 Ｒ上长为Ｎ＝２ｅｎ的（１＋λｕ）常循

环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＞，当２ｅ＜ｍａｘ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝≤
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２ｅ＋１时，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ，此时
（１）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的首

一多项式 ｆ和满足条件 ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｆｇ、ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－１）的次
数最高的首一多项式 ｇ．令ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ，ｄｅｇ（ｆ）＝ｓ１．

①当 ｒ＞ｓ时，码 Ｃ＝＜ｆｇ＞，其极小生成元集为β
＝｛ｆｇ，ｘｆｇ，…，ｘＮ－ｒ－１ｆｇ，ｕｆ，ｕｘｆ，…，ｕｘｒ－ｓ－１ｆ，ｕ２，ｕ２ｘ，
…，ｕ２ｘｓ－１｝．

②当 ｒ＝ｓ即ｆ＝ｇ时，码 Ｃ＝＜ｇ２＞，其极小生成
元集为β＝｛ｇ

２，ｘｇ２，…，ｘＮ－ｒ－１ｇ２，ｕ２，ｕ２ｘ，…，ｕ２ｘｒ－１｝．
（２）若 ２ｅ≤ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ＋１，则必存在

Ｆ２［ｘ］上的首一多项式 ｇ＝ｆｋ１－２
ｅ

１ ｆｋ２－２
ｅ

２ …ｆｋｊ－２
ｅ

ｊ 使得码Ｃ
＝＜ｕｇ＞且 ｇ｜（ｘＮ－１）．令 ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ１，则该码的极
小生成元集为β＝｛ｕｇ，ｕｘｇ，…，ｕｘ

Ｎ－ｒ－１ｇ，ｕ２，ｕ２ｘ，…，
ｕ２ｘｒ－１｝．
（３）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝２ｅ＋１即 ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｊ

＝２ｅ＋１，则码 Ｃ＝＜ｕ２＞，其极小生成元集为β＝｛ｕ
２，

ｘｕ２，…ｘＮ－１ｕ２｝．
证明 （１）若 ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ，易知必存在

Ｆ２［ｘ］上的首一多项式 ｆ和满足条件ｆｋ１１ ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｆｇ、
ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－１）的次数最高的首一多项式 ｇ．令 ｄｅｇ（ｇ）＝
ｒ，ｄｅｇ（ｆ）＝ｓ１．
①当 ｒ＞ｓ时，假设存在 ａｉ，ｂｉ，ｃｉ，ａ′１，ｂ′ｉ，Ｄｍ∈Ｆ２，ｉ

＝０，１，…，Ｎ－ｒ－１，ｌ＝０，１，…，ｒ－ｓ－１，ｍ＝０，１，…，ｓ

－１使得∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
（ａｉ＋ｕｂｉ＋ｕ２ｃｉ）ｘｉｆｇ＋∑

ｒ－ｓ－１

ｌ＝０
（ａ′ｌ＋ｕｂ′ｌ）ｕｘｌｆ

＋∑
ｓ－１

ｍ＝０
Ｄｍｕ２ｘｍ＝０，则

ｆｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ａｉｘｉ＋ｕｆ∑

ｒ－ｓ－１

ｌ＝０
ａｌ′ｘｌ

＋ｕｆｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｉｘｉ＋ｕ２∑

ｓ－１

ｍ＝０
Ｄｍｘｍ

＋ｕ２ｆ∑
ｒ－ｓ－１

ｌ＝０
ｂｌ′ｘｌ＋ｕ２ｆｇ∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０ （７）

由 ｆ，ｇ的取法可知ｘ
Ｎ－１
ｇ 与ｆ互素即（ｘ

Ｎ－１
ｇ ，ｆ）＝１，类

似定理２（１）可证得 ａｉ＝ｂｉ＝ｃｉ＝ａ′ｉ＝ｂ′ｉ＝Ｄｍ＝０，即表
示β＝｛ｆｇ，ｘｆｇ，…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｆｇ，ｕｆ，ｕｘｆ，…，ｕｘｒ－ｓ－１ｆ，ｕ２，
ｕ２ｘ，…，ｕ２ｘｓ－１｝可线性组合成（２Ｎ－ｒ）３·（２ｒ－ｓ）２·２ｓ＝
２３Ｎ－（ｒ＋ｓ）个码字，且显然组合成的码字皆在码 Ｃ中，又
由引理１可得｜Ｃ｜＝２３Ｎ－（ｒ＋ｓ），故β为码Ｃ＝＜ｆｇ＞的
极小生成元集．

②当 ｒ＝ｓ时，码 Ｃ＝＜ｇ２＞，类似①可证得其极小
生成元集．

（２）类似定理２（１）可证．
（３）由定理１易得．
定理４ 对于环 Ｒ上长为Ｎ＝２ｅｎ的（１＋λｕ）常循

环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＞，当２ｅ＋１＜ｍａｘ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝≤
２ｅ·３时，

（１）若 ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的
首一多项式 ｆ，ｇ，ｈ使得ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｆｇｈ，ｈ｜ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－
１），ｇ是满足条件的次数最高的多项式，在 ｇ确定后，ｆ
是满足条件的次数最高的多项式．ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ，ｄｅｇ（ｆ）＝
ｓ，ｄｅｇ（ｈ）＝ｔ１．
①当 ｒ＞ｓ＞ｔ时码Ｃ＝＜ｆｇｈ＞，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｔ，

其极小生成元集为β＝｛ｈｆｇ，ｘｈｆｇ，…，ｘ
Ｎ－ｒ－１ｈｆｇ，ｕｈｆ，

ｕｘｈｆ，…，ｕｘｒ－ｓ－１ｈｆ，ｕ２ｈ，ｕ２ｘｈ，…，ｕ２ｘｓ－ｔ－１ｈ｝．
②当 ｒ＝ｓ＞ｔ即ｆ＝ｇ时码Ｃ＝＜ｈｇ２＞，ｒａｎｋ（Ｃ）

＝Ｎ－ｔ，其极小生成元集为β＝｛ｈｇ
２，ｘｈｇ２，…，ｘＮ－ｒ－１

ｈｇ２，ｕ２ｈ，ｕ２ｘｈ，…，ｕ２ｘｒ－ｔ－１ｈ｝．
③当 ｒ＞ｓ＝ｔ即ｆ＝ｈ时码Ｃ＝＜ｆ２ｇ＞，ｒａｎｋ（Ｃ）

＝Ｎ－ｓ，其极小生成元集为β＝｛ｆ
２ｇ，ｘｆ２ｇ，…，ｘＮ－ｒ－１

ｆ２ｇ，ｕｆ２，ｕｘｆ２，…，ｕｘｒ－ｓ－１ｆ２｝．
④当 ｒ＝ｓ＝ｔ即 ｇ＝ｆ＝ｈ时码 Ｃ＝＜ｇ３＞，

ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ，其极小生成元集为β＝｛ｇ
３，ｘｇ３，…，

ｘＮ－ｒ－１ｇ３｝．
（２）若 ２ｅ≤ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ＋１，则必存在

Ｆ２［ｘ］上的首一多项式 ｆ、ｇ使得 ｆｇ＝ｆｋ１－２
ｅ

１ ｆｋ２－２
ｅ

２ …

ｆｋｊ－２
ｅ

ｊ ，ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－１），ｇ是满足条件的次数最高的多项
式．令 ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ，ｄｅｇ（ｆ）＝ｓ１．

①当 ｒ＞ｓ时码Ｃ＝＜ｕｆｇ＞，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｓ，其极
小生成元集为β＝｛ｕｆｇ，ｘｕｆｇ，…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｕｆｇ，ｕ２ｆ，ｕ２ｘｆ，
…，ｕ２ｘｒ－ｓ－１ｆ｝．

②当 ｒ＝ｓ即ｆ＝ｇ时码Ｃ＝＜ｕｇ２＞，ｒａｎｋ（Ｃ）＝
Ｎ－ｒ，其极小生成元集为β＝｛ｕｇ

２，ｕｘｇ２，…，ｕｘＮ－ｒ－１

ｇ２｝．
（３）若 ２ｅ＋１≤ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ·３，则必存在

Ｆ２［ｘ］上的首一多项式 ｇ＝ｆｋ１－２
ｅ＋１

１ ｆｋ２－２
ｅ＋１

２ …ｆｋｊ－２
ｅ＋１

ｊ 使得

码Ｃ＝＜ｕ２ｇ＞且 ｇ｜（ｘＮ－１）．令 ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ１，码 Ｃ＝
＜ｕ２ｇ＞的秩 ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｒ，极小生成元集为β＝
｛ｕ２ｇ，ｕ２ｘｇ，…，ｕ２ｘＮ－ｒ－１ｇ｝．

（４）若 ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝２ｅ·３即 ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｊ
＝２ｅ·３，则码 Ｃ＝＜ｕ３＞＝＜０＞．
证明 （１）若 ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＜２ｅ，则易知必存

在 Ｆ２［ｘ］上的首一多项式 ｆ，ｇ，ｈ使得ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｆｇｈ，
ｈ｜ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－１），ｇ是满足条件的次数最高的多项式，
在 ｇ确定后，ｆ是满足条件的次数最高的多项式．令 ｄｅｇ
（ｇ）＝ｒ，ｄｅｇ（ｆ）＝ｓ，ｄｅｇ（ｈ）＝ｔ１．

①当 ｒ＞ｓ＞ｔ时，码 Ｃ＝＜ｆｇｈ＞，假设存在 ａｉ，ｂｉ，
ｃｉ，ａ′ｉ，ｂ′ｉ，Ｄｍ∈Ｆ２，ｉ＝０，１，…，Ｎ－ｒ－１，ｌ＝０，１，…，ｒ－
ｓ－１，ｍ＝０，１，…，ｓ－ｔ－１使得
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∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
（ａｉ＋ｕｂｉ＋ｕ２ｃｉ）ｘｉｈｆｇ＋∑

ｒ－ｓ－１

ｌ＝０
（ａ′ｌ＋ｕｂ′ｌ）ｕｘｌｈｆ

＋∑
ｓ－ｔ－１

ｍ＝０
Ｄｍｕ２ｘｍｈ＝０，

则 ｈｆｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ａｉｘｉ＋ｕｈｆ∑

ｒ－ｓ－１

ｌ＝０
ａ′ｌｘｌ

＋ｕｈｆｇ∑
Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｂｉｘｉ＋ｕ２ｈ∑

ｓ－ｔ－１

ｍ＝０
Ｄｍｘｍ

＋ｕ２ｈｆ∑
ｒ－ｓ－１

ｌ＝０
ｂ′ｌｘｌ＋ｕ２ｈｆｇ∑

Ｎ－ｒ－１

ｉ＝０
ｃｉｘｉ＝０ （８）

而（
ｘｎ－１
ｇ ，ｆ）＝１，（

ｘｎ－１
ｇ ，ｈ）＝１，故类似定理３（１）可证

得 ａｉ＝ｂｉ＝ｃｉ＝ａ′ｌ＝ｂ′ｌ＝Ｄｍ＝０，
即表示β＝｛ｈｆｇ，ｘｈｆｇ，…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｈｆｇ，ｕｈｆ，ｕｘｈｆ，…，
ｕｘｒ－ｓ－１ｈｆ，ｕ２ｈ，ｕ２ｘｈ，…，ｕ２ｘｓ－ｔ－１ｈ｝可线性组合成
（２Ｎ－ｒ）３·（２ｒ－ｓ）２·２ｓ－ｔ＝２３Ｎ－（ｒ＋ｓ＋ｔ）个码字，且显然组合
成的码字皆在码 Ｃ＝＜ｆｇｈ＞中，又由引理１可得｜Ｃ｜
＝２３Ｎ－（ｒ＋ｓ＋ｔ），故β为码Ｃ＝＜ｆｇｈ＞的极小生成元集．
②、③、④可类似证明．
（２）类似定理３（１）可证得．
（３）类似定理２（１）可证得．
（４）显然成立．

４ 环 Ｒ上的（１＋ｕ２）常循环码

４１ 环 Ｒ上码长Ｎ≡１（ｍｏｄ４）时的（１＋ｕ２）常循环
码

当码长 Ｎ≡１（ｍｏｄ４）时，必存在非负整数 ｋ使得Ｎ
≡４ｋ＋１．令ξ１＝１＋ｕ＋ｕ

２，构造映射φ１：Ｒ［ｘ］／＜ｘ
Ｎ－

（１＋ｕ）＞→Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ２）＞，ｃ（ｘ）→ｃ（ξ１ｘ）
引理２ 如上构造的映射φ１为同构映射．
证明 对于任意 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）∈Ｒ［ｘ］，ｆ（ｘ）≡ｇ（ｘ）

（ｍｏｄ（ｘＮ－（１＋ｕ）））

存在 ｈ（ｘ）∈Ｒ［ｘ］使得 ｆ（ｘ）－ｇ（ｘ）＝ｈ（ｘ）［ｘＮ

－（１＋ｕ）］

ｆ（ξ１ｘ）－ｇ（ξ１ｘ）＝ｈ（ξ１ｘ）［ξ１
ＮｘＮ－（１＋ｕ）］

ｆ（ξ１ｘ）－ｇ（ξ１ｘ）＝ｈ（ξ１ｘ）ξ１
Ｎ［ｘＮ－（１＋ｕ２）］

ｆ（ξ１ｘ）≡ｇ（ξ１ｘ）ｍｏｄ［ｘ
Ｎ－（１＋ｕ２）］

所以映射φ１是从 Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ）＞到
Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ２）＞的一一映射．
由于φ１（ｆ（ｘ）＋ｇ（ｘ））＝ｆ（ξ１ｘ）＋ｇ（ξ１ｘ）＝

φ１（ｆ（ｘ））＋φ１（ｇ（ｘ））

φ１（ｆ（ｘ）ｇ（ｘ））＝ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ）＝φ１（ｆ（ｘ））φ１（ｇ（ｘ））
所以映射φ１是从 Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ）＞到

Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ２）＞的环同构映射．
由引理１、引理２易得如下定理．
定理５ 设 Ｃ是环 Ｒ上码长 Ｎ≡１（ｍｏｄ４）的（１＋

ｕ２）常循环码，则 Ｃ＝＜ｆｋ１１（ξ１ｘ）ｆ
ｋ２２（ξ１ｘ）…ｆ

ｋｊｊ（ξ１ｘ）＞，其
中０≤ｋｉ≤３，ｉ＝１，２，…，ｊ，ｘＮ－１＝ｆ１（ｘ）ｆ２（ｘ）…ｆｊ（ｘ），
其中 ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ），…，ｆｊ（ｘ）为 Ｆ２［ｘ］上两两互素的首一

不可约多项式，此时｜Ｃ｜＝２３Ｎ－ω，ω＝∑
ｊ

ｉ＝１
ｋｉｄｅｇ（ｆｉ）．

由引理２和定理１至定理５，易得如下定理．
定理６ 对于环 Ｒ上码长Ｎ≡１（ｍｏｄ４）的（１＋ｕ２）

常循环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１（ξ１ｘ）ｆ
ｋ２２（ξ１ｘ）…ｆ

ｋｊｊ（ξ１ｘ）＞，当 ｍａｘ
｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝０时码 Ｃ＝＜１＞，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ，其极
小生成元集为β＝｛１，ｘ，ｘ

２，…ｘＮ－１｝．
定理７ 对于环 Ｒ上码长Ｎ≡１（ｍｏｄ４）的（１＋ｕ２）

常循环码 Ｃ＝＜ｆｋ１ｃ（ξ１ｘ）ｆ
ｋ２２（ξ１ｘ）…ｆ

ｋｊｊ（ξ１ｘ）＞，当 ｍａｘ
｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝１时，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ．令 ｆｋ１１ ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｇ，
ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ１，则 ｇ｜（ｘＮ－１），此时

（１）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝０，则码 Ｃ＝＜ｇ（ξ１ｘ）＞，
其极小生成元集为β＝｛ｇ（ξ１ｘ），ｘｇ（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｇ
（ξ１ｘ），ｕ，ｕｘ，…，ｕｘ

ｒ－１｝．
（２）若 ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝１即 ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｊ＝

１，则码 Ｃ＝＜ｕ＞，其极小生成元集为β＝｛ｕ，ｕｘ，…，
ｕｘＮ－１｝．
定理８ 对于环 Ｒ上码长Ｎ≡１（ｍｏｄ４）的（１＋ｕ２）

常循环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１（ξ１ｘ）ｆ
ｋ２２（ξ１ｘ）… ｆ

ｋｊｊ（ξ１ｘ）＞，当
ｍａｘ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝２时，ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ．

（１）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝０，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的首
一多项式 ｆ和满足条件 ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｆｇ，ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－１）的
次数最高的首一多项式 ｇ．令ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ，ｄｅｇ（ｆ）＝ｓ１．

①当 ｒ＞ｓ时，码 Ｃ＝＜ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ）＞，其极小
生成元集为β＝｛ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），ｘｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），…，
ｘＮ－ｒ－１ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），ｕｆ（ξ１ｘ），ｕｘｆ（ξ１ｘ），…，ｕｘ

ｒ－ｓ－１

ｆ（ξ１ｘ），ｕ
２，ｕ２ｘ，…，ｕ２ｘｓ－１｝．

②当 ｒ＝ｓ即ｆ＝ｇ时，码 Ｃ＝＜ｇ２（ξ１ｘ）＞，其极小
生成元集为β ＝｛ｇ

２（ξ１ｘ），ｘｇ
２（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１

ｇ２（ξ１ｘ），ｕ
２，ｕ２ｘ，…，ｕ２ｘｒ－１｝．

（２）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝１，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的首
一多项式 ｇ＝ｆｋ１－１１ ｆｋ２－１２ …ｆｋｊ－１ｊ 使得码 Ｃ＝＜ｕｇ（ξ１ｘ）＞
且 ｇ｜（ｘＮ－１）．令ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ１，该码的极小生成元集β
＝｛ｕｇ（ξ１ｘ），ｕｘｇ（ξ１ｘ），…，ｕｘ

Ｎ－ｒ－１ｇ（ξ１ｘ），ｕ
２，ｕ２ｘ，…，

ｕ２ｘｒ－１｝．
（３）若 ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝２即 ｋ１＝ｋ２＝… ＝ｋｊ＝

２，则码 Ｃ＝＜ｕ２＞，其极小生成元集为β＝｛ｕ
２，ｘｕ２，…

ｘＮ－１ｕ２｝．
定理９ 对于环 Ｒ上码长Ｎ≡１（ｍｏｄ４）的（１＋ｕ２）

常循环码 Ｃ＝＜ｆｋ１１（ξ１ｘ）ｆ
ｋ２２（ξ１ｘ）… ｆ

ｋｊｊ（ξ１ｘ）＞，当
ｍａｘ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝３时，
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（１）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝０，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的
首一多项式 ｆ，ｇ，ｈ使得ｆｋ１１ｆｋ２２…ｆｋｊｊ＝ｆｇｈ，ｈ｜ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－
１），ｇ是满足条件的次数最高的多项式，在 ｇ确定后，ｆ
是满足条件的次数最高的多项式．令ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ，ｄｅｇ（ｆ）
＝ｓ，ｄｅｇ（ｈ）＝ｔ１．
①当 ｒ＞ｓ＞ｔ时码Ｃ＝＜ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ）ｈ（ξ１ｘ）＞，

ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｔ，其极小生成元集为β＝｛ｈ（ξ１ｘ）
ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），ｘｈ（ξ１ｘ）ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１

ｈ（ξ１ｘ）ｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），ｕｈ（ξ１ｘ）ｆ（ξ１ｘ），ｕｘｈ（ξ１ｘ）

ｆ（ξ１ｘ），…，ｕｘ
ｒ－ｓ－１ ｈ（ξ１ｘ）ｆ（ξ１ｘ），ｕ

２ｈ（ξ１ｘ），

ｕ２ｘｈ（ξ１ｘ），…，ｕ
２ｘｓ－ｔ－１ｈ（ξ１ｘ）｝．

②当 ｒ＝ｓ＞ｔ即 ｆ＝ｇ时码 Ｃ＝＜ｈ（ξ１ｘ）ｇ
２（ξ１ｘ）＞，

ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｔ，其极小生成元集为β＝｛ｈ（ξ１ｘ）ｇ
２（ξ１ｘ），

ｘｈ（ξ１ｘ）ｇ
２（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｈ（ξ１ｘ）ｇ
２（ξ１ｘ），ｕ

２ｈ（ξ１ｘ），
ｕ２ｘｈ（ξ１ｘ），…，ｕ

２ｘｒ－ｔ－１ｈ（ξ１ｘ）｝．

③当 ｒ＞ｓ＝ｔ即 ｆ＝ｈ时码 Ｃ＝＜ｆ２（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ）＞，
ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｓ，其极小生成元集为β＝｛ｆ

２（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），
ｘｆ２（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｆ２（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），ｕｆ
２（ξ１ｘ），ｕｘｆ

２

（ξ１ｘ），…，ｕｘ
ｒ－ｓ－１ｆ２（ξ１ｘ）｝．

④当 ｒ＝ｓ＝ｔ即ｇ＝ｆ＝ｈ时码Ｃ＝＜ｇ３（ξ１ｘ）＞，
ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ，其极小生成元集为β ＝｛ｇ

３（ξ１ｘ），
ｘｇ３（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｇ３（ξ１ｘ）｝．
（２）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝１，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的

首一多项式 ｆ、ｇ使得ｆｇ＝ｆｋ１－１１ ｆｋ２－１２ …ｆｋｊ－１ｊ ，ｆ｜ｇ｜（ｘＮ－
１），ｇ是满足条件的次数最高的多项式，令 ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ，
ｄｅｇ（ｆ）＝ｓ１．

①当 ｒ＞ｓ时码Ｃ＝＜ｕｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ）＞，ｒａｎｋ（Ｃ）
＝Ｎ－ｓ，其极小生成元集为β＝｛ｕｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），
ｘｕｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），…，ｘ

Ｎ－ｒ－１ｕｆ（ξ１ｘ）ｇ（ξ１ｘ），ｕ
２ｆ（ξ１ｘ），

ｕ２ｘｆ（ξ１ｘ），…，ｕ
２ｘｒ－ｓ－１ｆ（ξ１ｘ）｝．

②当 ｒ＝ｓ即 ｆ＝ｇ时码 Ｃ＝＜ｕｇ２（ξ１ｘ）＞，ｒａｎｋ
（Ｃ）＝Ｎ－ｒ，其极小生成元集为β ＝｛ｕｇ

２（ξ１ｘ），
ｕｘｇ２（ξ１ｘ），…，ｕｘ

Ｎ－ｒ－１ｇ２（ξ１ｘ）｝．
（３）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝２，则必存在 Ｆ２［ｘ］上的

首一多项式 ｇ＝ｆｋ１－２１ ｆｋ２－２２ … ｆｋｊ－２ｊ 使得码 Ｃ＝＜ｕ２

ｇ（ξ１ｘ）＞且 ｇ｜（ｘ
Ｎ－１）．令 ｄｅｇ（ｇ）＝ｒ１，该码的秩

ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｒ，极小生成元集为β＝｛ｕ
２ｇ（ξ１ｘ），ｕ

２ｘ
ｇ（ξ１ｘ），…，ｕ

２ｘＮ－ｒ－１ｇ（ξ１ｘ）｝．
（４）若ｍｉｎ｛ｋ１，ｋ２，…，ｋｊ｝＝３即 ｋ１＝ｋ２＝…＝ｋｊ＝３，

则码 Ｃ＝＜ｕ３＞＝＜０＞．
４２ 环 Ｒ上码长Ｎ≡３（ｍｏｄ４）时的（１＋ｕ２）常循环

码

当码长 Ｎ≡３（ｍｏｄ４）时，必存在非负整数 ｋ使得Ｎ

＝４ｋ＋３．令ξ２＝１＋ｕ，构造映射

φ２：Ｒ［ｘ］／＜ｘ
Ｎ－（１＋ｕ）＞→Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ２）＞，

ｃ（ｘ）→ｃ（ξ２ｘ）．
类似引理２的证明易得如下引理．
引理３ 如上构造的映射φ２为同构映射．
由于环 Ｒ上码长Ｎ≡３（ｍｏｄ４）和码长 Ｎ≡１（ｍｏｄ４）

时的（１＋ｕ）常循环码的生成多项式的表达形式相同，
故只须将定理５至定理９中所有的ξ１ｘ替换成ξ２ｘ，就
得到了码长 Ｎ≡３（ｍｏｄ４）时的（１＋ｕ２）常循环码的生成
多项式、秩和生成元集．
４３ 环 Ｒ上码长Ｎ≡２（ｍｏｄ４）时的（１＋ｕ２）常循环

码

当码长 Ｎ≡２（ｍｏｄ４）时，必存在非负整数 ｋ使得Ｎ
＝４ｋ＋２，构造映射φ３：
Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－１＞→Ｒ［ｘ］／＜ｘＮ－（１＋ｕ２）＞，ｃ（ｘ）→
ｃ（ξ２ｘ）．
类似引理２的证明易得如下引理．
引理４ 如上构造的映射φ３为同构映射．
设 ｇ（ｘ）、ｐ１（ｘ）、ｐ２（ｘ）、ａ１（ｘ）、ａ２（ｘ）、ｑ１（ｘ）皆为

Ｆ２（ｘ）上的多项式，以下简记为 ｇ、ｐ１、ｐ２、ａ１、ａ２、ｑ１，由
引理４及文献［６］的定理２和定理５立得如下定理．

定理１０ 环 Ｒ上码长Ｎ≡２（ｍｏｄ４）的（１＋ｕ２）常循
环码 Ｃ必是下列三种情形之一：

（１）Ｃ＝＜ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ
２ｐ２（ξ２ｘ）＞，其中

在环 Ｒ上（ｇ＋ｕｐ１＋ｕ２ｐ２）｜（ｘＮ－１）且 ｄｅｇ（ｐ２）＜ｄｅｇ
（ｐ１）．若令 ｄｅｇ（ｇ＋ｕｐ１＋ｕ２ｐ２）＝ｒ，则（１＋ｕ２）常循环码
Ｃ的秩 ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｒ，其极小生成元集为β＝
｛ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ），ｘ［ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１
（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ）］，…，ｘ
Ｎ－ｒ－１［ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋

ｕ２ｐ２（ξ２ｘ）］｝．
（２）Ｃ＝＜ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ），
ｕ２ａ２（ξ２ｘ）＞，其中在 Ｆ２上有 ａ２｜ｇ｜（ｘＮ －１），

ｇ｜ｐ１（
ｘＮ－１
ｇ ），ａ２｜ｐ１（

ｘＮ－１
ｇ ），ａ２｜ｐ２（

ｘＮ－１
ｇ ）（

ｘＮ－１
ｇ ），

ｄｅｇ（ｐ２）＜ｄｅｇ（ｐ１），在 Ｆ２＋ｕＦ２上（ｇ＋ｕｐ１）｜（ｘＮ－１）．
若令 ｄｅｇ（ｇ＋ｕｐ１＋ｕ２ｐ２）＝ｒ、ｄｅｇ（ａ２）＝ｔ，则（１＋ｕ２）常
循环码 Ｃ的秩ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｔ，其极小生成元集为β＝
｛ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ），ｘ［ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１
（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ）］，…，ｘ
Ｎ－ｒ－１［ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋

ｕ２ｐ２（ξ２ｘ）］，ｕ
２ａ２（ξ２ｘ），ｘｕ

２ａ２（ξ２ｘ），…，ｘ
ｒ－ｔ－１ｕ２ａ２

（ξ２ｘ）｝．
（３）Ｃ＝＜ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ），
ｕａ１（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｑ１（ξ２ｘ），ｕ
２ａ２（ξ２ｘ）＞，其中在 Ｆ２上有

ａ２｜ａ１｜ｇ｜（ｘＮ－１），ａ１｜ｐ１（
ｘＮ－１
ｇ ），ａ２｜ｑ１（

ｘＮ－１
ａ１
），ａ２｜ｐ２
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（
ｘＮ－１
ｇ ）（

ｘＮ－１
ａ１
）且 ｄｅｇ（ｐ２）＜ｄｅｇ（ａ２），ｄｅｇ（ｑ１）＜

ｄｅｇ（ａ２）ｄｅｇ（ｐ１），ｄｅｇ（ａ１）．若令 ｄｅｇ（ｇ＋ｕｐ１＋ｕ２ｐ２）＝ｒ、
ｄｅｇ（ｇ＋ｕａ１＋ｕ２ｐ１）＝ｓ、ｄｅｇ（ａ２）＝ｔ，则（１＋ｕ２）常循环
码 Ｃ的秩ｒａｎｋ（Ｃ）＝Ｎ－ｔ，其极小生成元集为

β＝｛ｇ（ξ２ｘ）＋ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ
２ｐ２（ξ２ｘ），ｘ［ｇ（ξ２ｘ）＋

ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ
２ｐ２（ξ２ｘ）］，…，ｘ

Ｎ－ｒ－１［ｇ（ξ２ｘ）＋
ｕｐ１（ξ２ｘ）＋ｕ

２ｐ２（ξ２ｘ）］，ｕ［ａ１（ξ２ｘ）＋ｕｑ１（ξ２ｘ）］，
ｘｕ［ａ１（ξ２ｘ）＋ｕｑ１（ξ２ｘ）］，…，ｘ

ｒ－ｓ－１ｕ［ａ１（ξ２ｘ）＋
ｕｑ１（ξ２ｘ）］，ｕ

２ａ２（ξ２ｘ），ｘｕ
２ａ２（ξ２ｘ），…，ｘ

ｓ－ｔ－１

ｕ２ａ２（ξ２ｘ）｝．

５ 结束语

本文基于（ｘｎ－１）在 Ｆ２［ｘ］上的分解及循环码、常
循环码间的置换等价性，给出了环 Ｆ２＋ｕＦ２＋ｕ２Ｆ２上
任意长度的（１＋λｕ）常循环码的秩和极小生成元集（λ
为Ｒ上的单位）、该环上码长为奇数及码长 Ｎ≡
２（ｍｏｄ４）时的（１＋ｕ２）常循环码的生成多项式和极小生
成元集，对于环 Ｆｑ［ｕ］／＜ｕｋ＞上的情形值得进一步研
究．
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