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跟随伺服控制系统的输入－状态稳定性 

刘启辉，向学辅 

（中国兵器工业第五八研究所 军品部，四川 绵阳 621000） 

摘要：针对跟随控制系统和“领导者”智能体队形控制系统相似的特点，通过输入-状态稳定性（Input-to-State 

Stability ISS）分析了跟随控制系统的稳定性，验证系统控制器的性能。跟随控制系统由主动系统和跟随系统构成，

跟随系统按照确定的跟随模型跟随主动系统。跟随控制系统输入-状态稳定性把主动系统的控制输入与跟随控制系统

内部状态联系起来，并描述了控制输入对系统稳定性能的影响方式。相对其他分析法，采用 ISS分析跟随系统的稳

定性具有不依赖于误差传播的衰减和确定最差边界及计算简单等优点。试验结果表明，采用 ISS分析得到的控制器

的系统是稳定的，实际系统运行情况验证：在控制器控制下，跟随系统按照确定的跟随模型跟随主动系统，在主动

系统的有界外界输入情况下，跟随性能有了显著的提高。 
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Input-to-State Stability on Following Servo Control System 

LIU Qi-hui, XIANG Xue-fu 
(Dept. of Armament Products, No. 58 Research Institute of China Ordnance Industries, Mianyang 621000, China) 

Abstract: Aiming at the similarity of following control system and “guider” intelligent team formation, analyze the 
stability of following servo control system by (Input-to-State Stability ISS) and validate the performance of system 
controller. The following control system consists of active system and following system, and its following system follows 
the active system according to certain following model. The ISS relates the active system input to internal state of the 
following control system and characterizes the way this input affects the stable performance. The ISS that is used to analyze 
the stability of following control system, compared to other stability analysis that does not require attenuation of 
propagating error, and provides the bounds of stabile critical case. The experimentation result demonstrates that the system 
is stable based ISS controller. The running situation shows that under the controlling of controller, following system 
follows the active system according to certain following model and the following performance is improved based on the 
external boundary input of active system.  
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0  引言 

在许多工程系统中，多个伺服控制子系统在关

联约束下实时同步运行是比较常见的 [1-2]。这些关联

约束包括物理机械结构、控制规则和控制信号等。

跟随控制系统的主要目的是控制规则关联约束，不

考虑和分析机械结果的关联约束。输入－状态稳定

性（Input-to-State Stability，ISS）分析常被用来分

析“领导者”多智能体队形的稳定性 [3-4]，由于跟随

控制系统和“领导者”智能体队形控制系统比较相

似，故借鉴 ISS分析跟随控制系统中主动系统的外

界控制输入与跟随控制系统内部状态的关联，通过

ISS 分析给出系统理论基础上的特性，对确定控制

算法中某些参数提供严格的数学界定。 

1  输入－状态稳定性 

1.1  基本定理 

为了表示在跟随控制系统中主动系统和跟随系

统的关系，可采用多智能体系统常用的图论表示方

法，一个系统的关系可简单地描述为 [3-4]： 

( , , )F V E D=                              (1) 

其中，有限集合 1{ , , }nV v v= ⋯ 含有 n 个元素，表

示 n 个子系统； E V V= × ，表示跟随控制系统中子

系统之间存在的关系，比如 ( , )i jv v E∈ ，表示子系统

iv 在跟随控制系统中以 jv 为参考以确定跟随模型

运动，即 iv 跟随 jv 运动；有限集合 { }ijD d= ( n
ijd R∈ )

表示边，子系统 iv 与 jv 的状态关系和关联约束。跟

随控制系统确定跟随模型 ijd =常数，定理跟随系统

iv 的理想状态，以 jv 为主动系统，有： 

( )r
i ji j i ij

j

x S x x d= − −∑                     (2) 
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其中，S 是一个具有 n 阶秩的特殊映射矩阵， ix

表示跟随系统 iv 的实际状态。由此，可得到状态误

差 r
i i ix x x

∆
= −ɶ ，如果跟随控制系统中有多个跟随系

统，则跟随控制系统的误差用 1( , , )nx x x
∆
=ɶ ɶ ɶ⋯ 集合表示。 

1.2  输入－状态稳定性 

跟随控制系统的外界输入对系统内部稳定性的

影响在文献[3]和[4]中分别被称为输入-状态稳定性

和领导者队形稳定性，两者基本原理是一致的，都

是分析系统控制输入对系统内部稳定性的影响。 

定理 1  如果一个系统是输入－状态稳定的，

则必存在一个 K 类函数 γ 和一个 KL 类函数 β [5]，

使得任意的初始跟随控制系统状态误差 )0(~x 和有

界控制输入 )(tu l ，跟随控制系统的状态误差满足： 

[ ]0,( ) ( (0), ) (sup )lt
l

x t x t uβ γ≤ +∑ɶ ɶ            (3) 

其中， ( , )r tβ 是瞬态增益和 ( )l rγ 是渐进增益。 

如果跟随控制系统是输入－状态稳定的，按照

定理 1 的含义，可以得到状态误差满足下式： 

lim ( ) (sup )lt
l

x t uγ
→∞

≤∑ɶ                      (4) 

如果跟随控制系统是渐进输入－状态稳定的，

则增益 )(sup luγ 是系统误差的极限边界。文献[4]

给出了量化稳定性标量 IISP ，其值属于[0, 1]。 

定理 2  一个系统是输入－状态稳定的，则稳

定性能度量表示为
1

1 (1)IIS
l

l

P
γ

∆
=

+∑
。 

由定理 2 知，如系统的外界控制输入在单位球

范围内，可估计出稳定系统状态误差的范围，且范

围是由位移定。影响稳定性的量化值与系统状态误

差成反比，范围增大或减小，量化值减小到 0 值或

增大到 1。跟随控制系统只涉及一个主动系统和一

个跟随系统，不考虑多个和多级跟随控制系统，也

不需引入输入－状态稳定性多级传播的分析方法。 

2  系统描述 

2.1  系统动力学 

跟随控制系统是由 2个子系统主动系统 ax 和跟

随系统 fx 构成。主动系统接受外界控制输入，跟随

系统按照事先确定的跟随模型跟随主动系统运动，

使得跟随误差最小并且在有限时间内收敛到容忍范

围内。主动系统和跟随系统状态动力学如下： 

( )X F= Γɺ                                  (5) 

其中， ( ),
T

a fX x x=ɺ ɺ ɺ ， ( )1 2( ) ( ), ( )
T

a fF f fΓ = Γ Γ ，

)(⋅af 和 )(⋅ff 都是由 3 个光滑函数之和组成 [5]，参

数如下： 
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跟随系统反馈控制律 ( ) ( ( ), ( ))f f a fw t w x t x t= 表明

系统没有外界控制输入，只和自身状态和主动系统

的状态相关。跟随系统与主动系统保持跟随模型

fad 。跟随系统的理想状态 d d
f a fax x d= − ，所以跟随

系统的状态误差定理为： 
d

f f fx x x= −ɶ                               (6) 

等式两边对时间求导，由于 fad 是约定的确定的

跟随模型，跟随系统状态误差动力学方程为： 

( , ,0) ( , , )f f f a a a f ax f x x f x x u= −ɺɶ                (7) 

主动系统的控制律为 ( )au t ，它取决于外界控制

输入，本身系统状态和跟随系统状态；如果 1Γ 中的

1=z 表示主动系统受到跟随系统的内联关系影响；

如果 0=z 表示主动系统不受跟随系统影响。这两种

情况可以用图 1 简单描述。图 1(a)用单向箭头的边

连接主动系统 a 和跟随系统 f，描述跟随系统只受

主动系统影响( 0=z )。图 1(b)用双向箭头边连接主

动系统 a 和跟随系统 f，描述跟随系统受到主动系

统的约束规则为 fad 、主动系统受到跟随系统的约束

规则为 far ( 1z = )。在此只考虑 0=z 的情况。 

 a f a f 
(a) (b)  

图 1  主动系统与跟随系统关系 

主动系统控制律为： ( ) ( , , ( ))a a a f aw t w x x u t= ，其

中， ( )au t 是外部控制输入，并满足 (0) 0au = 和

(0) 0au =ɺ 条件。 

关于系统外界控制输入 ( )au t 对跟随控制系统

的稳定性影响，由定理 1 给出状态误差变化趋势反

映。如果系统稳定，由定理 2 可知， ( )au t 在单位球

内。需要设计的控制律 ( )aw t 具有约束 ( )au t 的作用，

使任意有界 ( )au t 不影响跟随控制系统的稳定性。 

2.2  实际跟随控制系统描述 

主动系统和跟随系统由直流力矩电机驱动负

载，2 个负载同轴连接但可自由转动，忽略机械系
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统的耦合。要求跟随系统电机驱动负载转动的角度

与主动系统电机驱动负载转动角度满足如下关系： 

/ 2d d
f aθ θ=                               (8) 

其中， d
fθ 为跟随系统期望转动角度， d

aθ 为主动

系统期望转动角度，跟随控制系统的外界控制输入。

跟随控制系统的闭环控制模型如图 2。 

 - r
aθ  

主动电机 主动平台 主动控制器 

r
fθ  

跟随电机 跟随平台 跟随控制器 

/2 
/ 2r

αθ  

d
aθ  

-  
图 2  系统控制模型 

该模型和图 1(a) 相对应，跟随系统按照预定的

确定跟随模型去跟随主动系统。主动系统的外界控

制输入是随机的，是跟随控制系统无法观测的。跟

随系统只能感知主动系统电机驱动负载实际输出，

并以此的 1/2 值作为控制输入，形成闭环控制。把

主动系统和跟随系统的控制误差统一到跟随控制系

统的误差表示。控制器的设计要使跟随控制系统的

误差趋于 0，并且受到干扰后，在有限时间内收敛

到容忍范围内。其数学表达为： 

/ 2d d d
af a f= −φ θ θ                         (9) 

/ 2r r
af a f= −φ θ θ                        (10) 

( ) 0d
af af af

∆
= − =ɶφ φ φ                      (11) 

其中，
d
aθ 为主动系统的跟踪控制输入角度，即

主动系统的理想转动角度； d
fθ 为跟随系统的理想转

动角度； d
afφ 为理想相对角度关系； r

aθ 主动系统实际

转动角度； r
fθ 跟随系统实际转动角度； r

afφ 为实际相

对角度关系； af
ɶφ 为实际与理想相对角度关系之间的

误差。 

3  ISS分析应用 

d
afφ 为系统确定跟随模型参数，以 af

ɶφ 为跟随控制

系统的控制输出， 0af =ɶφ 是跟随控制系统的控制期

望；跟随控制系统的动力学方程表示为： 
1

2
r r

af af f a= − = −ɺɶ ɺ ɺ ɺφ φ θ θ                       (12) 

令 1
r

a aω α θ= ɺ ， 2
r

f fω α θ= ɺ ，函数 1( ) 0tα > ， 2( ) 0tα > 。

输出函数 afy = φ ，由输入输出反馈线性化得到： 

1 1
1 2

1
( 1)

2af a fy − −= = + −ɺɺ φ α ω α ω                (13) 

1 1 1
2 1

1
( )

2f ayω α α ω− − − = − −  
ɺ                  (14) 

1
r

a aω α θ= ɺ                               (15) 

选择 ( )d
af afy k= = −ɺ α φ φ ， 0>α 。定理 Lyapunov

候选函数
2

(1 / 2)af afV = ɶφ ，求导变量替换后可得：

2 1
1 2

1

2af af af aV −≤ − +ɶ ɶɺ φ φ α α ω ， 存 在 Rζ ∈ ， 满 足

( )0,1ζ ∈ 使得
2

(1 )af afV ≤ − − ɶɺ ζ φ 。存在系统状态遵从

下列不等式，使其满足上述论述： 

( (0) , ) (sup )af af at≤ +ɶ ɶφ β φ γ ω            (16) 

其中： 

1 (1 )1

2

( , ) tr t r e α ξαβ
α

− −=                     (17) 

2( ) ad
afr r e−= ω αγ φ                        (18) 

由以上式子可确定系统的输入－状态稳定性特

征，说明控制器只要满足式  (12) 的关系，系统是输

入－状态稳定的，控制器能使系统稳定。在设计控

制器时通过求解，找到满足式  (13)～式  (15) 的

1( )tα 和 2( )tα ，从而获得控制算法。 

理想系统跟随曲线如图 3，在实际系统中，采

用 0.02 s的采样周期对整个跟随系统的数据进行采

集，实际跟随曲线如图 4，跟随误差曲线 error以及

误差对比如图 5，error1曲线是另一种 PI 控制算法

得到的跟随误差曲线。实际系统表明：当系统的控

制输入有界变化时，整个跟随控制系统稳定，因为

当主动系统的外界控制输入恒定后，跟随系统的控

制输出趋于恒定，跟随误差在很短时间内收敛并且

恒定，相对另一种 PI 算法动态误差和稳态误差都有

提高；但是实时性仍然比较差。说明通过 ISS分析

求解式  (13)～式  (15) 获得控制算法中的 1( )tα 和

2( )tα ，稳定了实际系统并提高了系统的跟随性能。 
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图 3  理想跟随曲线 
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图 4  实际跟随曲线    （下转第 84页） 
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图 5  跟随误差 

4  结束语 

如果存在 ( , )r tβ 和 ( )l rγ 函数，跟随控制系统的

状态误差满足式  (3)，说明有界不确定控制输入在

系统控制器的约束下，对跟随控制系统稳定性没有

影响。试验结果证明，该方法简单、实用，可以把

主动系统和跟随系统的控制误差统一到跟随控制系

统的误差内，避免复杂的分析计算，减少了不合适

的假设对系统稳定分析的影响。 
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