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摘  要：针对单天线多跳系统中的资源分配策略进行了研究，重点研究了基于能效最优的功率分配算法。所提算

法以系统能效最大化为设计目标，以满足指定的系统服务质量(QoS, quality of service)为约束条件，建立了以源节

点和中继节点发射功率为设计变量的数学优化模型。通过大信噪比区间近似等效，将原始的非凸优化问题转化为

凸优化问题。再利用拉格朗日对偶函数凸优化算法，并借助于 LambertW 函数，最终得到一种功率分配方案的闭

合形式解，避免了采用交替迭代方法来求解最优化问题。相比传统以系统频谱效率最大化为目标的算法，所提算

法能更好地提升系统整体能效，同时降低了功率分配算法的复杂度。 
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Abstract: The joint source-relay power allocation issue in green dual-hop single antenna relaying systems was investi-

gated from the energy efficiency point of view. By considering a practical power consumption model, the optimal algo-

rithm in order to satisfy the constraints of system quality of service was proposed. The non-convex problem was con-

verted into the convex problem through high power approximation and then the highly complicated optimization problem 

was solved by deliberately manipulating the Lagrangian function using the properties of the Lambert function. The opti-

mal transmit power of the source and that of the relay are derived in the form of analytical expressions based on the 

maximization of EE with a guarantee of the required spectral efficiency (SE). It is shown that the optimal relay-to-source 

power ratio is adaptive to the ratio of the instantaneous two-hop channel gains. Numerical simulations have illustrated the 

effectiveness of proposed scheme. 
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1  引言 

近年来，多跳无线通信技术得到了充分的发

展。它利用中继辅助转发信源信号，使蜂窝系统在

链路可靠性、小区覆盖范围以及系统频谱效率等方

面取得了显著提升，也使其成为无线通信领域中的

研究热点之一。特别是中继系统不需要昂贵的有线

回程链路作为支撑，大幅降低网络部署及运营成本

开销

[1~6]
。因此，中继辅助转发的多跳通信技术也

被业内普遍认为是未来异构无线通信网络中的重

要组成部分。 

关于多跳网络系统性能的研究，诸多文献更多

关注于系统频谱效率

[7,8]
和误码分析

[9~14]
的研究，然

而，随着社会对通信系统要求的提高，特别是整个

通信系统的功率消耗对人类生存、健康及环境所带

来的问题越来越受到关注。由此，业界提出了以追

求高能效为目标的绿色通信概念

[15~19]
，而功率分配

问题则直接影响到整个系统的能效性能

[20]
。 

Xu 等
[21]
以正交频分复用(OFDM)多址系统为

背景，考虑符号数和导频数，并基于能效最大化的

目标函数获得最优的功率分配。He 等
[22]
在分布式

天线系统中基于能效最大化的目标函数获得了最

优的功率分配方案。中继辅助转发网络下，将利用

博弈论设计的最优功率分配策略应用于 CDMA 网

络中得到了较深入的研究

[23]
，而假定固定增益的中

继系统下，以最小化功率为准则，Zafar 等
[24]
设计

了最优的功率分配方案。 

然而，系统的总功率消耗不单包括发射机的实

际发射功率，也包括维持设备运转时的电路功耗。

在传统中继辅助系统的功率分配方案中，多以系统

频谱效率最大化为目标，在忽略电路功耗的前提

下，以提升发射功率来获得系统频谱效率的最大

化，在此情况下，会造成系统整体能效性能非常低。 

为了使中继系统能满足未来绿色通信对系统

能量效率(能效)的要求，在系统设计方面引入能效

作为优化准则，并考虑系统的 QoS要求，从而在保

证系统传输有效性的同时，尽可能提升系统的能效

性能。同时，考虑中继节点与信源节点发射功率联

合优化。由于目标函数的复杂性，目前还没有很好

的低复杂度联合功率分配解决方案，对于最优功率

分配方案的闭合形式解更是难以获得。 

本文提出了一种基于能效最大化的单天线两

跳中继系统联合功率分配设计算法。该算法以系统

能效最大化为设计目标，以满足指定的系统服务质

量(QoS, quality of service)为约束条件，建立了以源

节点和中继节点发射功率为设计变量的数学优化

模型。通过大信噪比区间近似等效，将原始的非凸

优化问题转化为凸优化问题。再利用拉格朗日对偶

函数凸优化算法，并借助 LambertW 函数
[25]
，最终

得到一种低复杂度的功率分配方案的闭合形式解，

避免了采用交替迭代方法来求解最优化问题。 

2  系统模型 

本文所研究的通信系统由一个信源节点、一个

信宿节点和一个放大转发中继节点所组成，且 3个

节点均配置为单天线，暂不考虑同信道干扰。假定

所有节点使用同一个频带，且源节点和目的节点之

间无直达径，系统模型如图 1所示。 

 

图 1  系统模型示意 

第一个时隙内，信源节点发送信号 x（ x为功

率归一化信号）到中继节点，则中继节点接收的信

号可以表示为 

 
r s 1
y p hx n= +  (1) 

其中，
s
p 是信源发射功率，h是信源节点至中继节

点的无线信道，服从循环对称复高斯分布，即

(0,1)CN ，
1
n 是均值为零、方差为 1的加性高斯白噪

声(AWGN)，则目的节点接收到的信号可以表示为 

 
s 1 2

y p gwhx gwn n= + +  (2) 

其中，
2
n 是中继节点至信宿节点的均值为零、方差

为 1的加性高斯白噪声。 g为中继节点至信宿节点

的无线信道，服从循环对称复高斯分布，即

(0,1)CN ，w是中继节点所带来的增益，可表示为 

 r

2

s
1

p
w

p h
=

+
 (3) 

其中，
r
p 是中继节点的发射功率。因此，信宿节点

的信噪比可以表示为 
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2

s r

2 2

r s 1

p p gh
SNR

p g p h
=

+ +
 (4) 

从而，可以得到瞬时的系统频谱效率 (SE, 

spectral efficiency)为 

 

2

s r

2 2

r s

lb 1
1

p p gh
R

p g p h

 
 = +
 + + 

 (5) 

一般来讲，由于系统是 2个时隙的信息交互，

该频谱效率 R的对数函数前应乘以因子
1

2
，然而，

该因子并不影响本文基于能效最优的功率分配算

法设计，故暂忽略该因子。本文假定中继节点已知

两跳信道状态信息 g 和 h ，信源节点可以通过中

继节点的反馈进行功率分配算法的设计。 

基于能效最优的绿色通信系统的功率消耗主

要包括发射功率、电路消耗、转换效率消耗以及冷

却消耗等，因此，信源节点和中继节点的总功率消

耗可以表示为 

 
Total,s 1 s 1

Total,r 2 r 2

p a p b

p a p b

= +
= +

 
(6)

 

本文的功率消耗模型参数 [ , ] ( 1,2)
i i
a b i = 是基

于 EARTH 计划的实际参数设置的
[26]
，整个系统的

总功率消耗可以表示为 

 
Total 1 s 2 r 1 2
p a p a p b b= + + +  (7) 

因此，本文所研究的系统能量效率可以定义为

系统频谱效率除以总的功率消耗，其单位为

bit/(s·Hz·J)，可以表示为 

 

2

s r

2 2

r s

1 s 2 r 1 2

lb 1
1

p p gh

p g p h
EE

a p a p b b

 
 +
 + + =

+ + +
 (8) 

式(8)是本文研究的绿色通信通信系统的重要表

达式，其物理意义在于它是每个比特信息从信源节点

通过中继节点传输至信宿节点的频谱效率测度，该测

度不同于传统形式的频谱效率表达式

[27]
，例如Xu等

在文献[28]中也定义了相似的测度，而本文所提的能

效测度表达式能够更加有效地评估能效通信系统，同

时也需要解决该中继能效通信系统的一些问题。 

3  联合信源中继节点的能效最优的多跳系

统功率分配 

本文在保证所需最小频谱效率的目标下通过

对发送功率
s
p 和

r
p 的最优分配以获得系统能效的

最大化，本部分首先利用式(8)的定义建立联合信源

和中继节点的优化模型，通过利用 Lagrangian乘子

等方法获得该优化问题由非凸向凸的转化，其中本

文利用了 Lambert函数以及它的性质来简化并解决

复杂的优化问题。 

3.1  问题形成 

本节首先给出在系统最小频谱效率的约束条

件下最大化能效的数学问题，可表示为 

 
s r

2

s r

2 2

r s

,
1 s 2 r 1 2

0

lb 1
1

max

s.t.  

p p

p p gh

p g p h

a p a p b b

R r

 
 +
 + + 

+ + +
≥

 

(9)

 

其中，
0
r 是所需的最小频谱效率，单位为 bit/(s·Hz·J)，

需要说明的是用户端服务质量的约束可以有不同的

表示形式。式(9)中
0

R r≥ 即为最小频谱效率约束，结

合目标函数和约束条件并通过海森矩阵计算可以得

出该数学问题是非凸问题，这是由于目标函数中信噪

比的表达式分母中含有常数 1导致的。在文献[29]已

证明了如果忽略常数 1，则该数学问题是凸问题，而

且 Boyd 等已经在文献[30]中证明凸函数的仿射函数

一定是伪凸函数，因此，通过高信噪比的近似，式(9)

中的数学问题可以转化为如下的伪凸优化问题 

 

s r

1 s 2 r 1 2

2,

s r

2 2

r s

2
0s r

2 2

r s

min  

lb 1

1 1
s.t.  

lb 1

p p

a p a p b b

p p gh

p g p h

rp p gh

p g p h

+ + +
 
 +
 + 

 
 +
 + 

≤

 

(10)

 

该近似的原理主要是源于实际中 2个噪声方差

的乘积通常远远小于高发射功率下
s
p 和

r
p 之积。 

3.2  解析表达式的推导 

式(10)对应的拉格朗日函数可以表达为
[31,32]

 

 

1 s 2 r 1 2

2

s r

2 2

r s

2
0s r

2 2

r s

lb 1

1 1

lb 1

a p a p b b
f

p p gh

p g p h

rp p gh

p g p h

λ

+ + +
= +

 
 +
 + 

 −  
  +
  +  

ɶ

 

(11)
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由凸优化理论的 KKT 条件可以获知，拉格朗日

函数 fɶ关于变量
s
p 和

r
p 的一阶导数应为零，且拉格

朗日乘子 0λ≥ 。因此，通过求解拉格朗日函数 fɶ关

于变量
s
p 和

r
p 的一阶导数为零的方程可以得到 

 

2

s r 1 s 2 r 1 2

1 2 2 2 2 2

r s r s s r

lb 1
p gh p a p a p b b

a
p g p h p g p h p gh p

λ  + + + +
 + − ⋅
 + + + 

 

 

2 2 2

r

2 2

r s

0
g gh p

p g p h
=

+
 (12) 

和 

2

s r 1 s 2 r 1 2

2 2 2 2 2 2

r s r s s r

lb 1
p gh p a p a p b b

a
p g p h p g p h p gh p

λ  + + + +
 + − ⋅
 + + + 

 

2 2 2

s

2 2

r s

0
h gh p

p g p h
=

+
 (13) 

从式(12)和式(13)可以获得 

 1
r s

2

ha
p p

a g
=  (14) 

通过对式(13)中 rp 的变量替换可以得到 

 ( )s

s

lb 1 = 1+p

p

ψ ϖ
ρϕ ϕ θη ϖθ

θ

 − 
 +
 + 
 

 (15) 

其中， 

 

2

1

1 2

g h a

a g a h
η∆

+
 

 
1 1 2

 +
h

a a a
g

ϕ∆  

 
2

1 g h aθ ∆  

 1 2 +a g a hϖ ∆  

 

2 2

1 2

 
+

g h

a g a h
ρ∆  

 1 2 b bψ λ∆ + +  (16) 

需要说明的是对于方程(15)的求解是比较困难

的，其难点主要在于方程左边是对数函数，而方程

右边是线性函数，无法线性求解。为了求解方程

(15)，本文引入了 Lambert函数，该函数是 ezz 的逆

函数。例如，若 = ezzφ ，则可得到 { }z φ=W [25]
。本

文定义 

 

s

ln 2

 
1

z

p

ρϕ ψ ϖ
θ ϕ θ

η

 − 
 

+
≜  (17) 

则方程(15)可转换为 

 e =2 ln 2z z
ρϕ
θ ρϕ ψ ϖη

θ ϕ θ
−  − 

 
 (18) 

关于变量 z的方程(18)可通过 Lambert 函数获

得求解如下 

 = 2 ln 2z
ρϕ
θ ρϕ ψ ϖη

θ ϕ θ
−  −  

  
W  (19) 

其中， {}⋅W 是 Lambert函数，即对于方程 eww ς=
中 0ς > 的变量而言，该方程关于 w的解可通过

Lambert函数 { }ςW 获得，从而 sp 的解可以表达为 

1 2

s

1 2

1

ln 2
1

=
(ln 2)

2

b b

p
b b

ρϕ
θ

λρϕ ϖ
θ ϕ θ

ηλρϕ ϖ
θη ϕ θ

−

−

+ + − 
  −

 + + −  
  

W

 (20) 

式(20)的推导结果中包含了拉格朗日乘子λ，而
式(10)的KKT条件中要求拉格朗日乘子λ是非负的，
该问题的求解可通过下面分情况的计算方法获得。 

3.3  拉格朗日乘子的计算 

由于拉格朗日乘子 0λ≥ ，所以本节分 2 种情

况进行讨论和求解。 

1) 当 0λ > 时 

本文首先研究 0λ > 的情况，式(10)的其中一个

KKT条件可以表示为 

 

2

s r

02 2

r s

lb 1 0
p gh p

r
p g p h

λ
  
  + − =

  +  

 (21) 

该式是指对于 0λ > 的情况时，式(10)的第二项

等于零才能满足 KKT条件，通过将式(14)和式(20)

代入 KKT条件，得到 

( )0

1 2

1

21

2 1

2

exp 2 ln 2

2 2 1
r

b b

a
g h

a

a
g h

a

ρϕ
θ

ρϕ
θ

λρϕ ϖη
θ ϕ θ

η

−

− −

  + +  −   
    

 
+ 

 = +
 
 
  

W

 

(22) 
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 利用Lambert函数的重要性质，即
{ }

{ }
=e

δδ
δ

W

W

[25]
，可简化方程(22)获得λ。 

 ( ) ( )0 0

1 1

2 21 1

1 2
2 21 1

2 2

1
= + 2 1 ln 2

ln 2 2
2

r r

a a
g h g h

a a
b b

a a
g h g h

a a

ϕϖ ϕλ η η
θ η

− −

   
+ +   

   + + − −
   
   
      

 (23)

 

从式(16)中的 ρ、ϕ、θ 的定义可以得到 =1
ρϕ
θ

，通过式(14)中λ的表达式可以推导出最优信源功率分

配
s
p 的解析表达式为 

0 0

0 0

1 2 1 2 1 2

2 2 2

1 1 1

1 2 1 2

2 2

1

s

1

| | | | | | | | | | | | 1
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2| || | | || | 2 | || |

| | | | | | | |1 1
(2 1) 1 ln (2 1)

2 2| || | 2 | || |

=

r r

r r

a g a h a g a h a g a h

g h a g h a g h a

a g a h a g a h

g h h

p

a g a

η η

η η

   + + + − + − +   
      

    + +  − + − +   
        

W

1 2

2

1

| | | |

| || |

a g a h

g h a

+
−  (24) 

因此，通过将式(24)的结果代入式(14)中可以获得中继节点最优功率分配
r
p 的表达式为 

0 0

0 0

1 2 1 2 1 2

2 2 2

2 1 1

r

1 2 1 2

2 2

1 1

| | | | | | | | | | | | 1
(2 1) 1 ln (2 1)

2| | | | | || | 2 | || |

| | | | | | | |1 1
(2 1) 1 ln (2 1)

2 2| || | 2 | || |

r r

r r

a g a h a g a h a g a h

g h a g h a g h a
p
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g h a g h a

η η

η η
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   
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=
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     
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     

W

1 2

2

2

| | | |

| | | |

a g a h

g h a

+
−  (25) 

2) 当 =0λ 时 

通过推导可以获得 =0λ 情况下的最优功率分配表达式，即通过求解

s

0
f

p

∂ =
∂

ɶ
可得 

1 1

1 1

1 2 1 22 21 2 1 2
s s

2 2 2 21 1 1 1
1 1 2 1 1 2

2 2 2 2

exp ln2 ln2

a a
g h g h

a a g h a a g ha ab b b b
p p
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   + +                           

 
( )

( )

2 2

1 2
1 2

2 2

11 2

ln 2

2
g h b b a g a h

g h aa g a h

+ +
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+
 (26) 

从而，最优发送功率
s
p 可推导获得如式(27)所示。 
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1
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1 2
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22
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 (27) 

将式(27)代入式(14)可推导出中继节点
r
p 的最优发送功率为 

 

1 21 2
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2 1 2 2 1 2

2

21 22 2 1 2

22
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 (28) 
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讨论 1  式(27)关于最优的发送功率

s
p 并不能

保证最小的频谱效率约束，若该情形出现，则实际

应用中应舍掉式(27)而采用式(24)的结果，即将式

(24)中关于
s
p 的解作为最优的发送功率分解。另外，

需说明的是式(24)和式(27)均为正确结果，而选择哪

个表达式作为最优的发送功率分配取决于哪个结

果能获得更高的能量效率。 

讨论 2  式(28)关于最优的中继节点功率分

配是两跳单中继通信系统的能效研究，而且，联

合信源中继节点最优功率分配的能效研究可扩

展至多跳多中继通信系统中

[31]
。以多跳多中继系

统为例，信源节点和多个中继节点的功率分配均

可通过本文定义的最大化能效表达式来获得最

优功率分配，然而，该问题的求解将引入高阶变

量的推导，这方面的推导和性能分析的研究将作

为基于能效最大化的最优功率分配的后续工作

进行展开。 

讨论 3  由于本文所提方案主要关注单用户发

送，下面讨论如何将本文所提单用户发送方案扩展

至多用户场景，并且不需要额外的公式推导，值得

一提的是多用户的扩展最大的问题是用户间的干

扰，本文给出 2种解决方案。 

第 1 种方案可以通过 OFDMA(orthogonal fre-

quency division multiple access)技术消除多用户之

间的干扰，多用户的发送可以通过将本文发送方案

应用不同频率，因而，正交的频分复用多址技术使

多用户之间完全正交，多用户之间的干扰也可以完

全消除。 

第 2 种方案可以通过 OFDM (orthogonal fre-

quency division multiplexing)技术消除多用户之间

的干扰，多用户的发送可以通过将本文发送方案应

用于不同子载波上，因而，OFDM的正交子载波使

不同用户间保持较好的正交性，所以多用户之间的

干扰也可以完全消除。 

讨论 4  本文所提方案是基于大信噪比情况

下近似获得的，需要说明的是，中低信噪比情况

下，所提方案是无法获得类似大信噪比的近似公

式的，因而无法获得所提方案的闭合解析解，由

于目标函数的分数形式，故只能通过蒙特卡洛获

得其数值解。 

4  仿真和分析 

本节对所提出的联合信源中继节点功率分配

以最大化能效的方案进行了仿真，其中蒙特卡洛仿

真次数设为 10 000，且功率消耗模型参数 [ ]1 1,a b 和

[ ]2 2,a b 设为 [ ]7.25, 469 、[ ]3.14,69 或 [ ]4.4,8.7 。3种

可能场景的选择，即宏基站(macro BS)、微基站

(micro BS)和微微基站(pico BS)取决于 EARTH 计划

中的建模

[26]
。基于频谱效率最大化的功率消耗场景和

次优的方案也进行了仿真和分析，其中信源和中继节

点的功率之比

r

s

=
p

p
τ 可通过式(14)推导获得并且参考

WINNER计划取固定的值。需要说明的是本节在仿真

中利用了Matlab软件中的 {}⋅W 函数。 

图 2的功率消耗模型(PCM, power consumption 

model)参数仿真中设置为
1 1

[ , ] [3.14,69]a b = 和

2 2
[ , ] [4.4,8.7]a b = ，图 2给出了所提方案与其他 2种

方案

[35~37]
的能效和所需最小频谱效率的对比结果，

从图中可以看到
0

2r = bit/(s·Hz)时，所提方案比已有

文献中的速率最大化方案高 20%的增益，比功率比

1
=

4
τ 的次优方案高30%的增益。 

 

图 2  所需频谱效率 r0与能效对比结果 

图 3 给出了不同功率消耗模型参数(PCM)下所

提方案可获得的能量效率结果，从图中可以看到当

PCM参数为 7.25, 469a b= = 的宏基站时，无论中继

节点参数如何变化，能量效率会急剧恶化；而且，

当信源节点或中继节点是宏基站时 ( 7.25,a =  

469b = )，所有能量效率曲线逐渐趋于相同。其中

值得说明的是，EE 先递增后递减主要是因为所需

服务质量要求的增加所导致的，频谱效率的提升是

以发送功率的增加为代价的，同时获得了一定的能

效；然而，低频谱效率的方案中能效的增益要大于

发送功率的代价。 
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图 3  不同 PCM参数下的能效对比结果 

5  结束语 

本文针对两跳单信源单中继系统设计了一种

基于能效最大化的联合信源中继节点的最优功率

分配方案，建立了以源节点和中继节点发射功率为

设计变量的数学优化模型，通过大信噪比区间近似

的等效，将原始的非凸优化问题转化为凸优化问

题。再利用拉格朗日对偶函数凸优化算法，并借助

于 LambertW 函数，最终得到一种功率分配方案的

闭合形式解，避免了采用交替迭代方法来求解最优

化问题，相比传统以系统频谱效率最大化为目标的

算法，本算法能够更好地提升系统整体能效，同时

降低了功率分配算法的复杂度。通过仿真验证了所

提方案的有效性和理论推导的正确性。另外，本文

所研究的两跳中继系统向多跳系统的扩展将是该

方向的后续工作。 
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