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基于变分原理的波形钢腹板箱梁挠度计算解析法 
 

姚  浩 1，程  进 1,2 
(1. 同济大学桥梁工程系，上海 200092；2. 同济大学土木工程防灾国家重点实验室，上海 200092) 

摘  要：该文通过在纵向位移函数中引入翘曲变形函数以及剪切转角来分别考虑箱梁剪力滞效应和波形钢腹板剪

切变形的影响，基于能量变分原理，提出一种波形钢腹板箱梁挠度计算的解析方法。并分别针对单箱单室和单箱

双室波形钢腹板箱梁算例，将该文方法与仅考虑波形钢腹板剪切变形的挠度计算方法及有限元值进行比较分析。

结果表明：该文方法具有较高的准确性；剪切变形影响系数随高跨比和宽跨比的增大明显增大，而剪力滞效应影

响系数受高跨比的变化影响较小。 
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ANALYTICAL METHOD FOR CALCULATING DEFECTION OF 
CORRUGATED BOX GIRDERS BASED ON VARIATIONAL PRINCIPLE 

YAO Hao1 , CHENG Jin1,2 

(1. Department of Bridge Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China;  

2. State Key Laboratory for Disaster Reduction of Civil Engineering, Tongji University, Shanghai 200092, China) 

 

Abstract:  A warping displacement function and a shear rotation are introduced in a longitudinal displacement 

function for considering the shear lag effect of a box girder and the shear deformation of corrugated webs. Based 

on a variational principle, an analytical method for calculating the deflection of corrugated box girders is proposed. 

For the cases of single-box single-cell and single-box double-cell girders, the results of the proposed method are 

compared with those of the methods which only considers the effect of shear deformation of corrugated webs and 

those of the finite element methods. The results show that the proposed method has high accuracy. The shear 

deformation coefficient significantly increases with the increase of depth-span ratio and width-span ratio while the 

shear lag effect coefficient is less affected by depth-span ratio.  

Key words:  box girders with corrugated steel webs; analytical method; shear lag effect; shear deformation; 

variational principle; deflection 

 

波形钢腹板箱梁是采用波形钢腹板代替传统

混凝土腹板的一种钢混组合箱梁。由于波形钢腹板

的使用能够有效降低箱梁自重，并且从根本上解决

传统混凝土箱梁腹板斜裂缝的问题，使得波形钢腹

板组合箱梁桥在桥梁工程中得到广泛的研究和应

用。传统的研究波形钢腹板静力性能的方法主要有

模型试验法、数值分析法和理论解析法。国外学  

者[1―4]早在 20 世纪 90 年代已经通过大量模型试验

对波形钢腹板梁的抗剪性能、抗弯性能、极限承载

力等进行了系统的分析。国内吴文清等[5―7]也通过

试验研究了波形钢腹板箱梁的剪力滞效应，扭转、

畸变以及变形等性能。模型试验在准确反映波形钢
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腹板梁的力学性能方面具有其独特的优势，但也同

样存在试验花费较高以及诸多试验因素不可控的

弊端。目前，对于波形钢腹板梁的数值分析法均  

倾向于采用实体或板单元模拟混凝土顶底板，采用

壳单元模拟波形钢腹板，其对分析箱梁的剪力滞效

应[8]、畸变应力[9]等均具有较高的精度。但是由于

数值分析法对于大型桥梁的建模过程繁杂，计算效

率低，也存在一定的不足。 

通过合理的假定及简化，采用理论解析法研究

波形钢腹板梁的力学性能能够揭示其力学机理及

其与主要影响因素之间的相互关系，对于指导模型

试验或数值分析法进行参数分析具有重要作用。当

前对于波形钢腹板采用理论解析法的研究主要集

中于箱梁的剪力滞效应[10―11]。但对于波形钢腹板箱

梁而言，箱梁的剪力滞效应及波形钢腹板的剪切变

形均降低了箱梁的刚度，引起较大的变形[12]。而已

有的通过理论分析得到波形钢腹板箱梁挠度解析

解法，或忽略了箱梁剪力滞效应的影响[7,13]，或未

对波形钢腹板剪切变形和箱梁剪力滞效应的影响

进行深入分析[14―15]，并且研究多集中于单箱单室波

形钢腹板箱梁。本文将基于变分原理，提出一种综

合考虑波形钢腹板剪切变形和箱梁剪力滞效应影

响的单箱多室波形钢腹板箱梁挠度计算的解析方

法。其次以简支梁作用跨中集中荷载和作用均布荷

载为例，给出挠度控制微分方程的解析解。最后将

本文提出的方法与文献[7]的方法进行比较，验证其

精确性，并进一步检验公式推广到单箱多室箱梁的

精度，最后，探究箱梁高跨比和宽跨比变化与剪切

变形影响系数和剪力滞效应影响系数的关系。 

1  基本假定 

本文的推导和计算主要基于以下假定： 

①  外荷载产生的弯矩均由混凝土顶底板承

担，而剪力均由波形钢腹板承担，并且剪应力沿腹

板高度方向均匀分布； 

② 假设混凝土顶底板的翘曲变形(由剪力滞效

应引起的翘曲变形)沿翼板高度方向均匀分布，而沿

横向的分布采用余弦函数模拟； 

③ 假设箱梁混凝土顶底板竖向纤维间无相互

挤压，忽略混凝土顶底板平面外的剪应变及横向正

应变； 

④ 箱梁在弹性工作范围内，并且忽略普通钢

筋和预应力钢筋的影响； 

⑤  忽略伸入箱梁顶底板的波形钢腹板的影

响，计算模型均为等截面箱梁。 

2  基于变分原理的波形钢腹板箱梁 
挠度计算解析法 

本方法将基于上述假定，通过在纵向位移函数

中引入翘曲变形函数以及剪切转角来分别考虑箱

梁剪力滞效应和波形钢腹板剪切变形的影响，应用

变分原理，得到以翘曲位移转角极值和竖向挠度为

未知函数的单箱多室波形钢腹板箱梁挠度计算的

控制微分方程，并推导挠度计算解析解。该方法包

括纵向位移函数的描述、应变及应变能的计算、控

制微分方程的推导以及挠度计算解析解四个部分，

下面分别给出具体过程。 

2.1  纵向位移函数的描述 

图 1 所示为典型单箱多室波形钢腹板箱梁截

面，其中 x 轴平行于梁轴线，y 轴为桥梁横向，z

轴为桥梁竖向。图中位于两腹板之间的顶板部分称

为内翼板，位于腹板之外的顶板部分称为外伸板。 

 
图 1  单箱多室波形钢腹板箱梁截面 

Fig.1  Cross section of single-box multi-cell corrugated box 

girder 

 
图 2  波形钢腹板形状参数 

Fig.2  Geometric notations of corrugated webs 

箱梁在竖向荷载对称荷载作用下，主要存在沿

x 轴方向的纵向位移及沿 z 轴方向的竖向位移。混

凝土顶底板任意位置的纵向位移由两部分组成： 
1) 由截面倾角 引起的纵向位移 1U z   ，其

中 为截面弹性轴线的斜率，则 ( ) ( )x x    ，

( )x 表示由竖向弯曲挠度引起的梁弹性轴线转

角， ( )x 为截面剪切转角。根据假定①，波形钢腹

板内剪应力沿高度方向均匀分布，可得截面的剪切

转角 ( )x 为： 



 工    程    力    学 179 

 

w w w

( ) ( )
( )

x Q x
x

G G A

               (1) 

式中： ( )Q x 为外荷载产生的梁内竖向剪力； wG 为

波形钢腹板的等效剪切模量，根据 Johnson 和

Cafolla[16] 的 研 究 ， 可 采 用 式 w ( ) /G G b c   

( sec )b c  计算得到，其中b、c 、 为波形钢腹

板形状参数，如图 2 所示，G 为钢材剪切模量； wA

是波形钢腹板的受剪面积。 
因此： 1( , , ) ( ( ) ( ))U x y z z x x   。 

2) 由箱梁剪力滞效应引起的纵向位移

2 ( , , ) ( ) ( )U x y z z y u x  ，其中 ( )y 为假设的横截

面翘曲函数， ( )u x 为横截面顶底板翘曲位移转角极

值。鉴于文献[17]提出余弦函数作为翘曲函数计算

箱梁剪力滞系数的精确性，本文翘曲函数同样采用

余弦函数。根据假定②，各箱室翘曲变形基于其局

部坐标系给出，仅是横向坐标 y 的函数： 

2 1

2

2 1

π
cos , 1,2, ,

2

π
( ) cos , 1,2, ,

2

π
cos

2

i

i

n

y
i n

a

y
y i n

a

y

a











 









顶板内翼板

底板

顶板外伸板

   

(2) 
式中：a2i1、a2i ( 1,2, ,i n  )分别为箱室 i 顶板内翼

板及底板的半宽；a2n+1为外伸板宽度(如图 1 所示)。 

混凝土顶底板纵向位移函数可写为： 

1 2( , , ) ( , , ) ( , , )U x y z U x y z U x y z    

( ( ) ( ) ( ) ( ))z x x y u x          (3) 

2.2  应变及应变能的计算 

根据假定③，忽略混凝土顶底板平面外的剪切

变形 xz 和 yz 及横向应变 y ，仅考虑面内的剪应变

xy 以及纵向的正应变 x 。因此箱梁各箱室顶板内

翼板、底板、顶板外伸板应变计算如下： 

顶板内翼板： 

1

( , , )
x

U x y z

x
 

 


 

2 1

π
( ) ( ) cos ( )

2 i

y
z x x u x

a
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1
2 1 2 1
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2 2xy
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y a a


 

 
     

 (4b) 

底板： 

 

2

( , , )
x

U x y z

x
 

 


 

2

π
( ) ( ) cos ( )

2 i

y
z x x u x

a
 
 

    
 

    (5a) 

2
2 2

( , , ) π π
sin ( )

2 2xy
i i

U x y z y
z u x

y a a


 
     

  (5b) 

顶板外伸板： 

3

( , , )
x

U x y z

x
 

 


 

2 1

π
( ) ( ) cos ( )

2 n

y
z x x u x

a
 



 
    

 
   (6a) 

3
2 1 2 1

( , , ) π π
sin ( )

2 2xy
n n

U x y z y
z u x

y a a


 

 
     

 (6b) 

式中： 1x 、 2x 、 3x 分别为顶板内翼板、底板和

顶板外伸板的纵向正应变； 1xy 、 2xy 、 3xy 分别

为顶板内翼板、底板和顶板外伸板的面内剪应变。 

箱梁的应变能包括顶板、底板及波形钢腹板的

应变能： 

顶板内翼板： 
2 2

1 c 1 c 10
( )d d d

l

x xy

A

V E G y z x         (7) 

底板： 
2 2

2 c 2 c 20
( )d d d

l

x xy

A

V E G y z x        (8) 

顶板外伸板： 
2 2

3 c 3 c 30
( )d d d

l

x xy

A

V E G y z x        (9) 

式中： 1V 、 2V 、 3V 分别为混凝土顶板内翼板、底

板以及顶板外伸板的总应变能； cE 、 cG 分别为混

凝土的弹性模量和剪切模量。 

波形钢腹板： 
2 2

w w w w0 0
( ( ))d d d ( )d

l l

A

V G x y z x A G x x     (10) 

式中， wV 为波形钢腹板的应变能。 

从而总应变能采用下式得到： 

1 2 3 wV V V V V                (11) 

分别将应变公式(4)~式(6)代入相应的应变能计

算式(7)~式(9)，则可计算得到波形钢腹板箱梁各部

位的应变能，进而代入式(11)，得到体系的总应变

能为： 

2c c

0

4
( ( ) ( )) ( ( )

2 π

lE I
V x x x          
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2
2 c

0

1 π
( )) ( ) ( ) d

2 2 8

lG
x u x u x x        

2 22 2
2 2 2 1 2 11 1 2 2

2 2 2 2
1 2 2 2 1

+ + n n n n

n n

A h A hA h A h

a a a a
 



 
    

  

2 2
w w0

( ) d ( )d
l

u x x A G x x               (12) 

式中：Ic 为顶底板对截面中性轴的总惯性矩， cI   
2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 2 +1 2 +1( )n n n nA h A h A h A h    ； 2 1iA  、 2iA  

( 1,2, ,i n  )分别为箱室 i 顶板内翼板及底板的面

积；A2n+1 为外伸板面积；h2i1、h2i( 1,2, ,i n  )分

别为箱室 i 顶板内翼板、底板形心到截面中性轴的距

离；h2n+1为顶板外伸板形心到截面中性轴的距离。 

2.3  控制微分方程的推导 

根据最小势能原理，当结构处于平衡状态时，

任何容许的虚位移发生时，体系的总势能的一阶变

分为零： 
π ( ) 0V W             (13) 

式中：V 为结构总应变能，由式(12)求得；W 为体

系外力势能，采用下式计算： 

0 0
( )[ ( ) ( )]d ( ) ( )d

l l
W M x x x x Q x x x        (14) 

式中， ( )M x 为外荷载产生的梁内弯矩。 

将式(12)及(14)代入式(13)，根据变分原理，

π 0  ，从而得到以箱梁竖向挠度 (x)和横截面翘

曲位移转角极值 ( )u x 为未知函数的控制微分方程： 
2( ) ( ) ( )u x k u x Q x                    (15) 

22 π 8
( ) ( ) ( ) ( ) 0

π 4π
x x u x M x          (16) 

以及自然边界条件： 

 c c

0

4
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2 π

l
E I

x x u x u x         
 (17) 

式中， k 和 分别表示为： 

2 22 24
2 2 2 1 2 11 1 2 2

c 2 2 2 2
1 2 2 2 1

2
c c

π
+ +

4

(π 8)

n n n n

n n

A h A hA h A h
G

a a a a
k

E I

 



 
  

 




2
c c

4π

(π 8)E I
 


 

在上述 k、 的表达式中令 n=1，则式(15)、式

(16)转化为单箱单室波形钢腹板箱梁的控制方程。 

根据已知的截面参数及材料性质，分别求出系

数 k、 ，首先由式(15)，并结合外荷载产生的剪力

求得横截面翘曲位移转角极值 ( )u x 的表达式，代入

式(16)，并结合式(1)及外荷载产生的弯矩即可得到

波形钢腹板箱梁竖向挠度的解析表达式。 

2.4  挠度计算解析解 

限于篇幅，下面仅针对简支梁作用跨中集中荷

载的典型工况，给出挠度解析解的推导全过程。对

于简支梁作用均布荷载的情况，直接给出解析解计

算公式。 

对于图 3 所示作用跨中集中荷载的波形钢腹板

简支箱梁。梁内的弯矩和剪力分别为： 

( )
2

P
Q x                 (18a) 

 ( )
2

P
M x x              (18b) 

式(15)的通解为： 
*

1 2( ) sinh coshu x C kx C kx u       (19) 

式中： 1C 、 2C 为积分常数，根据边界条件求得； *u

为非齐次方程的特解，根据剪力 ( )Q x 的表达式选

取，可取特解为 * 2/ 2u P k  。因此横截面翘曲

位移转角极值 ( )u x 的表达式为： 

1 2 2
( ) sinh cosh

2

P
u x C kx C kx

k


       (20) 

由边界条件 (0) 0u  ， ( / 2) 0u l  求得积分常

数 1C 、 2C 后，得到： 

2
2

( ) cosh
22 cosh

2

P P
u x kx

kl kk

 
      (21) 

 
图 3  简支波形钢腹板箱梁作用集中荷载示意图 

Fig.3  Simply supported corrugated box girder under 

concentrated load at midspan 

将式(21)、式(18b)代入式(16)，并结合式(1)，

得到挠度表达式为： 
3

3 4
3c c w

sinh
( )

12 2 π cosh
2

w

Px Px P kx
x C x C

klE I G A k

        

(22) 
式中： 3C 、 4C 为积分常数，根据边界条件 (0) 0  ，

( / 2) ( / 2) 0l l    ，分别求得： 
2

3 2
c c16 π

Pl P
C

E I k


  ， 4 0C   
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将上述积分常数代入式(22)，则得到简支波形

钢腹板箱梁作用跨中集中荷载下挠度计算解析解： 
3 2

c c w w

( )
4 3 4 2

P x l x Px
x

E I G A


 
     

 
 

3
sinh cosh

2π

P kl
kx kx

k

   
 

      (23) 

式中，令 / 2x l ，则得到简支梁跨中竖向挠度： 
3

3
c c w w

tanh
2 48 4 2 2π

l Pl Pl P kl kl

E I G A k

          
   

 

0 1 2                          (24) 

式中： 0 表示由初等梁理论(欧拉梁理论)得到的挠

度部分，
3

0
c c48

Pl

E I
  ； 1 表示由波形钢腹板剪切

变形引起的挠度部分， 1
w w4

Pl

G A
  ； 2 表示由剪

力 滞 效 应 引 起 的 挠 度 部 分 ， 2   

tanh
π 3 2 2

P kl kl

k

   
 

。 

据此，简支波形钢腹板箱梁作用均布荷载下挠

度计算解析解： 
3 3 4 2

c c w w

( )
( )

2 12 6 12 2

q l x lx x q lx x
x

E I G A


  
     

 
 

 
2 2 2

4

2
1 cosh tanh sinh

2 2 2π

q kl k x k lx
kx kx

k

  
    

 
  

(25) 

从而得到简支梁跨中竖向挠度： 
4 2

c c w w

2 2

4

5
( / 2)

384 8

2
1 cosh tanh sinh =

2 2 2 8π

ql ql
l

E I G A

q kl kl kl k l

k
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式中： 0 表示由初等梁理论(欧拉梁理论)得到的挠

度部分，
4

0
c c

5

384

ql

E I
  ； 1 表示由波形钢腹板剪切

变形引起的挠度部分，
2

1
w w8

ql

G A
  ； 2 表示由剪

力滞效应引起的挠度部分， 2 4

2
1 cosh

2π

q kl

k

   


 

2 2

tanh sinh
2 8

kl k l
kx


 


 。 

3  算例 

为验证本文提出的解析法的正确性，分别选取

单箱单室和单箱双室波形钢腹板简支箱梁算例进

行分析。 

3.1  单箱单室箱梁算例 

下面将本文提出的解析法得到的简支梁跨中

挠度值与文献[7]的挠度计算方法(在初等梁理论计

算挠度上直接叠加波形钢腹板剪切变形挠度作为

波形钢腹板箱梁总挠度)进行比较。文献[7]所采用

的单箱单室波形钢腹板箱梁截面特性如图 4 所示，

集中荷载 P 加载于波形钢腹板位置处以消除箱型

截面扭转、畸变及横向弯曲效应的影响。波形钢腹

板的形状参数分别为：a=30 mm，c=26 mm，=30°，

tw=1 mm。混凝土材料弹性模量和剪切模量分别为：

Ec=2.7×1010 Pa，Gc=1.08×1010 Pa；钢材的剪切模量

为 G=8.4×1010 Pa。 

 
     图 4  单箱单室波形钢腹板箱梁截面   /mm 

Fig.4  Cross section of single-box single-cell corrugated box 

girder 

表 1列出了集中荷载P=25 kN下文献[7]给出的

跨中挠度随主梁跨度变化的公式计算结果、ANSYS

有限元计算结果以及与文本解析公式计算结果的

比较。其中横断面尺寸保持不变，变化梁的计算跨

径(l=3 m、4.5 m、6 m、7.5 m、9 m)。 

从表 1 可以看出，由于综合考虑了波形钢腹板

箱梁腹板剪切变形和箱梁剪力滞效应的影响，本文

解析法计算值位于文献[7]计算值与有限元计算值

之间，比在初等梁理论值基础上简单叠加波形钢腹

板剪切变形值的计算方法更精确。 
表 1  单箱单室波形钢腹板箱梁跨中挠度值比较 

Table 1  Comparison of midspan deflections of the single-cell 

corrugated box girders 

跨径/m 3 4.5 6 7.5 9 

挠度/mm 1.46 3.96 8.56 15.98 26.87
文献[7]方法

误差/(%) 3.31 7.48 3.17 0.93 1.32 

挠度/mm 1.507 4.020 8.642 16.078 27.031
本文方法 

误差(%) 0.199 6.07 2.24 0.32 0.73 

文献[7]有限元值/mm 1.51 4.28 8.84 16.13 27.23
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3.2  单箱双室箱梁算例 

由于缺少单箱多室箱梁挠度计算的相关文献，

本文主要通过与 ANSYS 有限元计算结果比较来验

证单箱多室波形钢腹板简支箱梁作用跨中集中荷

载及作用均布荷载的挠度计算公式的精度，并以单

箱双室箱梁为例，其截面特性如图 5 所示，集中荷

载 P 或均布荷载集度 q 加载于波形钢腹板位置处以

减少截面扭转、畸变以及顶板横向弯曲的附加影

响。材料特性与上述单箱单室箱梁算例相同。 

 
      图 5  单箱双室波形钢腹板箱梁截面   /mm 

Fig.5  Cross section of single-box double-cell corrugated box 

girder 

采用 ANSYS 进行有限元建模，混凝土顶底板

采用三维 10 节点的 solid95 实体单元，波形钢腹板

采用 shell93 壳单元，一方面为了考虑腹板剪切变形

的影响，另一方面以保证与 solid95 三维实体单元

的位移相容性。有限元模型如图 6 所示。计算中提

取波形钢腹板截面形心位置处的挠度值。 

 
图 6  单箱双室波形钢腹板箱梁有限元模型 

Fig.6  Finite element model of single-box double-cell 

corrugated box girder 

图 7 所示为计算跨径 6 m 的单箱双室波形钢

腹板简支箱梁沿跨方向挠度分布情况。从图中可以

看出本文提出的理论分析方法得到的解析解对于

全梁沿轴向的挠度分布均具有较高的精度，并且对

于跨中位置的挠度，解析解比有限元计算值稍大，

将使得本文简化计算方法应用于工程实例中偏于

安全。 

 
图 7  单箱双室波形钢腹板箱梁挠度沿跨分布 

Fig.7  Deflection variation of single-box double-cell 

corrugated box girder with longitudinal length 

表2为集中荷载P=25 kN和均布荷载q=5 kN/m

作用下不同跨径的单箱双室简支波形钢腹板箱梁

的跨中挠度解析解与有限元值的比较。其中横断面

尺寸保持不变，变化梁的计算跨径(l=3 m、4.5 m、

6 m、7.5 m、9 m)。从中看出：无论是集中荷载还

是均布荷载工况下，公式计算结果比有限元计算结

果稍大；对于集中荷载工况，误差不超过 6%，并

且随梁跨度的增加，公式的计算误差变小；对于均

布荷载工况，误差稳定在 1%左右。 

表 2  单箱双室波形钢腹板箱梁跨中挠度值比较 

Table 2  Comparison of midspan deflection of single-box 

double-cell corrugated box girder 

跨径/m 3 4.5 6 7.5 9 

本文值/mm 0.93 2.435 5.187 9.601 16.094

ANSYS 值/mm 0.880 2.316 4.997 9.317 15.691集中荷载

误差/(%) 5.682 5.138 3.802 3.048 2.568

本文值/mm 0.307 1.276 3.724 8.741 17.730

ANSYS 值/mm 0.301 1.275 3.682 8.618 17.474均布荷载

误差/(%) 1.993 0.078 1.141 1.427 1.465

4  剪切变形和剪力滞效应对挠度的 
影响分析 

为探讨剪切变形和剪力滞效应对挠度的影响，

本文引入剪切变形影响系数1 和剪力滞效应影响

系数2。以简支单箱双室箱梁作用跨中集中荷载为

例，将式(24)改写为如下的形式： 
3

3
c c w w

tanh =
2 48 4 2 2π

l Pl Pl P kl kl

E I G A k

         
   

 

0 1 2(1 )                       (27) 

式中：1 表示剪切变形影响系数， c c
1 2

w w

12E I

G A l
  ； 
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2 表 示 剪 力 滞 效 应 影 响 系 数 ， 2   

c c
3 3

48
tanh

2 2π

E I kl kl

k l

   
 

。 

对于箱梁而言，高跨比及宽跨比是影响剪切变

形和剪力滞效应的主要因素。下面以上述单箱双室

箱梁算例为例，保持梁跨(6 m)不变，分别改变梁高

(分别为 0.2 m、0.24 m、0.3 m、0.4 m)及梁宽(分别

为 0.7 m、0.9 m、1.1 m、1.3 m、1.5 m)，得到不同

高跨比下和宽跨比下剪切变形系数1 和剪力滞效

应系数2 的变化如 表 3、表 4 所示。 

从表 3、表 4 可以看出，随着高跨比及宽跨比

的增大，波形钢腹板的剪切变形影响系数1 均显著

增大。因此对于梁宽、梁高较大的波形钢腹板箱梁，

剪切变形对挠度的影响不可忽略；波形钢腹板箱梁

剪力滞效应影响系数2 受高跨比变化影响较小，而

受宽跨比变化影响较大，因此宽箱梁的挠度计算

中，需计入箱梁剪力滞效应引起的附加挠度；无论

高跨比和宽跨比如何变化，剪切变形影响系数1 始

终大于剪力滞效应影响系数2，即相比箱梁剪力滞

效应，波形钢腹板的剪切变形对挠度的影响更大。 

表 3  剪切变形系数和剪力滞效应系数随高跨比的变化 

Table 3  Variation of shear deformation coefficient and shear 

lag effect coefficient upon the depth-span ratio 

高跨比 1/30 1/25 1/20 1/15 

1/(×102) 10.793 12.715 15.656 20.674 

2/(×102) 1.341 1.340 1.337 1.337 

表 4  剪切变形系数和剪力滞效应系数随宽跨比的变化 

Table 4  Variation of shear deformation coefficient and shear 

lag effect coefficient upon the width-span ratio 

宽跨比 0.7/6 0.9/6 1.1/6 1.3/6 1.5/6 

1/(×102) 10.538 13.089 15.656 17.993 20.716

2/(×102) 0.588 0.926 1.337 1.824 2.380 

5  结论 

本文基于变分原理，提出一种综合考虑箱梁剪

力滞效应和波形钢腹板剪切变形影响的挠度计算

解析方法。通过在纵向位移函数中引入考虑箱梁剪

力滞效应的翘曲变形函数以及考虑波形钢腹板剪

切变形的剪切转角，应用能量变分原理，推导了单

箱多室波形钢腹板箱梁挠度计算的控制微分方程。

结合简支波形钢腹板箱梁作用跨中集荷载及作用

均布荷载的典型案例，给出竖向挠度解析解。并分

别通过单箱单室箱梁和单箱双室案例的验证以及

对剪切变形和剪力滞效应影响系数的分析，得出以

下结论： 

(1) 通过本文理论分析法得到的单箱单室简支

波形钢腹板箱梁跨中挠度值与文献[7]挠度计算方

法及其有限元值的比较，发现本文理论分析得到的

解析解位于文献[7]方法计算值与有限元值之间，显

示了本文方法的精确性； 

(2) 通过对单箱双室波形钢腹板箱梁沿跨方向

解析解得到的挠度分布与 ANSYS 有限元计算结果

的比较，以及集中荷载和均布荷载作用下不同跨径

单箱双室波形钢腹板简支箱梁解析解得到的跨中

挠度与有限元值的误差分析，可以发现，本文理论

分析方法应用于单箱多室箱梁同样具有较好的  

精度。 

(3) 引入剪切变形和剪力滞效应影响系数，并

针对不同高跨比及宽跨比分析各影响系数的变化

趋势，发现剪切变形影响系数随高跨比和宽跨比的

增大明显增大，而剪力滞效应影响系数受高跨比的

变化影响较小，受宽跨比的变化影响较大；相对于

箱梁剪力滞效应，波形钢腹板剪切变形对挠度的影

响更大。 
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