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四频差动激光陀螺中水晶片在应力作用下的光学性质
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摘 要院 建立了四频差动激光陀螺水晶片弹光效应和旋光性交互作用的理论模型，并指出了该模型
的求解方法和步骤。首先，计算在应力作用下新旧主轴坐标系的变换矩阵以及在新主轴坐标系中水晶

片的逆介电张量和旋光张量，然后计算实验室坐标系与新主轴坐标系之间的变换矩阵，求出实验室坐

标系下水晶片的逆介电张量和旋光张量，根据水晶片的简正模方程和物质方程就可以求出其应力作

用下沿波矢方向的简正模和相应的折射率。通过数值实例计算了四频差动激光陀螺中波矢与主轴不

同位置关系时水晶片在波矢方向简正模椭圆度和相应折射率随应力的变化，对分析四频差动陀螺温

变零漂的产生机理和水晶片的安装具有一定的指导意义。
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Quartz crystal忆s optical properties in differential laser
gyro under the stress

Fan Ye, Xiao Guangzong, Zhang Bin
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Abstract: The theory model which studied the interaction between optical activity and elastic鄄optical
effect of crystal quartz in the differential laser gyro was presented . The solving method and steps of the
model were proposed. Firstly, the stress鄄induced transformation matrix between the new and old principal
coordinate systems, inverse dielectric tensor and gyrotropic dielectric tensor in the new principal
coordinate system were calculated. Then applying the transformation matrix between the new principal
coordinate system and laboratory coordinate system, the inverse dielectric tensor and gyrotropic dielectric
tensor in the laboratory coordinate system was obtained. According to the normal mode equation and
material equation, the stress鄄induced normal modes and corresponding refractive index along the direction
of wave vector were analyzed. Through the calculation example, the change of latent model's ellipticity
and refractive index as the function of stress for different directions of wave vector was investigated in
detail. This model offers a means to analyze the mechanism of production of differential laser gyro's
thermal bias, which had some degree of guiding significance in installation of quartz crystal.
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0 引 言

水晶是属于 32 晶类的单轴晶体袁由于具有天然
旋光性和双折射效应袁 四频差动激光陀螺利用其来
抑制线偏振光袁 从而使得圆偏振光在谐振腔里建立
振荡[1]遥 但由于应力作用袁水晶的沿波矢方向的简正
模和相应折射率等光学性质可能发生较大的变化 [2]袁
从而影响陀螺的性能 [3-5]遥 因此袁研究水晶片在应力
作用下的光学性质对提高陀螺性能具有一定的参考

意义遥 参考文献[6]讨论了沿光轴方向施加应力这样
一种简单情况下的折射率变化袁 而未考虑晶体的旋
光性袁参考文献[7]研究了旋光性与电光效应交互作
用时晶体的折射率变化袁指出了复逆介电张量的实数
部分不影响晶体的旋光性质遥 但目前的文献鲜见考虑
旋光性和弹光效应交互作用时晶体的光学性质遥

文中从理论上分析了水晶片在应力作用下的光

学性质变化袁建立了具体的理论模型袁并指出其求解
方法袁详细考察了水晶片横向应力作用下沿波矢方向
简正模和相应折射率变化袁并进行了实例数值计算遥
1 理论分析

1.1 无吸收旋光晶体沿波矢方向简正模和相应折射
率的求解方法 [8]

设波矢沿k赞方向传播的单色平面波为院
E軒=E軒0exp{-i( t-kr)}

D軗=D軗0exp{-i( t-kr)}

H軗=H軗0exp{-i( t-kr)}
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(1)

式中院E軒0尧D軗0尧H軗0 为复振幅矢量袁k= n
c k赞 曰n 为折射

率遥单色波在无吸收旋光晶体中传播的简正模方程为院
D軗0=n2{E軒0-k赞 (k赞E軒0)} (2)

在无吸收旋光晶体中袁D軗不仅与E軒有关袁而且与E軒
的梯度荦E軒有关袁即院

D軗= (2)E軒+T(3)荦E軒={ (2)+iT(3)k}E軒 (3)

式中院T(3)是一个二阶张量袁可引入复介电张量 (2)袁令
(2)= (2)+iT(3)k遥
引入轴矢量 G袁令

T(3)kE軒=G伊E軒 (4)

将公式(4)代入公式(3)中得院
D軗= (2)E軒+iG伊E軒 (5)

上式可进一步写为公式(6)袁即为简正模的物质
方程为院

E軒=B(2)D軗-i 伊D軗 (6)
式中院B(2)为逆介电张量曰 = (2)k赞为旋光矢量曰 (2)为旋

光张量遥简正模方程(2)和物质方程(6)共同决定着晶
体沿k赞方向的简正模及相应的折射率袁而欲求解由公
式(2)和公式(6)联立的方程组袁需求出逆介电张量 B(2)尧
旋光张量 (2)和波矢 k之间的关系遥
1.2 应力作用下水晶片的逆介电张量[8]

设水晶片的原主轴坐标系为 o-x1x2x3袁未施加应
力时在主轴坐标系中水晶的逆介电张量为院

B(2)(0)=
1/ 1 0 0
0 1/ 1 0
0 0 1/ 1
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则其折射率椭球为院
x2

1

1
+ x2

2

1
+ x2

3

3
=1 (7)

设施加应力后逆介电张量为 B (2)(S)袁则逆介电
张量的变化为院

驻B(2)=B(2)(S)-B(2)(0) (8)
假设应变张量 S (2)较小袁驻B (2)与 S (2)之间仍然保

持线性关系袁则公式(8)可写为院
驻B(2)=P(4)S(2)

写成分量形式即为院
驻B1

驻B2

驻B3

驻B4

驻B5

驻B6
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=

P11 P12 P13 P14 0 0
P11 P12 P13 -P14 0 0
P13 P31 P33 0 0 0
P41 -P41 0 P44 0 0
0 0 0 0 P44 P41

0 0 0 0 P41
P11-P12

2
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(9)

对于四频差动激光陀螺袁 水晶片受横向应力时
对陀螺性能影响较大 [2]袁因此不失一般性仅考虑沿
方向存在应力的情况袁则由公式(9)得院

驻B1=P11S1

驻B2=P12S1

驻B3=P13S1

驻B4=P14S1

驻B5=驻B6=0
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将公式(10)代入公式(8)中袁再代入公式(7)中得
到在 o-x1x2x3中新的折射率椭球为院

x2
1

1
1

+P11S1蓸 蔀 +x2
2

1
1

+P21S1蓸 蔀 +x2
3

1
1

+P31S1蓸 蔀 +
2x2x3P41S1=1 (11)

显然袁新的折射率椭球 ox1轴方向未变遥 设旧主
轴坐标系 o-x1x2x3绕 ox1轴旋转 角 (规定 顺时针

为正袁逆时针为负)得到新主轴坐标系为 o-x1忆x2忆x3忆袁
如图 1所示遥

图 1 实验室坐标系与旧主轴坐标系的关系

Fig.1 Relation between original principal axis coordinate and

new original principal axis coordinate

则从 o-x1x2x3到 o-x1忆x2忆x3忆的变换矩阵为院

T=
1 0 0
0 cos sin
0 -sin cos
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所以有院
x1

x2

x3

杉

删

山山山山山山山山山山

煽

闪

衫衫衫衫衫衫衫衫衫衫

=T-1
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=
x1忆
x2忆cos -x3忆sin
x2忆sin +x3忆cos
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(12)

将公式(12)代入公式(11)中整理得院
x忆2

1
1

1
+P11S1蓸 蔀 +

x忆2
2 cos2 1

1
+P21S1蓸 蔀 +sin2 1

3
+P31S1蓸 蔀蓘 蓡 +

x忆2
3 sin2 1

1
+P21S1蓸 蔀 +cos2 1

3
+P31S1蓸 蔀蓘 蓡 +

x2忆x3忆 sin2 1
3

+P31S1- 1
1

-P21S1蓸 蔀 +2P41S1蓘 蓡 =1 (13)

在新的主轴坐标系 o-x1忆x2忆x3忆中折射率椭球的
交叉项系数应为 0袁即院

sin2 1
3

+P31S1- 1
1

-P21S1蓸 蔀 +2P41S1=0 (14)

由公式 (14)可解出 角袁进而得到新旧主轴坐
标系间的变换矩阵 T遥 这样袁新主轴坐标系中的折射

率椭球可表示为院
x忆2

1
1

1
+P11S1蓸 蔀 +

x忆2
2 cos2 1

1
+P21S1蓸 蔀 +sin2 1

3
+P31S1蓸 蔀蓘 蓡 +

x忆2
3 sin2 1

1
+P21S1蓸 蔀 +cos2 1

3
+P31S1蓸 蔀蓘 蓡 =1 (15)

在新主轴坐标系中各主轴相应的逆介电张量为院
B(2)

11 = 1
1

+P11S1

B(2)
22 =cos2 1

1
+P21S1蓸 蔀 +sin2 1

3
+P31S1蓸 蔀

B(2)
33 =sin2 1

1
+P21S1蓸 蔀 +cos2 1

3
+P31S1蓸 蔀
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(16)

1.3 应力作用下水晶片的旋光性 [8]

由 2.2 中公式 (3)到公式 (6)可以看出旋光性

来源于复介电张量 (2)的虚部 T (3)k [5]袁进而虚数符号
来源于荦E軒袁即对E軒=E軒0exp{-i( t-kr)}求一阶偏导数
得到的袁对水晶片施加应力时仅改变逆介电张量 B(2)袁
即只改变复介电张量 (2)实数部分 (2)袁并不影响虚数
部分袁 因此从这个角度看可不必考虑应力对水晶片
旋光张量的影响遥 但由于 T(3)与水晶片的结构有关袁
水晶片受外力作用产生弹性形变袁 组成晶体的原子
相对位置和晶格结构都要发生变化袁T (3)也将随之发

生变化遥 T (3)与形变的关系涉及到晶体的微观结构袁
目前尚未见相关文献袁但考虑到在四频差动陀螺中袁
水晶片所受应力主要是由于水晶片热膨胀和安装应

力产生的袁可近似认为水晶片的微观结构变化较小袁
旋光张量 (2)基本不变袁而只需考虑 (2)在新旧主轴

坐标系中的变换遥
1.4 应力作用下水晶片沿波矢方向的简正模和相应

折射率

在四频差动陀螺中袁理想情况下波矢k赞方向与水

晶片的旧主轴坐标系 ox3方向平行遥 设波矢k赞在旧主
轴坐的坐标为 k(sin cos 袁sin sin 袁cos )袁则在新主
轴坐标系中波矢k赞的方向矢量为院

k忆=Tk=
sin cos
sin sin cos +cos sin
-sin sin sin +cos cos
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(17)

取实验室坐标系 z轴沿波矢k赞方向, 实验室坐标
系与旧主轴坐标系的关系如图 2所示遥
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M=
cos 3cos 2 sin 3cos 1+cos 3sin 2sin 1 sin 3sin 1-cos 3sin 2cos 1

-sin 3cos 2 cos 3cos 1-sin 3sin 2sin 1 cos 3sin 1+sin 3sin 2cos 1

sin 2 -cos 2sin 1 cos 2cos 1
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图 2 实验室坐标系与旧主轴坐标系的关系

Fig.2 Relation between the laboratory coordinate and original

principal axis coordinate

则在此实验室坐标系中波矢k赞的三个分量 kx尧ky尧
kz 分别为 0袁0袁1袁由公式(2)可写出在实验室坐标系
中E軒0尧D軗0的分量之间的关系为院

D軗0x=n2E軒0x

D軗0y=n2E軒0y

D軗0z=0
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将公式(18)代入公式(6)得院
1
n2 D軗0x=BxxD軗0x+BxyD軗0y+i zD軗0y

1
n2 D軗0y=ByxD軗0x+ByyD軗0y+i zD軗0x
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(19)

式中院Bxx尧Bxy尧Byx尧Byy 为实逆介电张量在实验室坐标

系中的分量曰 z 为旋光矢量在实验室坐标系中 z 轴
方向的分量袁亦即 z= k赞 = 遥 由于 B(2)是实对称二阶

张量袁可以选择实验室坐标系的 x尧y轴的方向使
Bxy=Byx=0 (20)

这样(19)式可化为院
1
n2 -Bxy蓸 蔀 D軗0x=i D軗0y

1
n2 -Bxy蓸 蔀 D軗0y=-i D軗0x
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公式(21)进一步可化为院
D軗0y

D軗0x
蓸 蔀 2

+i 1
c2蓸 蔀 (v2

y -v2
x ) D軗0y

D軗0x
蓸 蔀 +1=0 (22)

其中袁vx尧vy分别为 x尧y方向的相速度

v2
x = c2

n2
x

=Bxxc2袁v2
y = c2

n2
y

=Byyc2 (23)

方程(22)中 D軗0y

D軗0x
蓸 蔀的解即为水晶片沿波矢方向

的简正模的分量比值袁可分别写为
D軗0y

D軗0x
蓸 蔀

1

=itg 袁 D軗0y

D軗0x
蓸 蔀

2

=-ictg (24)

其中 tan2 = 2 c2

v2
y -v2

x

袁 因此水晶片沿波矢方向的
简正模的琼斯矢量可以写为

l=
1
itg蓘 蓡 袁r=

1
-ictg蓘 蓡 (25)

其中袁- 仔
4 臆 臆仔

4 袁 当- 仔
4 臆 约0 时袁l 为左旋

椭圆偏振光袁r为右旋椭圆偏振光曰当 0约 臆仔
4 时袁r

为左旋椭圆偏振光袁l为右旋椭圆偏振光遥
由以上分析可见袁 要求水晶片沿波矢方向的简

正模就必须求出在实验室坐标系中逆介电张量的分

量 Bxx尧Byy和旋光矢量在 z轴方向的分量 遥
根据公式 (20)对实验室坐标系的要求 袁将新

主轴坐标系先绕 ox1忆旋转 1袁 接着绕 ox2忆旋转 2袁
再绕 ox3忆轴旋转 3 即为实验室坐标系袁如图 2袁这
样从新主轴坐标系到实验室坐标系的变换矩阵可

写为院

在实验室坐标系中波矢为 k义(0袁0袁1)袁则在新主
轴坐标系中波矢可写为院

k忆=M-1k义=
sin 2

-cos 2sin 1

cos 2cos 1

晌
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上上上上上上上上上上
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捎

梢梢梢梢梢梢梢梢梢梢

(27)

在实验室坐标系中逆介电张量可写为

B忆(2)=MB(2)M忆 (28)

式中院M忆是 M的转置矩阵袁M-1是 M的逆矩阵遥联立
公式(17)尧公式(27)可得 1尧 2遥

由公式(28)可以得到院
Bxy=Byx=-sin 3cos 3cos2

2B11+(sin 3cos 1+cos 3sin 2sin 1)
(cos 3cos 1-sin 3sin 2sin 1)B22+
(sin 3sin 1-cos 3sin 2cos 1)
(cos 3sin 1+sin 3sin 2cos 1)B33 (29)
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将上式代入公式(20)求出 3袁再代回到公式(28)
中即可得到 Bxx尧Byy遥

由于在旧主轴坐标系中 具有绕 x3轴旋转对称

性袁 的取值仅与波矢k赞和 x3轴的夹角有关遥 在旧主
轴坐标系中波矢k赞和 x3轴的夹角为 袁则有院

= 11sin( )+ 33cos( ) (30)
将 Bxx尧Byy尧 代入公式(24)中袁解出 袁再代入公

式(25)即可得到应力作用下水晶片沿波矢方向的简
正模 l尧r遥 将 Bxx尧Byy代入公式(23)中求出 vx尧vy袁再由
下式即可得到相应的折射率院

1
n2

l

= 1
2

1
n2

y

+ 1
n2

x
蓸 蔀 - 1

2
1
n2

y

- 1
n2

x
蓸 蔀 2

+4 2嗓 瑟 1/2

(31)

1
n2

r

= 1
2

1
n2

y

+ 1
n2

x
蓸 蔀 + 1

2
1
n2

y

- 1
n2

x
蓸 蔀 2

+4 2嗓 瑟 1/2

(32)

2 计算与讨论

考虑四频差动激光陀螺中水晶片热膨胀应力下

其光学性质的变化袁为方便求解逆介电张量袁对于确
定的波矢k赞和确定的应变张量 S(2)袁即确定的 尧 尧 袁
作如下近似院

(1) 假设温度变化产生的热膨胀应力较小袁主轴
方向变化的角度 很小袁 水晶片的旋光性质和旋光
张量未变曰(2) 波矢方向与旧主轴坐标系 ox3轴夹角

很小曰(3) 由于波矢方向与旧主轴坐标系 ox3轴夹

角很小袁而应力产生的主轴方向变化角度也很小袁则
新主轴坐标系向实验室坐标系旋转的各角度均很小

1抑0袁 2抑0袁 3抑0袁 因此可认为 sin 1抑 1袁cos 1抑1袁
sin 2抑 2袁cos 2抑1袁sin 3抑 3袁sin 3抑1袁
这样由公式(17)尧(27)得院

1=-sin sin cos -cos sin
2=sin cos嗓 (33)

由公式(20)得院
3= 1 2(B33-B22)

B22-2B11
(34)

将公式(33)尧(34)代入公式(28)中即可求出 Bxx尧Byy遥
所用到的水晶片的参数如下院顺服系数 s11=12.77伊

10-12 m2/N袁弹光系数 P11=0.16袁P12=0.27袁P41=-0.047袁
旋光张量 11=1.797伊10-5袁 33=-1.807伊10-5遥

设波矢方向与旧主轴的位置关系如图 2 所示袁
则沿 ox1方向的应力从 102 N/m2到 106 N/m2变化时袁

沿波矢方向水晶片的简正模的椭圆度和折射率差变

化如图 3~图 6遥

图 3 简正模椭圆度随应力变化

Fig.3 Ellipticity vs stess

图 4 简正模折射率差相对变化与应力关系

Fig.4 Relative variation of refractive index difference vs stress

图 5 简正模椭圆度随应力变化

Fig.5 Ellipticity vs stress

图 6 简正模折射率差相对变化与应力关系

Fig.6 Relative variation of refractive index difference vs stress
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以上计算表明袁(1) 由图 3 可见在 102~106 N/m2

范围内袁 简正模的椭圆度随应力变化了 4%袁 变化较
小曰(2) 由图 3可见在 102 ~106 N/m2范围内袁 两简正模
的折射率差相对不加应力时变化为 6.5伊10-4袁 这将引
起四频差动陀螺中左右旋模和顺逆时针模的差分损

耗的变化曰(3) 由图 3和图 4比较可见袁波矢与旧主轴
的夹角越大袁简正模椭圆度和相应的折射率差的相对
变化随应力变化越剧烈袁因此袁不管水晶片中应力分
布如何袁初始安装时波矢与水晶片主轴的夹角越小越
好曰(4) 由图 5尧图 6可见袁简正模椭圆度和相应的折射
率差的相对变化随 变化较小袁 这表明初始安装时可
不考虑波矢与水晶片横截面交点的分布遥
3 结 论

文中从理论上分析了水晶片在弹光效应和旋光

性交互作用下的光学性质袁建立了具体的理论模型遥
在适当的近似下袁 详细考察了水晶片横向应力作用
下沿波矢方向简正模的椭圆度和相应折射率变化袁
这对分析温度对四频陀螺性能的影响有着一定的指

导意义遥
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