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摘要　针对全波形反演中 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵庞大、共轭梯度法收敛速度慢的问题，提出了一种新的算法———快速共

轭度梯度法（ＦａｓｔＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔ，ＦＣＧ）。该方法通过引入新的变量对共轭梯度法进行改进，在加快收敛速

度的同时使收敛更加稳定，额外的计算量是少许的点乘计算，计算量增加很少。将该法应用于频率域声波全波

形反演中，并用简单的凹陷模型和抽稀的复杂 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型进行测试。测试结果表明：相对于传统的共轭梯

度法，该方法能加快收敛速度，同时深部反演效果更好。
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１　引言

２０世纪８０年代，Ｔａｒａｎｔｏｌａ
［１］借鉴逆时偏移的思

想，利用正传波场和反传波场的互相关进行时间域全

波形迭代反演成像；Ｍｏｒａ
［２］将其应用于弹性波时间域

全波形反演；Ｐｒａｔｔ等
［３］将该思想应用于频率域全波

形反演；随后，Ｂｕｎｋｓ等
［４］引入了多尺度全波形反演

的思想，使反演更加稳定；Ｓｉｒｇｕｅ等
［５］、Ｎｏｃｅｄａｌ

［６］、Ｌｉｕ

等［７］从波数覆盖角度对最优频率进行了研究，制定了

高效的频率选取准则；Ｗａｎｇ等
［８］、Ｂｅｃｋ等

［９］、Ｐｒａｔｔ
［１０］、

Ｐｌｅｓｓｉｘ
［１１］、Ｄａｖｉｓ

［１２］利用深度加权系数进行波场能

量的加权均衡，提高了深部成像质量；刘财等［１３］在

梯度处理环节引入频率域补偿因子，对浅层成像能

量噪声压制的同时对深部成像能量噪声给于补偿；

陈永芮等［１４］通过双向照明对能量进行均衡补偿。

随着勘探区域复杂程度的加深，常规的反演已

经不能满足人们对深层区域的研究，全波形反演作

为一种适用于复杂模型的方法越来越受到人们的青

睐。随着采集技术以及高性能计算机的迅猛发展及

应用，全波形反演应用会越来越广泛。然而，全波形

反演在应用中遇到一些问题，比如收敛性问题，对此

Ｎｏｃｅｄａｌ
［６］提出了拟牛顿法（ＢＦＧＳ），在提高收敛速

度的同时提高了深层成像分辨率。Ｌｉｕ等
［７］提出了

计算高效的有限存储的拟牛顿法（ＬＢＦＧＳ），在提高

收敛速度的同时减少了计算量和内存需求。Ｐｒａｔｔ

等［３］使用 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵对梯度预处理改善收敛效

果；刘璐等［１５］对ＬＢＦＧＳ进行了修正，使收敛方向

更加准确。

本文借鉴Ｂｅｃｋ等
［９］的思想，通过对共轭梯度法

进行改造，提出了一种新的计算方法———快速共轭

梯度法（ＦＣＧ），并将这种方法应用于频率域声波全

波形反演中。利用简单的凹陷模型和抽稀的复杂

Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型进行了一系列测试。测试结果表

明，该方法能够加快收敛速度和改善深部收敛效果。

２　频率域声波全波形反演基本理论

２．１　频率域声波方程正演计算

频率域各向同性介质声波方程为
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
２犝（狓，狕，ω）

狓
２ ＋


２犝（狓，狕，ω）

狕
２ ＋　　　　　　　

　　
ω
２

犿２（狓，狕）
犝（狓，狕，ω）＝－犳狊（狓，狕，ω） （１）

式中：犝（狓，狕，ω）为介质中每一点受到的压强；

犿（狓，狕）为速度；ω为角频率；犳狊（狓，狕，ω）为震源。

将ＰＭＬ边界条件应用于方程（１）并用有限差

分方法将方程离散，最终可将式（１）简单表示为

犛（ω）犝（ω）＝－犳狊（ω） （２）

式中：犛（ω）为阻抗矩阵，是犖×犖［模型空间网格

为（犖狓，犖狕），犖＝ 犖狓×犖狕］的大型稀疏矩阵，通常

调用已有程序包求解。在频率域中，对于多震源问

题，直接分解法只需要将稀疏矩阵分解一次，其分解

结果可以被各个震源利用，从而节约了计算量［１２］。

本文采用了直接分解法求解该大型稀疏方程。

２．２　频率域声波全波形反演

正如大多数反演问题一样，最小化剩余误差函

数

犈（犿）＝
１

２
δ犱

Ｔ
δ犱

 （３）

式中：犈（犿）为误差函数；Ｔ表示转置；“”表示共

轭转置；δ犱为模拟波场与观测波场的差值，为

δ犱犻＝狌犻－犱犻　　　犻＝１，２，…，狀 （３）

式中：犱犻 为观测波场；狌犻 为模拟波场；犻为检波器

编号。

通过误差函数的梯度方向更新模型参数，即

犿犽 ＝犿
犽－１
－α

犽 犈犽 （５）

式中：犽为迭代次数；α是步长，可以通过线性搜索等

最优化方法得到，对式（３）两边对速度求导可以得

到梯度 犈。

误差函数对速度的梯度可以表示为［１０］

犈＝－Ｒｅ狌
Ｔ犛

Ｔ

犿
［犛－１］Ｔδ^犱｛ ｝ （６）

在声波中稀疏矩阵对速度的求导可简化为［１１］

犛
Ｔ

犿
≈－
２ω

２

犿３
（７）

最终梯度化为

犈＝－Ｒｅ∑
ω

２ω
２

犿３
狌Ｔ［犛－１］Ｔδ^犱｛ ｝ （８）

式中［犛－１］Ｔδ^犱为反传波场，所以梯度为正传波场

和反传波场的互相关。

全波形反演遇到的挑战之一是解的不适定，采

用的是局部最优化算法，而其中较多的局部极小值

容易使目标函数收敛到局部极值，导致反演结果精

度低［１６１９］。为此，本文采用多尺度算法，先反演低

频成分，然后将反演结果作为相邻较高频率反演的

初始模型。因为低频能够反演模型的大尺度成分，

高频反演小尺度成分，所以多尺度算法能较好地减

小局部极小值的影响，使目标函数较好地得到收敛，

同时可以压制噪声和反演假象。

２．３　能量补偿

在全波形反演中，浅层能量较强能够较好地成

像，而随着深度的增加，由于透射损失和几何扩散等

原因使能量减弱，极大地影响了深部成像效果。在

梯度处理环节引入频率域补偿因子，并对其进行改

造，在对浅层梯度场进行噪声压制的同时对深层梯

度场进行补偿，以改善深层成像效果。

梯度处理后的速度迭代更新公式为

犿犽 ＝犿
犽－１
－α

犽
γ 犈 （９）

补偿系数γ为

γ＝ｅｘｐ
π犳狕（ ）犆

－１ （１０）

式中：犳为频率；狕为深度；犆为一常数。

３　快速共轭梯度法（犉犆犌）

传统的共轭梯度法模型参数迭代公式为

犿犽 ＝犿
犽－１
－α

犽 犈犽ｃ （１１）

式中 犈ｃ是由共轭梯度法得到的梯度。

快速共轭梯度法是通过改变式（１１）中的犿犽－１以

加快收敛速度和改善收敛效果。构造一个新的变量

狔
犽
＝犿

犽－１
＋ β

犽－１

β
犽＋（ ）１ （犿犽－１－犿犽－２） （１２）

其中

β
犽＋１
＝
１＋ １＋４（β

犽）槡
２

２
（１３）

用狔
犽 代替式（１１）中的犿犽－１，得到ＦＣＧ的模型参数

迭代公式为

犿犽 ＝狔
犽
－α

犽 犈犽ｃ （１４）

　　该算法的流程如下：

（１）狔
１＝犿０　　　β

１＝１；

（２）犿犽＝狔
犽－α

犽
犈犽ｃ；

（３）β
犽＋１＝

１＋ １＋４（β
犽）槡
２

２
；

（４）狔
犽＝犿犽－１＋ β

犽－１

β
犽（ ）＋１

（犿犽－１－犿犽－２）。
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ＦＣＧ与普通共轭梯度法的区别主要在于速度

的迭代更新中不是采用犿犽－１，而是用狔
犽 进行迭代，

狔
犽 是犿犽－１、犿犽－２的特殊线性组合。显然ＦＣＧ的计

算量和普通共轭梯度法基本相同，只是多出少许的

点乘计算。式（１３）来源于递归关系，详细推导参见

文献［９］。

β
犽－１

β
犽＋１∈（０，１），经过测试发现，将其取为０．５时

效果相对较好。

４　模型试算

为了测试本文提出的基于ＦＣＧ全波形反演的

效果，分别对简单凹陷模型及抽稀的 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模

型进行了速度反演。在各个模型中选用以下相同的

参数：雷克子波主频为１５Ｈｚ，空间采样间隔为ｄ狓＝

ｄ狕＝１０ｍ。

４．１　简单凹陷模型

凹陷模型采用地表放炮，共１００炮，炮间距为

１０ｍ。地表接收，共１００个检波器，检波器间距为

１０ｍ。ＣＧ表示共轭梯度法。采用多尺度算法，共分

为５个频率组，分别为５～９Ｈｚ，１０～１４Ｈｚ，１５～

１９Ｈｚ，２０～２４Ｈｚ，２５～２９Ｈｚ，每个频率组迭代２０

次。由简单凹陷模型测试该方法的正确性和有效

性。图１是凹陷模型及初始速度模型，用低频反演

结果作为相邻高频的初始模型（图１右）。

图１　凹陷模型（左）及初始速度模型（右）

４．１．１　凹陷模型反演结果对比

图２是凹陷模型两种方法迭代反演得到的速度

模型对比，图３是凹陷模型两种炮检距不同方法反

演的速度曲线对比。由图２和图３可以看出，两种

方法都能得到比较准确的速度。ＦＣＧ方法的反演

结果分辨率更高、更稳定，收敛更好，深层的反演效

果也比普通ＣＧ方法好，反演的速度数值更接近真

实速度（图２ｂ、图３椭圆内）。

４．１．２　凹陷模型迭代反演误差曲线对比分析

图４是凹陷模型不同频带两种方法迭代反演误

差曲线对比。由图４ａ可以看出，ＦＣＧ方法比ＣＧ

方法更易收敛，在２５～２９Ｈｚ频带内，ＣＧ方法出

现较多的局部震荡，而ＦＣＧ方法则较稳定（图４ｂ）。

可见ＦＣＧ 方法不但收敛速度快，并且收敛相对

稳定。

４．２　犕犪狉犿狅狌狊犻模型

Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型采用地表放炮，共３１１炮，炮间

距为１０ｍ，地表接收，共３１１个检波器，检波器间距

为１０ｍ。采用多尺度算法，反演参数与凹陷模型相

同。由抽稀的复杂Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型测试该方法的广泛

适用性。图５是 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型及其初始速度模型，

低频反演结果作为相邻高频的初始模型（图５右）。

４．２．１　Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型反演结果对比

图６是 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型两种方法迭代反演的速

度模型对比，图７是 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型两种炮检距不

同方法反演的速度曲线对比。由图６和图７可以看

出，两种方法都能得到比较准确的速度。相对于

ＣＧ方法，ＦＣＧ方法的深层反演结果分辨率更高，数

值上更接近实际速度模型（图６ｂ、图７椭圆内）。验

证了本文方法的有效性及适用性。
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图２　凹陷模型两种方法迭代反演的速度模型对比

（ａ）ＣＧ方法迭代１００次；（ｂ）ＦＣＧ方法迭代１００次

图３　凹陷模型两种炮检距不同方法反演速度曲线对比

（ａ）狓＝３７０ｍ；（ｂ）狓＝６００ｍ

图４　凹陷模型不同频带两种方法迭代反演误差曲线对比

（ａ）１０～１４Ｈｚ；（ｂ）２５～２９Ｈｚ

４．２．２　误差函数曲线对比分析

图８是 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型不同频带两种方法迭代

反演误差曲线对比。由图８ａ可以看出，ＦＣＧ方法比

ＣＧ方法更易收敛。在２５～２９Ｈｚ频带内，ＣＧ方法出

现较多的局部震荡，而ＦＣＧ方法则较稳定（图８ｂ），

可见ＦＣＧ方法不仅收敛速度快并且相对稳定。
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图５　Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型（左）及其初始速度模型（右）

图６　Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型两种方法迭代反演的速度模型对比

（ａ）ＣＧ方法迭代１００次；（ｂ）ＦＣＧ方法迭代１００次

图７　Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型两种炮检距不同方法反演的速度曲线对比

（ａ）狓＝５００ｍ；（ｂ）狓＝１５００ｍ
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图８　Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型不同频带两种方法迭代反演误差曲线对比

（ａ）１０～１４Ｈｚ；（ｂ）２５～２９Ｈｚ

４．３　计算效率定量测试

为了定量测试本文提出的基于ＦＣＧ的全波形

反演的效率，分别对上述简单凹陷模型及抽稀的

Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型进行了效率测算。同样采用多尺度

反演，反演参数与前文所述相同。每个频率组迭代

终止的条件是‖犱ｏｂｓ－狌ｃａｌ‖／‖狌ｃａｌ‖≤ε犻。犱ｏｂｓ是观

测波场，狌ｃａｌ是模拟波场。对于凹陷模型，ε取０．０１；

对于 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型，ε取０．０５，最终迭代终止时求

出迭代次数。ＦＣＧ方法多出的计算仅仅是很少的

点乘计算，与全波形反演的计算时间相比完全可以

忽略。每次的计算时间与频率无关。

图９、图１０分别是凹陷模型和 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型

两种方法迭代反演速度模型及速度曲线对比。由

图９和图１０可以看出：①两种方法反演的速度模型

图９　凹陷模型两种方法迭代反演速度模型及速度曲线对比

（ａ）ＣＧ方法迭代１３０次；（ｂ）ＦＣＧ方法迭代５７次；（ｃ）狓＝３８０ｍ；（ｄ）狓＝５８０ｍ
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图１０　Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型两种方法反演速度模型及速度曲线对比

（ａ）ＣＧ方法迭代１１６次；（ｂ）ＦＣＧ方法迭代６３次；（ｃ）狓＝５００ｍ；（ｄ）狓＝１５００ｍ

无论是浅层还是深层，模型对应的层位界面的分辨

率差别较小（图９ａ、图９ｂ，图１０ａ、图１０ｂ）；②两种方

法反演的速度的变化趋势和数值相同（图９ｃ、图９ｄ，

图１０ｃ、图１０ｄ）；③对于凹陷模型达到相同的精度，

ＣＧ方法需要迭代１３０次（图９ａ），ＦＣＧ方法需要５７

次（图９ｂ）；对于 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型达到相同的精度，

ＣＧ方法需要迭代１１６次（图１０ａ），ＦＣＧ方法仅需

６３次（图１０ｂ）。因为ＦＣＧ方法额外的计算量就是

很少的点乘计算，与全波形反演的计算量及计算时

间相比完全可以忽略，计算量、计算时间与频率

无关。

５　结论

（１）ＦＣＧ方法与ＣＧ方法相比，收敛速度加快

的同时收敛更加稳定，该方法额外的计算量是少量

的点乘计算，计算量增加很少；

（２）简单凹陷模型和抽稀的 Ｍａｒｍｏｕｓｉ模型测

试结果验证了本文方法的正确性和有效性，该方法

既能加快收敛速度，又能提高反演精度及深层的分

辨率；

（３）基于快速共轭梯度法的频率域声波全波形

反演是普通共轭度梯度法计算速度的两倍左右，计

算量、计算时间与频率无关。
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