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基于体积和稀疏约束的高光谱混合像元分解算法

魏一苇，黄世奇，王艺婷，卢云龙，刘代志

(第二炮兵工程大学，陕西 西安 710025)

摘 要： 针对传统非负矩阵分解法中解空间较大、存在大量局部极小值的问题，提出了一种基于单形体
体积和丰度稀疏性约束的非负矩阵分解法(Volume and Sparseness Constrained NMF，VSC-NMF)。 该方法
首先使用顶点成分分析法对高光谱图像进行端元提取，将其作为端元矩阵的初始值，可达到加速算法收敛
的目的；然后，在目标函数中加入单形体体积最小化约束和丰度稀疏性约束，从而实现对混合像元进行较
好的分解。 实验结果表明，该方法不仅能有效地克服传统非负矩阵分解法的缺陷，而且能估计出精确的端
元和对应的丰度，获得满意的解混效果，尤其适用于稀疏度较高的高光谱图像。
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Volume and sparseness constrained algorithm
for hyperspectral unmixing

Wei Yiwei, Huang Shiqi, Wang Yiting, Lu Yunlong, Liu Daizhi

(The Second Artillery Engineering University, Xi′an 710025, China)

Abstract: To solve the problem of large solution space and a mass of local minima in the traditional
non -negative matrix factorization (NMF), a volume and sparseness constrained NMF (VSC -NMF)
algorithm was proposed. Firstly, end -members extracted by vertex component analysis (VCA) in
hyperspectral image were taken as initialization of end -member matrix so as to accelerate the
convergence speed. Then, the traditional NMF was extended by incorporating the minimum volume
constraint and abundance′ s sparseness constraint to achieve better separation of mixed pixels. The
experimental results on synthetic and real data illustrate that the proposed algorithm can overcome the
shortcomings of traditional NMF and obtain more accurate end-members and corresponding abundance,
especially in sparser hyperspectral image.
Key words: hyperspectral image; mixed pixels separation; non-negative matrix factorization;

minimum volume constraint; sparseness constraint
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0 引 言

高光谱数据是由具有高光谱分辨率的图像传感

器收集的， 包含上百个连续精细的波段， 为地物分

类、目标检测提供了丰富的信息。然而受限于较低的

空间分辨率，单个像元中可能包含了多种地物，导致

了混合像元的存在， 这影响了对高光谱数据的精确

分析和应用。因此，对高光谱数据中混合像元进行分

解成了一个首要解决的问题。 混合像元分解包含两

个步骤：端元提取和丰度估计。混合像元中包含的不

同材质的地物，被称为“端元”，每种端元在像元中所

占的比例称为“丰度”。

根据不同地物间是否有相互作用， 混合像元分

解模型被分为两大类： 线性混合模型和非线性混合

模型。线性模型假设物体间没有相互作用，即每个光

子只能“看到”一种物质，且将其信号线性叠加到像

元光谱中。 目前大部分混合像元分解方法是基于线

性混合模型的， 这类方法主要有： 纯净像元指数法

(Pure Pixel Index, PPI) [1], 内 部 最 大 体 积 法 (N -
FINDR) [2], 顶 点 成 分 分 析 法 (Vertex Component
Analysis, VCA) [3]， 独 立 成 分 分 析 法 (Independent
Component Analysis, ICA)[4]，以及一系列基于最小体

积约束、统计理论(如贝叶斯)和稀疏理论的方法 [5-8]。

如果对于一幅组成端元及其混合比例均为未知的高

光谱图像进行混合像元分解， 就属于盲源信号分离

(Blind Signals Separation, BSS)。 BBS 常用方法有两

种：独立成分分析法和非负矩阵分解法 (Nonnegative
Matrix Factorization, NMF)[9]。

NMF 将一个源矩阵分解为两个非负的矩阵，其

数学表达形式与光谱混合像元分解的线性模型很相

似，因此近年来被应用到高光谱混合分解中来，NMF
分解后的两个矩阵分别代表了图像的端元矩阵和丰

度矩阵。 然而，NMF 的解集较大、存在很多局部极小

值，使得分解结果很不可靠；而且其迭代速度和结果

受初始值影响较大。同时原始的 NMF 在分解过程中

只是进行了非负的限制， 这使得分解结果并不符合

高光谱图像中端元和丰度的物理意义。 针对这种情

况， 很多学者对应用于高光谱像元混合像元分解的

NMF 进行了改进。Chen 和 Cichocki 提出了一种有约

束的 NMF 算法 [10]，该算法考虑了端元矩阵的平滑性

和丰度在空间上的不相关性；2007 年，Li 和 Qi 提出

了 最 小 体 积 约 束 的 NMF 算 法 (Minimum Volume
Constrained NMF, MVC -NMF) [11]；2009 年 ，Jia 和

Qian 提出分段平滑和稀疏约束的 NMF(PSNMFSC)[12]；
2010 年，钱沄涛等提出了基于 Ｌ1/2 范数稀疏约束的

NMF，并将其扩展到 Lp(0≤p≤∞)[13]。 这些方法都比

原始的 NMF 更适用于高光谱图像，但是这些方法大

部分分别只从端元或者丰度去考虑约束 , 或者约束

条件不够符合高光谱图像的物理意义， 使得混合像

元分解效果不够精确。 而且， 由于初始值的随机取

定，使得算法收敛速度较慢。

为解决原始的 NMF 存在的不足，通过进一步分

析高光谱图像的物理特征， 文中提出了一种基于单

形体体积和丰度稀疏约束的 NMF 算法 (Volume and
Sparseness Constrained NMF, VSC-NMF)。 该算法首

先将 VCA 提取出的端元结果赋予 NMF 作为端元矩

阵的初始值，使得迭代过程快速收敛；然后对各端元

向量构成的凸面单形体的体积进行最小化约束 ，同

时考虑高光谱图像本身具有的稀疏性对丰度进行稀

疏约束，约束程度根据实际图像的稀疏度(Sparseness)
来确定；最后经过乘法迭代来达到解混效果。

1 非负矩阵分解（NMF）理论

Lee 和Seung 于 1999 年在 Nature 杂志上提出一

种乘法迭代的非负矩阵分解法 [14]，其每步的迭代均

在上一步的结果上使用乘法得到， 由于乘法整数前

后的符号是不变的， 只要初始值非负就能保证结果

非负。

给定一非负矩阵 Y∈Rn×m 和一个正整数 r<min
(m,n)，NMF 的目标是找到两个非负矩阵 W∈Rn×r 和

H∈Rr×m，使其满足：

Y≈WH (1)
目标函数有两种：一是 Y 和 ＷＨ 之间的欧式距离，

的下界是 0，当 Y=WH 是达到此下界。 表示为：

Ｊ(W,H)=||Y-WH||
2
=

i j
移(Y ij -(WH) ij )

2
(2)

二是 Y 和 WH 之间的“散度”，也即概率意义上的距

离，表示为：

Ｊ(W,H)=
� � i j
移 Y ij log

Y ij

(WH) ij
-Y ij +(WH) ijj & (3)

同样，当 Y=WH 时达到此下界。
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就欧式距离情况下推导得到的乘法迭代公式

为：

W←W·*(YHT)·/(WHHT) (4)
H←H·*(WTY)·/(WTWH) (5)

该方法具有非负以及自动调整步长进行迭代的

优点，消除了参数选择对该算法带来的影响。但由于

其目标函数具有明显的非凸性， 因而存在大量局部

极小值；而且其解空间较大，会有很多对不唯一解，

这是 NMF 存在的两个最大的问题。

2 VSC-NMF 算法描述

将已知的高光谱图像当作观测数据，经过 NMF
分解为两个矩阵相乘， 分别作为端元矩阵和丰度矩

阵。 由于 NMF 受初始值影响较大，文中首先可使用

快速的 VCA 提取出图像中的端元，将其作为端元矩

阵的初始值，这样可以加快收敛的速度。 其次，原始

NMF 仅以观测数据和估计的重建数据之间的最小

误差作为目标函数，导致解空间较大，而且没有考虑

高光谱图像中端元和丰度的物理特性， 因此考虑对

NMF 加入适当的约束条件。 高光谱图像中每个像元

光谱均为 L 维向量， 所以每个像元可以对应 L 维空

间中的一个点，每个像元均为端元的线性组合。以图

像的端元为顶点， 包含所有像元的凸面几何体被称

为“单形体” [15]。 考虑对端元构成的单形体体积进行

最小化约束， 可以使估计的端元向单形体中的像元

靠近，与真实端元更接近，缩小了解空间。同时，在一

幅高光谱图像中， 任何端元只会分布在图像空间的

部分区域内，而不会充满整个图像空间，具有一定的

稀疏度， 图像中端元对应的丰度矩阵中会存在很多

0 值或者临近 0 值。 因此，在目标函数中加入对丰度

矩阵的稀疏性约束， 约束程度根据图像的稀疏度确

定， 这样可使估计的端元以更符合像元分布特点的

方式逐步靠近真实端元。最后，算法的终止条件是预

先设定的残差临近值， 当计算结果残差足够小的时

候终止算法。

假设一幅高光谱图像中有 N 个像元，p 种地物，

波段数为 L。 目标函数及约束条件可表示为：

minf(M,S)= 1
2 Y-MS

2

F +子J(M)+姿G(S);

s.t. M≥0,Ｓ≥０ (6)
式中：Y∈RL×N 是已知的观测数据， 在高光谱图像中

表示图像的矩阵；M=(m1,m2, …mp)∈RL×p 和 S∈RP×N

分别为估计的端元矩阵和丰度矩阵 ；子 和 姿 分别为

体积约束和稀疏约束的权值 。 运算符号 ||·||F 表示

Frobenius 范数，表示为：

Y-MS
2

F ＝
Ｌ

i＝１
移

N

� j＝１
移(Y ij -(MS) ij )

2
(7)

2.1 体积最小化约束

在体积约束项 J(M)中，体积的定义用所有端元

到单形体中心的欧氏距离表示，表示为：

J(M)=移移(M-M軘)
2

(8)

式中：M軘是所有端元的均值矩阵 ，为 L×1 的向量 ，用

M軘= 1
p 移mii '1T

p 表示，代表单形体的中心。将加入体

积约束项前后的 NMF 分解混合像元的效果进行比较，

通过图像的散点图可以看出体积约束项的作用 ，其

中图 1(a)为加入体积约束前的 NMF 分解效果 ，如

图 1(b)加入体积约束后的 NMF 分解效果。

图 1 加入体积约束前后的 NMF 混合像元分解散点图

Fig.1 Geometric illustration of factorization of mixed pixels

after and before incorporating volume constraint

图 1 中 灰 色 的 点 代 表 图 像 中 的 所 有 像 元 ，黑

色线勾勒出了由估计的端元构成的凸面几何体 。

从图 1 可以看出原始 NMF 估计出的端元处于点外

部，且距离真实端元较远 ，这是因为 NMF 目标函数

魏一苇等 ：基 于 体 积 和 稀 疏 约 束 的 高 光 谱 混 合 像 元 分 解 算 法 1249
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中最小化近似误差的作用使估计结果向点外部移

动；加入体积约束后，端元尽可能向像元靠近，缩小

了解空间。

2.2 稀疏性约束

从几何学角度分析， 在丰度稀疏度较低的高光

谱图像中，由于像元的混合程度较高，它们的位置相

对集中于凸面几何体的内部；稀疏度较高的图像中，

端元分布较分散或混合程度不高， 使得像元的分布

聚集在凸面几何体的顶点或者侧边处。 文中使用参

考文献[16]中的稀疏度策略来定义图像的稀疏度 姿，
公式如下：

姿= 1
L姨 l
移 N姨 -||y l ||1 /||y l ||2

N-1姨
(9)

式中：y l 为高光谱图像矩阵 Y 中第 l 个波段的向量。

不同稀疏度的图像的特点可从散点图中看出， 如图

2 所示。 其中图 2(a)为稀疏度较低(姿=0.3)的高光谱

图像，图 2(b)为稀疏度较高(姿=0.8)的高光谱图像。

图 2 稀疏度不同的高光谱图像的散点图

Fig.2 Geometric illustration of hyperspectral

image with different sparseness

体积约束造成的影响只是使估计的端元向点内

部靠近，但没有考虑到像元的分布特点，这时候同时

对丰度矩阵进行稀疏约束， 可以使得估计的端元以

更符合真实图像中像元分布情况向真实端元靠近文

中用丰度矩阵的 L1 范数来表征其图像的稀疏性，稀

疏约束项表示为：

G(S)＝||S||1=
i

移
j
移|Sij | (10)

将公式(7)、(8)和(9)代入公式(6)，得到文中算法

的目标函数为：

f(M,S)= 1
2 Y-MS

2

F +子移移(ml-m軓)
2
+姿||S||1;

s.t. M≥0,Ｓ≥０ (11)
式中：姿 取决于图像中端元丰度的稀疏度。

文中将这两种约束同时考虑，可以平衡目标函数

中最小化近似误差、凸面几何体体积约束和混合像元

在不同稀疏度图像中分布特点三者之间的作用，使得

解混效果更准确，更符合实际高光谱图像的特征。

2.3 迭代公式

根据 NMF 算法的乘法迭代公式 (4)和 (5)，推导

VSC-NMF 算法的乘法迭代公式如下：

M←M·*(YST)·/(MSST+子 坠J(M)
坠M ) (12)

S←S·*(MTY)·/(MTMS+姿 坠G(S)
坠S ) (13)

经过偏导，可计算出该方法的迭代公式为：

M←M·*(YST)·/(MSST+2子M軜) (14)
S←S·*(MTY)·/(MTMS+姿) (15)

式中：M軜=M-M軘=M-( 1p 移mi )1p

T
。

根据上述两项约束条件和迭代公式， 可将算法

流程总结如表 1 所示。

表1 VSC-NMF 算法流程

Tab.1 Flow of VSC-NMF algorithm

Step Algorithm flow

Step1
Set the number of p end-members, estimate the weight
parameter 姿 according to the sparseness measure over Y.

Step2
Initialize S by randomly selecting entries in the interval

[0,1], initializeM using end-members extracted by VCA
algorithm from Y.

Step3 Set iteration index k=0,start iterating

Step6
Judge whether the whole objective function is converging. If

is, jump to step7; else, back to step4.

Step7 Output the resultsMk+1 、Sk+1，the end of the algorithm.

Step4

Step5

UpdateMk by applying (14).

Update Sk by applying (15).
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3 实验结果及分析

３.1 性能评价指标

文中使用光谱角距离 (Spectral Angle Distance,

SAD) 和 均 方 根 误 差 (Root Mean Square Error,

RMSE)两个指标来衡量混合像元分解效果。 它们分

别计算端元光谱与丰度估计结果与观测值的近似程

度。 对于第 k 个端元，其中 SAD 被定义为：

SADk=arccos
M

T

k M赞 k

Mk M赞 k

k
"
"
"
"
"
""
#

$
%
%
%
%
%
%%
&

(16)

式中 ：M k 与M赞 k 分别表示该端元的光谱解混结果与

参考值。 而 RMSE 被定义为：

RMSEk= 1
N

N

� j = 1
移 Skj -S赞 kj

2

姨 (17)

式中：Skj 和S赞 kj 分别表示该端元在某一像元的丰度的

光谱解混结果与参考值。 文中用到的 SAD 和 RMSE
均为所有端元的平均值。

３.2 模拟数据实验

在本节中，、使用人工产生的模拟数据来做实验

以测试文中提出的方法的性能， 并将其与以下两种

常用方法进行比较：第一种方法先用 VCA 进行端元

提取，之后用全约束的最小二乘法(Fully Constrained

Least Squares, FCLS) 进 行 丰 度 估 计 ， 称 方 法 为

VCA+FCLS，第二种方法是 MVC-NMF。
仿真数据的产生方法为 ， 从美国地址勘探局

USGS 的光谱库 splib06zhong 选取 498 条光谱曲线

(波段数为 224)并剔除其中相似性较高的曲线(光谱

角距离小于 10°的认为相似性较高)， 在其中选取五

种端元作为端元矩阵 M； 非零丰度系数 S 随机生

成 ，且服从 Dirichlet 分布 ，满足 “和为 1”约束和 “非

负”约束，并且根据需要设定不同的稀疏性；根据高

光谱成像机理，采用零均值高斯加性噪声。然后根据

线性混合模型的原理，将 M 和 S 相乘在加上高斯白

噪声就得到了实验所需的仿真数据。

通过模拟产生一组数据来比较上述两种方法

与文中算法的性能 。 数据为 SNR=35 dB，N=5 000。
通过柱状图来表现三种方法解混效果的优劣 ，如

图 3 所示。

图 3 三种方法的 SAD 和 RMSE 比较

Fig.3 Comparison of SAD and RMSE

with three different algorithms

由图 3 可以看出，基于几何原理的 VCA 算法提

取出的端元较精确，而基于 NMF 的两种方法提取端

元精度相对低一些，因此，文中将 VCA 提取出的端

元赋予 VSC-NMF 的初始值； 而 VSC-NMF 估计丰

度的精度要明显优于其他两种方法。

在另一组试验中， 改变仿真数据稀疏度的大小

来研究算法性能和图像稀疏性的关系。 实验中图像

的稀疏度分别取 0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8。 其他参数

为：信噪比 SNR=35 dB，像元个数 P=5 000。 图 4(a)
和图 4(b)分别给出了三种算法的 SAD 和 RMSE 随图

像稀疏度变化的结果。

图 4 不同稀疏度图像中算法性能的比较

Fig.4 Different algorithms′ performance with

different sparseness of image

从图 4(a)可以看出 ，随着图像数据稀疏度的增

魏一苇等 ：基 于 体 积 和 稀 疏 约 束 的 高 光 谱 混 合 像 元 分 解 算 法 1251
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加 ，三种算法的 SAD 均有所降低 ，但是 VSC-NMF
提取端元效果要优于其他两种；图 4(b)展现了在稀

疏度较低的情况下 (Sparseness (X)≤0.5)时 ，MVC-
NMF 的丰度估计 精 度 较 高 ， 而 随 着 稀 疏 度 增 高

(Sparseness (X) >0.5)，VSC-NMF 的 精 度 逐 渐 高 于

MVC-NMF，说明仅加入体积约束的 MVC-NMF 方

法适用于稀疏度较低的图像， 而 VSC-NMF 更适用

于稀疏度较高的高光谱图像。

３.3 真实数据实验

在这节中， 使用实际的高光谱图像数据对所提

出的算法性能进行测试。 使用的高光谱图像数据是

由地面光谱成像仪采集得到的。 光谱成像仪的光谱

范围是：400~1 000 nm；波段数：256 个；光谱分辨率：

2.8 nm；CCD 像素为 1 344×1 024。 此次实验时间为

2013 年春季，陕西省西安市地区。 以水泥地为背景，

木凳、铁凳、塑料盆和书包作为目标样本。 拍摄到的

高光谱图像的假彩色合成图和灰度图如图 5 所示。

其中图 5(a)为假彩色合成图，分别是第 114 波段(波
长 640 nm)、第 76 波段 (波长 550 nm)、第 37 波段 (波
长 459 nm)三个波段合成；图 5(b)是第 57 波段(波长

506 nm)的灰度图。

图 5 实验获得的高光谱数据

Fig.5 Real hyperspectral data

图像中包含四种不同材质的样本， 背景的材质

不同于样本 ， 因此设置端元数目为 5， 使用 VSC-
NMF 得到的丰度图如图 6 所示。 可以清晰地看到不

同材质的样本的分布情况。 其中图(a)为书包，图(b)

为塑料盆 ，图 (c)为铁凳 ，图 (d)为木凳 ，图 (e)为水泥

地。

图 6 实验所得高光谱数据丰度分解结果

Fig.6 Abundance maps of real data decomposed by VSC-NMF

从图6 可以看出 VSC-NMF 分解的效果较好 ，

每种目标被清晰地分离出来。从实验图像中每种目

标样本的中心位置取一个相对纯净的像元作为参

考端元，将其光谱曲线与 VSC-NMF 估计出的目标

端元进行比较。 参考端元的光谱如图 7 所示 ，其中

图 (a)为书包 ，图 (b)为塑料盆 ，图 (c)为铁凳 ，图 (d)
为木凳 。
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图 8 VSC-NMF 提取出端元的光谱曲线

Fig.8 Spectral of end-member extracted by VSC-NMF

VCA MVC-NMF VSC-NMF

Wood 7.85 7.49 8.20

Ferric 11.23 12.33 9.54

Basin 6.52 8.26 5.45

Bag 7.36 9.14 7.11

Cement 6.27 7.63 4.86

Mean 7.85 8.97 7.04

图 7 图像中纯净像元代表的参考端元的光谱曲线

Fig.7 Spectral of reference end-member

可以看出， 使用 VSC-NMF 提取的端元与参考

端元光谱很相似， 说明 VSC-NMF 分解算法有较高

的端元提取精度。 VSC-NMF 提取出的目标端元的

光谱如图 8 所示。

在运算速度上，VCA 算法优于两种基于 NMF的
算法。 这是由于 VCA 算法只用来进行端元提取，而

基于 NMF 的两种算法 MVC-NMF 和 VSC-NMF能

够 同 时 进 行 端 元 提 取 和 丰 度 估 计 两 个 步 骤 。 而

VSC-NMF 的运算时间要比 MVC-NMF 少， 这是因

为文中将 VCA 提取出的端元算法结果作为端元初

始值赋予 VSC-NMF，加快了算法的迭代收敛速度。

三种算法的具体运算时间如表 2 所示。

表 2 三种方法的运算时间比较

Tab.2 Running time of different algorithms

参考光谱与三种方法提取出的端元之间的光谱

角度如表 3 所示，可以看出，使用 VSC-NMF 提取的

端元精度要高于其他两种方法。

表 3 三种方法估计出的端元与参考端元

之间的光谱角度比较

Tab.3 Spectral angle between extracted endmembers
and referenced spectra by different algorithms

Algorithm VCA MVC-NMF VSC-NMF

Running time/s 240.41 1 839.96 1 028.33
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４ 结 论

由于NMF 解空间较大，且没有与高光谱数据的

物理特性相结合，使得分解出的精度较低，影响了它

在高光谱混合像元分解中的应用。 文中提出了一种

高光谱混合像元分解算法 VSC-NMF， 该算法结合

高光谱数据的物理意义，通过向 NMF 的目标函数中

加入端元构成的凸面单形体体积最小化约束和丰度

矩阵的稀疏性约束。经过模拟数据和真实数据试验，

可以看出与已有的其他算法相比 ，VSC-NMF 的迭

代收敛速度更快， 并且端元和丰度估计精度均得到

了提升，取到了良好的解混效果。
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