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摘 要院 反演算法的速度、精度及稳定性一直是颗粒测量领域中的研究重点。针对传统的 Chahine 迭

代算法在反演过程中出现毛刺、伪峰及震荡等不稳定现象，将正则化理论与 Chahine 迭代算法相结合

的改进算法用于颗粒粒径分布的重建。通过引入正则化理论建立新的线性方程，采用 L 曲线法确定

正则化参数，再利用 Chahine 迭代算法求解该线性方程。仿真及实验结果表明：改进的算法解决了

Chahine 迭代算法的缺点，提高了反演结果的稳定性和平滑性。利用改进的算法实现国家标准颗粒的

测量，其迭代 15 000 次所得中值粒径 D50 的相对误差在 2%以内，用于描述分布曲线展宽的 D10、D90
的相对误差均在 5%以内，且反演时间小于 1 min，可满足颗粒粒径在线测量的需求。
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Abstract: The speed, precision and stability of inversion algorithm are research emphasis in the field of
particle measurement. To counter the problems such as burrs, false peaks and concussion etc. in the
process of inversion with traditional Chahine algorithm, an improved algorithm that combines
regularization theory with Chahine algorithm was used to reconstruct particle size distribution. A new
linear equation was constructed by introducing the regularization theory, the regularization parameter was
determined by using L-curve, and Chahine algorithm was used to solve the linear equations. Simulation
and experiment results show that the improved algorithm overcomes the disadvantages of traditional
Chahine algorithm and improves the stability and gliding property of inversion results. Measured results of
standardized polystyrene microsphere is measured by using the improved algorithm, which shows that the
relative errors for median diameter D50 is within 2% , and D10, D90 (characterize broadening of
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distribution curve) are both within 5% when the number of inversion is 15 000. In addition, the inversion
time is less than 1 minute, which meets online particle size measurement.
Key words: inversion; Chahine algorithm; repeatability; regularization; particle size distribution;

0 引 言

颗粒的粒径是颗粒材料的一个重要性质袁 实现

颗粒粒径的快速尧准确测量对于环境尧医药尧化工尧能
源等领域有着重要的意义[1]遥 在各种颗粒粒径的测量

方法中袁由于光散射法具有测量范围宽尧速度快尧精
度高及重复性好等优点袁 已广泛应用于工业在线颗

粒粒径测量[2]遥
颗粒粒径分布的求解可以归结为第一类Fredholm

积分问题[3]遥 目前袁国内外对于这类问题的求解还没

有解析解袁所以反演算法是颗粒测量的核心遥光散射

法求解颗粒粒径分布的方法可归结为两大类院 非独

立模式算法和独立模式算法遥 相比于非独立模式算

法袁独立模式算法具有不依赖颗粒信息的优点袁在实

际颗粒粒径测量过程中袁 被测颗粒的粒径信息往往

是未知的袁此时袁独立模式算法具有更大的优势 [4]遥
近年来袁 许多学者致力于研究基于正则化理论的颗

粒粒度反演袁 如徐立军等通过构建基于 Tikhonov 正

则化的 詛1 的目标函数实现颗粒粒度反演 [5]曰王燕民

等利用松弛迭代技术求解关于 Tikhonov 平滑泛函的

线性方程获得稳定的正则解[6]曰唐红将改进的正则化

迭代算法用于消光法颗粒粒度的反演[7]等遥
Chahine 迭代算法是实现颗粒粒度反演的有效

方法之一袁具有迭代格式简单尧收敛速度快及精度高

的特点袁但是该算法具有对噪声较敏感尧迭代截止条

件较难选择等缺点[8]遥 为克服 Chahine 迭代算法不稳

定的缺点袁 文中构建了基于优化正则化理论的线性

方程袁 再利用一种非线性迭代算法原Chahine 迭代算

法求解该线性方程遥 分析了随机噪声和迭代次数对

算法的影响袁同时袁将这种改进算法与迭代正则化算

法和改进的 Tikhonov 算法进行比较遥
1 Mie 散射理论的测量原理

当被测颗粒满足不相关单散射的多分散颗粒体

系时袁 基于 Mie 散射理论的散射光在光电探测器环

上的归一化光能分布计算公式为[2]院

En=
i
移 Wi

D3
i

n+1

n
乙 (i1+i2)sin d (1)

式中院i 为颗粒粒径分档数曰n 为环号曰 n+1 和 n 分别

为内外径的散射角曰i1 和 i2 分别为垂直和平行于散

射面的散射强度函数曰Di 为颗粒粒径曰Wi 为待求的

颗粒粒径分布遥 对公式(1)进行离散化处理后写成矩

阵形式为院
E=TW (2)

式中院E=(e1袁e2袁e3袁 噎袁en)忆为光能分布列向量曰W=
(W1袁W2袁W3袁噎袁Wn)忆袁符号野忆冶表示对矩阵转置曰T 为

光能分布系数矩阵遥 其表达式如下院
Ti,n= 1

D3
i

n+1

n
乙 (i1+i2)sin d (3)

颗粒粒径分布的求解问题归结为对公式 (2) 的求

解遥公式(2)是一个不适定问题袁直接求解公式(2)会产生

不稳定的解袁对于不适定问题的求解需引入反演算法遥
2 不适定分析及反演算法

2.1 不适定分析及线性方程的确定

在实际问题中袁对于一个线性不适定方程 y=Ax袁
由于观测数据 y 受到实验系统内部和外部噪声的干

扰而带有一定的误差袁 对数据 y 加一扰动误差 袁即
y = yi袁带有扰动误差的观测数据为 y =y+y 袁线性方

程为 y =Ax袁则线性方程的解的误差如下[9]院
x -x= un

n
(4)

式中院 n 为矩阵 A 的奇异值曰un 为左奇异向量遥
由公式(4)可以看出袁当奇异值 lim n

n寅肄
=0 时袁线

性方程的解的误差被放大袁即 un/ n寅肄袁从而影响

解的稳定性遥 正则化方法可以改善小奇异值对线性

方程稳定性的影响袁 正则化后的解用奇异系统表达

如下式院
x=R y=

肄

i=1
移 q( 袁 i)

i
(y袁vk)uk (5)

q( 袁 i)=
2

( + 2r)
1
r

(6)
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式中院 uk尧vk 分别为左右奇异向量曰(y袁vk) 表示 y尧vk
两个向量的内积曰q( 袁 i)为正则滤波函数袁 为正

则化参数袁 r>0袁当 r=1 时袁q ( 袁 i)为 Tikhonov 正

则化滤波函数遥 由公式(5)和(6)可知袁正则化后的线

性方程解的稳定性不仅受到矩阵 A 的奇异值的影

响袁还受到正则化参数的影响袁选择合适的正则化参

数能减缓小奇异值对线性方程的影响袁 使解趋于稳

定遥
在以上分析的基础上袁文中引入李功胜的优化正

则化方法来构造目标函数[10]院
((T忆T)r+ L忆L)Wr=(T忆)忆Er (7)

式中院 为正则化参数曰L 为正则算子遥
对于公式(7)中的正则化参数的选择袁文中利用

L 曲线法确定正则化参数[11]遥
2.2 Chahine 迭代算法

近年来袁 无论在动态光散射法还是在静态光散

射法测量领域袁Chahine 迭代算法在颗粒粒径反演问

题上得到了广泛应用遥 其迭代格式为院
W(k+1)=c(k).*W(k) (8)

c(k)=(T忆r(k))./sum(T)
r(k)=E./E(k)

E(k)=TW(k)

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

(9)

式中院k 为迭代次数曰W 为颗粒粒径分布曰T 为光能分

布系数矩阵曰E 为光能分布列向量曰野.*冶表示向量中

各对应元素相乘曰野./冶 表示向量中各对应元素相除曰
sum(T)表示对矩阵 T 相同列向量中的元素求和遥

根据以上分析袁 通过引入正则化理论将颗粒粒

径分布的求解由公式(2)转换成公式(7)的求解问题袁
利用 L 曲线准则确定正则化参数后袁再利用 Chahine
迭代算法求解公式(7)遥
3 仿真结果与分析

文中采用 R-R 分布模型对单峰分布的均匀球

形颗粒进行仿真实验遥
设 R-R 分布的参数(X袁N)=(39袁4)袁颗粒的折射

率 m=(1.596-0.1i)/1.33袁 颗粒的粒径范围设定为 1~
100 滋m袁入射光波长 =0.632 8 滋m袁傅里叶透镜焦距

f=25 mm袁 考虑光散射含有不同程度的随机噪声袁对
光能分布列向量分别加入 1%尧5%尧10%的随机噪

声遥 公式(7)中 r 的取值不宜过大袁0约r臆1 是合适的袁

为研究方便袁文中取 r=1袁L 为单位矩阵遥为研究传统

的和改进的 Chahine 迭代算法的稳定性袁 在每一种

随机噪声条件下袁 分别模拟两种算法迭代 1 000尧
5 000尧10 000 次的颗粒粒径分布曲线袁并与理论分布

进行比较袁反演结果如表 1 所示遥
表 1 相对均方根误差

Tab.1 RMS

表 1 中袁 理论分布曲线及反演所得分布曲线的

相对均方根误差 (RMS)按照参考文献 [4]计算袁可
以看出袁 对于传统的 Chaine 迭代算法反演颗粒粒径

分布时袁在每一种随机噪声条件下袁随着迭代次数的

增加袁RMS 反而会增大袁对于 5%和 10%的随机噪声

情况下袁当迭代次数在 5 000 和 10 000 时袁RMS 都超

过 20%遥 在相同迭代次数条件下袁随机噪声增大时袁
RMS 呈现增大的趋势遥 由此可见袁传统的 Chaine 迭

代算法对迭代次数和噪声比较敏感遥 当随机噪声在

5%和 10%时 袁 改进的 Chahine 迭代算法降低了

RMS袁在同一种随机噪声条件下袁随着迭代次数的增

加袁反演所得精度越高袁当迭代次数在 10000 次时袁
RMS 在 15%以内袁反演精度较高遥

图 1 为对应于表 1 的传统的 Chahine 迭代算法

反演结果遥由图 1 可以看出袁当随机噪声在 1%袁迭代

次数在 1 000尧5 000尧10 000 次时袁反演所得分布曲线

和理论分布曲线拟合较理想袁 峰值所在位置和分布

宽度都与理论分布相差不大遥当随机噪声分别为 5%
和 10%时袁随着迭代次数的增加袁反演所得分布曲线

均出现毛刺尧伪峰尧震荡等不稳定现象遥 在相同迭代

次数下袁随机噪声增大时袁分布曲线逐渐出现稳定性

不足及分布宽度变窄的情况遥

Random
noise

Number of
iterations

1%
1 000

RMS

Chahine

5.62%

Improved
Chahine

23.66%
5 000 6.01% 11.96%
10 000 6.21% 8.72%

5%
1 000 21.89% 22.38%
5 000 23.32% 14.68%
10 000 23.35% 13.24%

10%
1 000 39.37% 25.82%
5 000 43.85% 16.12%
10 000 43.90% 14.07%
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图 1 传统的 Chahine 迭代算法反演结果

Fig.1 Inversion results of traditional Chahine algorithm

图 2 为对应于表 1 的改进的 Chahine 迭代算法

反演结果袁根据 L 曲线准则袁在 1%尧5%尧10%的随

机噪声条件下袁 计算所得正则化参数 分别为 1.9伊
10-5尧6.9伊10-6尧3.7伊10-4袁比较图 1 和图 2 可知袁当随

机噪声在 5%和 10%时袁改进的 Chahine 迭代算法克

服了传统的 Chahine 迭代算法在反演过程中的缺

点袁提高了颗粒粒径分布反演的稳定性和平滑性袁且
迭代次数越多袁反演所得分布与理论分布越接近遥

图 2 改进的 Chahine 迭代算法反演结果

Fig.2 Inversion results of improved Chahine algorithm

图 3 为系数矩阵的奇异值比较袁 图中计算了线

性方程式(2)的系数矩阵 T 和在 1%尧5%尧10%的随机

噪声条件下袁线性方程式(7)的系数矩阵(T忆T+ L忆L)
的奇异值(取对数)随着系数矩阵维数的变化规律遥
由图 3 可以看出袁随着矩阵维数的增大袁系数矩阵的

奇异值都趋向于 0袁相比于线性方程式(2)袁引入正则

化后的系数矩阵的奇异值趋于 0 的程度明显得到改

善遥由此可知袁正则化理论的引入使系数矩阵的小奇

异值得到改善袁结合图 1尧图 2尧表 1 的分析袁正则化

理论的引入明显提高了线性方程解的稳定性遥

图 3 系数矩阵的奇异值比较

Fig.3 Comparison of singular values of coefficient matrix

图 4 为随机噪声在 10%时袁 分别利用文中提出

的改进算法 尧 正则化迭代算法中稳定性较好的
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Landweber 算法 [12]及改进的 Tikhonov 算法 [7]反演所

得的分布曲线遥理论分布与反演结果的 RMS 分别为

14.07%尧46.27%尧57.52%遥 通过对比可知袁文中所提

出的算法在随机噪声为 10%时仍然具有较高的精

度袁改进的算法具有更好的抗噪能力遥

图 4 不同算法的反演结果

Fig.4 Results of different algorithms

4 实验分析

利用提出的算法对国家标准颗粒进行测量袁搭
建了一套基于 Mie 散射理论的小角前向散射系统袁
实验装置结构示意图如图 5 所示遥

图 5 实验装置结构示意图

Fig.5 Structural representation of test apparatus

He-Ne 激光器 (波长 =0.632 8 滋m袁 功率 W=
2.47 mW)作为整个系统的光源袁当 He-Ne 激光器产

生的激光光束经过偏振片后袁 其能量衰减为 1 mW
左右袁 然后经过 4 倍的扩束准直系统获得光束直径

约为 8 mm 的单色的尧 平行的尧 光强均匀的激光光

束曰当光束和比色皿(横截面积为 10伊10 mm2)里的颗

粒相互作用时袁产生的散射光经透镜(f=25 mm)会聚

在处于焦平面的 CCD (像素为 1 024伊1 280) 上袁由
CCD 将采集到的散射信号转换为电信号并输入到

计算机中袁 最后对采集的图片进行图像处理和反演

计算袁求解颗粒粒径分布信息遥

被测样本采用国家标准颗粒 GBW(E)120044
(35滋m)袁选用水作为分散剂袁使被测样本浓度满足不

相关的单散射条件袁相对折射率m=(1.596-0.1i)/1.33遥
图 6 为 35 滋m 颗粒散射信号图袁为获得实际的散

射光能值袁在采集散射信号图时袁需预先采集加入空

白溶液的比色皿的散射信号图袁称为背景图袁如图6(a)
所示遥然后袁实验系统采集加入被测样本后的散射信

号图袁如图 6(b)所示遥

图 6 GBW(E)120044(35 滋m)散射信号图

Fig.6 Scattering signal figure of GBW(E)120044(35 滋m)

事实上袁图 6(b)中包含背景信号和实际散射光

信号袁在计算实际的散射光能值时袁需用图像处理技

术对采集到的散射信号图作进一步处理袁 将图 6 中

的(b)图扣除(a)图即得到实际散射信号图袁然后根据

焦点中心坐标和光电探测器环参数便可计算出实际

散射光能分布袁如图 7 所示遥

图 7 归一化散射光能分布

Fig.7 Normalized scattered energy distribution

已知散射光能分布袁利用 L 曲线求得正则化参

数为 0.504袁反演结果如表 2 所示遥用于描述标准颗

粒物 GBW(E)120044(35 滋m)分布曲线展宽的特征

粒径 D10尧D90 分别为 37.37 滋m尧32.94 滋m袁理论中

值粒径 D50 为 35.05 滋m遥 表 2 描述了传统的和改

进的 Chahine 迭代算法在迭代 1 000尧5 000尧15 000
次时的特征粒径 D10尧D50尧D90 的值以及与理论值

曹丽霞等院基于改进的 Chahine 迭代算法的粒径分布反演 2841
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的相对误差遥图 8(a)为对应表 2 的反演结果的分布

曲线袁图 8(b)比较了文中提出的算法与另两种算法

的反演结果遥
表 2 相对误差比较(Ere)

Tab.2 Comparison of the relative errors(Ere)

图 8 GBW(E)120044(35 滋m)的反演结果

Fig.8 Inversion results of GBW(E)120044(35 滋m)

结合图 8 和表 2 可知袁传统的 Chahine迭代算法

反演所得的 D10尧D50 的相对误差都很大袁均超过了

10%遥 用改进的 Chahine 迭代算法求解颗粒粒径分布

时袁 当迭代次数在 1 000 次和 5 000 次时袁D10尧D90
的相对误差都较大袁只有中值粒径 D50 在 2%以内袁
分布曲线峰值所在位置较合理袁其展宽较宽遥

当迭代次数为 15 000 次时袁 利用 Landweber 算
法反演所得的 D50 为 37.98 滋m袁 颗粒粒径分布较

窄袁虽然反演过程稳定袁但颗粒粒径分布展宽容易受

到松弛因子的影响袁 用改进的 Tikhonov 算法反演所

得分布曲线的第一个峰值位置与改进的 Chahine 迭

代算法反演所得的分布曲线的峰值接近袁 但出现震

荡尧伪峰等不稳定现象遥 而改进的 Chahine 迭代算法

反演所得中值粒径 D50 为 1.06%袁D10尧D90 在 5%以

内袁分布曲线峰值所在位置及展宽都较合理遥结合仿

真可知袁改进的 Chahine 迭代算法具有更好的抗噪性

和稳定性袁反演结果精度高袁且反演时间小于 1 min遥
5 结 论

文中提出了基于正则化理论的改进的 Chahine
迭代算法遥利用 Chahine 迭代算法来求解基于优化正

则化的线性方程遥仿真和实验结果表明院当随机噪声

较大时袁改进的 Chahine 迭代算法明显改善了传统的

Chahine 迭代算法在反演过程中的不稳定现象袁随着

迭代次数的增多袁反演精度越高遥 与 Landweber 算法

及改进的 Tikhonov 算法相比袁 提出的算法具有更好

的抗噪能力和稳定性遥 利用改进算法测量国家标准

颗粒物质袁当迭代次数达到 15 000 次时袁所得中值粒

径 D50 的相对误差在 2%以内袁 用于描述分布曲线

展宽的 D10尧D90 的相对误差在 5%以内袁 且反演时

间小于 1 min袁可用于工业在线颗粒粒径测量遥
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