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摘　要：求解布尔不可满足子式在超大规模集成电路设计与验证领域都具有非常重要的理论与应用价
值，帮助ＥＤＡ工具迅速定位错误与不一致。针对求解不可满足子式的非完全方法，提出了消解悖论与悖论解
析树的概念，在此基础上提出一种启发式局部搜索算法。该算法根据公式的消解规则，采用局部搜索过程直

接构造证明不可满足性的悖论解析树，而后递归搜索得到不可满足子式；算法中融合了布尔推理技术、动态

剪枝方法及蕴含消除方法以提高搜索效率。基于随机测试集进行了实验对比，结果表明提出的算法优于同

类算法。
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　　在诸如电子设计自动化与超大规模集成电路
（ＶｅｒｙＬａｒｇｅＳｃａｌｅＩｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ，ＶＬＳＩ）形式化验证等
领域中，很多设计与验证问题都可以转换为布尔

可满足问题来解决；如果公式不可满足，通常表示

软硬件设计出现错误与不一致，那么需要缩小错

误可能出现的范围，以便快速定位错误，即移除与

公式不可满足无关的短句，查找导致公式中变元

赋值冲突的最小集合，即提取原始公式的不可满

足子式，因此求解不可满足子式在很多领域都具

有非常重要的理论与应用价值。近几年来不可满

足子式的求解方法逐渐成为研究热点。布尔不可

满足子式的典型应用包括现场可编程逻辑门阵列

（Ｆｉｅｌｄ－ＰｒｏｇｒａｍｍａｂｌｅＧａｔｅＡｒｒａｙ，ＦＰＧＡ）的布线
方法［１］、错误诊断与定位［２］、电路综合［３］等。

求解不可满足子式的方法按照问题的解决方

式能够划分为完全算法与非完全算法。通常来

说，完全算法能够找到问题的精确解，但其面临的

主要挑战是计算时间随问题规模的增大呈指数级

增长。而非完全算法尽管有时无法给出精确解，

但其运算速度快，求解效率高。随着基于Ｄａｖｉｓ－
Ｐｕｔｎａｍ－Ｌｏｇｅｍａｎｎ－Ｌｏｖｅｌａｎｄ（ＤＰＬＬ）回溯搜索过
程的布尔可满足性问题（ＢｏｏｌｅａｎＳａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ，
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ＳＡＴ）求解技术的不断发展，因此求解布尔不可满
足子式的算法大多是基于ＤＰＬＬＳＡＴ求解器的完
全方法［４－１０］。

著名的十个可满足问题的经典挑战［１１］中第

五个是：（在５～１０年内）设计一种证明公式不可
满足性的局部搜索算法。然而这个问题１０年来
无人解决。直到 １０年后 Ｐｒｅｓｔｗｉｃｈ等［１２］与

Ａｕｄｅｍａｒｄ等［１３］才首次提出采用局部搜索过程来

证明公式不可满足性的算法。但是他们的算法仅

能证明公式是否不可满足，而不能求解公式的不

可满足子式。直到目前为止，还没有公开发表的

研究采用局部搜索方法从公式不可满足性的证明

中提取布尔不可满足子式。

１　消解悖论算法的理论基础

合取范式公式的构造规则是：文字是变元及

其否定形式，而若干个文字的析取构成短句，若干

个短句的合取组成公式。

定义１（布尔可满足问题）　给出一个 ＣＮＦ

公式φ：φ＝∧
ｎ

ｉ＝１
Ｃｉ，其中短句 Ｃｉ＝∨ｊｘｊ∨ｋ　

「 ｘｋ，Ｖ＝

｛ｘ｜ｘ
!φ｝表示变元集合。可满足问题是指给定一

个赋值 Ｍ，Ｍ表示从 φ的变元集合 Ｖ到真值
｛ｔｒｕｅ，ｆａｌｓｅ｝的映射：Ｖ

"

｛ｔｒｕｅ，ｆａｌｓｅ｝｜Ｖ｜。如果存
在一个赋值Ｍ，使得φ＝ｔｒｕｅ，即Ｍ｜＝φ，那么称公
式φ是可满足的；若对于任意的赋值 Ｍ，都有 Ｍ｜
#φ，则称公式φ是不可满足的。

定义２（不可满足子式）　给出一个公式φ，ψ
是公式φ的一个不可满足子式当且仅当 ψ是不
可满足的，并且ψφ。

定义３（消解）　假设 Ｃｉ与 Ｃｊ为两个短句，若
ｌｉ!Ｃｉ与ｌｊ!Ｃｊ是一对互补的文字，则（Ｃｉ＼ｌｉ）∨（Ｃｊ＼
ｌｊ）称为Ｃｉ与Ｃｊ的消解式，其中ｌｉ和ｌｊ称为消解基，
Ｃｉ和Ｃｊ称为消解母式。每次应用消解规则产生消
解式叫做一个消解步骤。

引理１［１４］　若短句Ｃ为Ｃｉ与Ｃｊ的消解式，则
（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝Ｃ。

引理２［１４］　若Ｃｉ＝ｌｉ与Ｃｊ＝ｌｊ为两个单元短
句，并且ｌｉ和ｌｊ是一对互补的文字，则Ｃｉ与Ｃｊ的消
解式为空短句，即（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝$。

定义４（消解序列）　假设 Ｓ为短句集，且 Ｃ
为短句。若存在短句的有穷序列 Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ
满足：

１）Ｃｎ＝Ｃ；
２）令０≤ｉ≤ｎ，则短句 Ｃｉ至少满足下列两个

条件之一：

（ⅰ）Ｃｉ!Ｓ；
（ⅱ）%ｊ，ｋ，０≤ｊ，ｋ≤ｉ，使得（Ｃｊ，Ｃｋ）｜＝Ｃｉ；
那么短句 Ｃ称为 Ｓ的消解结果，表示为

Ｓ－－Ｃ，并将Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ称为由Ｓ导出Ｃ的消
解序列。

引理３［１４］　设 Ｓ为短句集，且 Ｃ为短句，若
Ｓ－－Ｃ，则Ｓ＝Ｃ。

引理４［１４］（消解原理）　短句集 Ｓ为不可满
足的当且仅当Ｓ－－

$

。

定义５（消解悖论）　给定一个不可满足公
式φ，Ｎ＝｛Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ｝为φ的一个有穷消解序
列。若Ｎ的最终消解式为空短句，即 Ｃｎ＝$，构
造一个由消解步骤构成的集合Ｒ＝｛Ｐｉ｜Ｐｉ为（Ｃｊ，
Ｃｋ）｜＝Ｃｌ，其中Ｃｊ，Ｃｋ，Ｃｌ!Ｎ｝，则Ｒ称为φ的一
个消解悖论。

定义６（悖论长度）　Ｒ所包含的消解步骤
的数目称为悖论长度，表示为｜Ｒ｜。

显然地，消解悖论是一类特殊的消解序列，由

于其最终消解式为空短句，因此包含布尔公式不

可满足的原因。那么当通过搜索过程得到一个不

可满足公式的消解悖论时，如何从中提取出布尔

不可满足子式呢？

定理１　给定一个ＣＮＦ公式φ，φ是不可满足
当且仅当φ至少包含一个消解悖论Ｒ。若令集合
Ｄ＝Ｃｌａ（φ）∩Ｃｌａ（Ｒ），其中 Ｃｌａ（φ）＝｛Ｃ｜Ｃ为 φ
中短句｝，Ｃｌａ（Ｒ）＝｛Ｃ｜Ｃ为Ｒ中短句｝，那么ψ＝
∧Ｃ!ＤＣ｜＝$成立，且ψ是φ的不可满足子式。

证明：首先证明第一个结论。必要性是显然

成立的，若φ包含一个消解悖论Ｒ，根据定义５，Ｒ
的最终消解步骤的消解式为空短句，因此 φ是不
可满足的。

下面证明充分性。Ｃｌａ（φ）表示公式 φ中所
有短句构成的集合，则 Ｃｌａ（φ）为一个有限短句
集。根据引理４的消解原理，若φ是不可满足的，
表示为Ｃｌａ（φ）　－－$。根据定义５，将短句集导出
$

的所有消解步骤析出，就可以构成一个消解悖

论Ｒ，因此结论成立。
下面证明第二个结论。

令Ｄ＝Ｃｌａ（φ）∩Ｃｌａ（Ｒ），表示消解悖论Ｒ中
属于原始公式φ的短句，构成一个短句集Ｄ。

根据定义５，可以从消解悖论 Ｒ中提取出一
个短句序列 Ｎ＝｛Ｃ０，Ｃ１，…，Ｃｎ｝，使得 Ｃｎ＝$，
且

&

Ｃｉ!Ｎ，则要么Ｃｉ!Ｄ，要么（Ｃｊ，Ｃｋ）｜＝Ｃｉ，其中
Ｃｊ，Ｃｋ!Ｎ。

根据定义４，短句集Ｄ－－Ｃｎ＝$。根据引理
４，Ｄ为不可满足的，所以 ψ＝∧Ｃ

!

ＤＣ｜＝$成立。

·２２·
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并且ψφ，那么ψ是φ的不可满足子式。
综上所述，命题结论成立。 □
定义７（悖论解析树）　若一个有向树 Ｔ（Ｖ，

Ｅ，ｒ）满足下面的条件：
（１）包含唯一的根结点，对应的短句Ｃｒ＝$

；

（２）
&

ｖ
!

Ｖ＼Ｌ，其中 Ｌ表示 Ｔ中叶结点的集
合，假设ｖ及其父结点 ｐ

!

Ｖ与 ｑ
!

Ｖ分别对应的
短句为Ｃｖ，Ｃｐ与Ｃｑ，那么Ｃｐ∧ Ｃｑ｜＝Ｃｖ；而边ｅｐｖ!
Ｅ与 ｅｑｖ!Ｅ分别表示从父结点 ｐ与 ｑ指向子结
点ｖ。

则称 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）为悖论解析树。从根结点
到所有叶结点的边数中的最大值称为解析树深

度，记为｜Ｔ｜。
在公式φ的不可满足性的证明过程中得到

了一个消解悖论 Ｒ，是否一定能够构造一个符合
定义７的悖论解析树 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）？反之，公式 φ
的一个悖论解析树 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）能否导出 φ的一
个消解悖论Ｒ？

定理２　给定不可满足的公式φ，存在一个φ
的消解悖论Ｒ，当且仅当存在一个对应于 Ｒ的悖
论解析树Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）。

证明：首先证明结论的充分性。假设存在一

个公式 φ的消解悖论 Ｒ，那么对 Ｒ的悖论长度
｜Ｒ｜采用数学归纳法证明。
当｜Ｒ｜＝１时，消解悖论Ｒ只包含１个消解步

骤，可以表示为（ｘ，
'

ｘ）｜＝
$

，其中 ｘ表示命题变
元。以空短句

$

为根结点ｒ，Ｖ＝｛（ｘ），（
'

ｘ）｝为 ｒ
的直接父结点，边 Ｅ＝｛ｅ１，ｅ２｝分别由父结点指向
根结点，根据定义７，构成悖论解析树Ｔ，因此结论
成立。

假设｜Ｒ｜≤ｍ，结论成立。
当｜Ｒ｜＝ｍ＋１时，Ｒ产生空短句的最后一个

消解步骤表示为（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝$，根据定义７，以$

为根结点，构造悖论解析树，此时存在以下两种

情况。

第一种情况：产生空短句
$

的两个消解母式

中只有一个是原始公式中的短句，这里假设 Ｃｊ!
φ，Ｃｉ(φ。由于｜Ｒ｜＝ｍ＋１，因此Ｃｉ是由ｍ个消解
步骤产生的，符合假设条件，则存在一个以 Ｃｉ为
根结点的解析树 Ｔｉ（Ｖｉ，Ｅｉ，ｒｉ）。那么，令 Ｖ＝Ｖｉ
∪｛Ｃｊ，$｝，Ｅ＝Ｅｉ∪｛ｅｉ，ｅｊ｝，ｒ＝$，其中边ｅｉ与ｅｊ
分别由 Ｃｉ和 Ｃｊ指向根结点$

，从而构造一个树

Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），满足定义７，因此Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）为φ的
一个悖论解析树。

第二种情况：Ｃｉ(φ，且Ｃｊ(φ，即产生空短句$

的两个消解母式都是中间结果。假设产生 Ｃｉ与

Ｃｊ的消解序列分别为 Ｓｉ和 Ｓｊ，其包含的消解步骤
的数目记为｜Ｓｉ｜与｜Ｓｊ｜，因为｜Ｒ｜＝ｍ＋１，所以
｜Ｓｉ｜≤ｍ)

１，｜Ｓｊ｜≤ｍ)

１；满足假设条件，则表示
存在分别以Ｃｉ与Ｃｊ为根结点的解析树Ｔｉ（Ｖｉ，Ｅｉ，
ｒｉ）和Ｔｊ（Ｖｊ，Ｅｊ，ｒｊ）。那么，令Ｖ＝Ｖｉ∪Ｖｊ∪ ｛$｝，
Ｅ＝Ｅｉ∪Ｅｊ∪ ｛ｅｉ，ｅｊ｝，ｒ＝$，其中边ｅｉ与ｅｊ分别由
Ｃｉ和Ｃｊ指向根结点，从而构造一个树 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），
符合定义７，因此 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）为 φ的一个悖论解
析树。

所以，若存在消解悖论Ｒ，则必定存在一个对
应于Ｒ的悖论解析树Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）。

下面证明必要性。

假设存在一个悖论解析树Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），那么针
对解析树深度｜Ｔ｜采用数学归纳法进行证明。

当｜Ｔ｜＝１时，即深度为１的悖论解析树，根
据定义７，Ｔ的根结点对应的短句为

$

，假设其父

结点对应的短句分别为Ｃ１与Ｃ２，对应Ｔ的消解悖
论Ｒ由一个消解步骤构成：（Ｃ１，Ｃ２）｜＝$。

假设｜Ｔ｜＝ｍ，命题结论成立。
当｜Ｔ｜＝ｍ＋１时，那么将Ｔ的所有叶结点除

去，将根结点
$

与其他分支结点重新组成一个树

Ｔ′；符合定义７，Ｔ′为悖论解析树，并且｜Ｔ′｜＝ｍ，
根据假设条件，Ｔ′对应一个消解悖论，记为 Ｒ′。
而Ｔ′的叶结点是由Ｔ的叶结点通过消解得到的，
那么将这些消解步骤加入到 Ｒ′中，就构成了新的
消解悖论Ｒ。

所以，若存在一个悖论解析树 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），
则必定存在一个对应于Ｔ的消解悖论Ｒ。

综合上面充分性与必要性的证明，得到结论：

当且仅当存在一个对应于 Ｒ的悖论解析树 Ｔ（Ｖ，
Ｅ，ｒ）时，存在一个φ的消解悖论Ｒ。 □

上面定性地分析了消解悖论 Ｒ与悖论解析
树Ｔ的对应关系。定理３给出了消解悖论与悖论
解析树之间的定量关系。

定理３　给定一个不可满足的公式φ，Ｒ为 φ
的消解悖论，若悖论长度｜Ｒ｜＝ｎ，则存在一个悖
论解析树Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），使得｜Ｔ｜≤ｎ。

证明：对Ｒ的悖论长度｜Ｒ｜，采用数学归纳法
证明。当｜Ｒ｜＝１时，消解悖论Ｒ只包含一个消解
步骤，表示为（Ｃ１，Ｃ２）｜＝$，那么以$

为根结点，

以短句Ｃ１与Ｃ２为其父结点，构成深度为１的解析
树，即｜Ｔ｜＝１，结论成立。

假设｜Ｒ｜≤ｍ，命题结论成立。
当｜Ｒ｜＝ｍ＋１时，假设 Ｒ中产生空短句的最

后一个消解步骤为（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝$，那么根据其父
结点 Ｃｉ与 Ｃｊ的不同来源，可以分为下面两种

·３２·
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情况。

第一种情况：Ｃｉ与Ｃｊ的其中一个是原始公式
的短句，这里假设 Ｃｉ!φ。因为｜Ｒ｜＝ｍ＋１，那么
产生Ｃｊ的消解步骤为ｍ，符合假设条件，因此产生
Ｃｊ的部分树的深度为｜Ｔｊ｜≤ｍ，则悖论解析树 Ｔ
的深度为｜Ｔ｜≤ｍ＋１；

第二种情况：Ｃｉ(φ，且 Ｃｊ(φ，表明短句 Ｃｉ与
Ｃｊ都是在公式φ消解过程中产生的中间结果。这
里假设产生Ｃｉ与Ｃｊ的消解序列分别为Ｓｉ和 Ｓｊ，其
包含的消解步骤的数目记为｜Ｓｉ｜与｜Ｓｊ｜。由于
｜Ｒ｜＝ｍ＋１，因此｜Ｓｉ｜≤ｍ)

１，｜Ｓｊ｜≤ｍ)

１，符合
假设条件，将产生Ｃｉ与Ｃｊ的部分树的深度记为｜Ｔｉ
｜和｜Ｔｊ｜，那么｜Ｔｉ｜≤ｍ)

１，｜Ｔｊ｜≤ｍ)

１，所以 Ｒ
所对应的悖论解析树Ｔ的深度为｜Ｔ｜≤ｍ＋１。

综上所证，当消解悖论长度｜Ｒ｜＝ｎ时，则存
在一个悖论解析树Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），使得｜Ｔ｜≤ｎ。□

给出不可满足公式 φ的一个消解悖论 Ｒ，那
么对应于Ｒ的悖论解析树 Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）的构造规
则为：空短句

$

对应根结点 ｒ；假设 Ｒ中的任意一
个消解步骤为（Ｃ１，Ｃ２）｜＝Ｃ，那么Ｃ，Ｃ１与Ｃ２分别
对应Ｔ中的结点｛ｖ，ｖ１，ｖ２｝Ｖ，而边｛ｅ１，ｅ２｝Ｅ
分别由结点 ｖ１与 ｖ２指向 ｖ。通过该规则，能够将
消解悖论从最终的消解式

$

开始，一直回溯到原

始公式中的短句，构造出悖论解析树。根据公式

φ的悖论解析树Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ），如何求解φ的不可满
足子式？

定理４　给定不可满足公式 φ的一个消解悖
论Ｒ，Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）为 Ｒ对应的悖论解析树，那么 Ｔ
（Ｖ，Ｅ，ｒ）中所有叶结点对应的短句，构成 φ的一
个不可满足子式。

证明：首先证明悖论解析树 Ｔ中的叶结点对
应的短句都属于原始公式φ。

用反证法。假设存在一个叶结点 ｖ，对应的
短句Ｃ

(φ。那么根据定义５，φ中必定存在两个
短句Ｃｉ与Ｃｊ，满足（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝Ｃ。根据定义７，则
Ｔ中存在两个结点ｖ１与ｖ２分别对应于Ｃ１与Ｃ２，因
此短句Ｃ对应的结点ｖ不是叶结点，产生矛盾，假
设错误。

所以，Ｔ（Ｖ，Ｅ，ｒ）中的叶结点对应的短句都属
于原始公式φ，并且 Ｔ中叶结点对应的短句都属
于Ｒ，那么根据定理１，可得结论成立。 □

２　消解悖论算法概述

通常来说，局部搜索算法具有搜索效率高，运

算速度快的优点，尤其针对某些类型的问题，例如

随机２－ＳＡＴ、３－ＳＡＴ问题，它是很有效的方法。

因此，采用局部搜索方法作为解空间的搜索策略，

基于定理１与定理４的结论，提出了一种从证明
公式不可满足性的悖论序列中提取不可满足子式

的局部搜索算法。算法１给出了消解悖论算法
Ｒ２ｂＬＳＡ的伪代码。

算法１　基于消解悖论的算法
Ａｌｇ．１　Ｕｎｓａｔｉｓｆｉａｂｌｅｓｕｂｆｏｒｍｕｌａｓｅｘｔｒａｃｔｉｏｎ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｒｅｆｕｔａｔｉｏｎｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ

　　该算法的输入是ＣＮＦ公式，目标函数是消解
式为更短的短句或空短句。算法启发式或随机地

选择两个短句进行消解，直到产生一个消解悖论

或循环次数达到上限。在消解过程中，算法将每

一次应用消解规则的消解步骤都保存到 ｓｅｑｕｅｎｃｅ
中，如果公式是不可满足的，最终必会得到空短

句。而后根据不可满足性的证明序列 ｓｅｑｕｅｎｃｅ，
可以很自然地构造一个树结构，同时利用高效的

树搜索算法，也就是从 ｓｅｑｕｅｎｃｅ所包含一系列的
消解母式中，根据定理１和定理４，快速搜索悖论
解析树的所有叶节点，从而得到原始公式的不可

满足子式。

消解悖论算法首先通过单元短句传播函数

Ｕｎｉｔ＿Ｃｌａｕｓｅ＿Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ判定公式是否不可满足，
这是因为公式不可满足的充要条件是两个单元短

句消解出空短句，该函数又称为纯文字处理过程。

·４２·
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如果当前的公式包含二元短句，算法采用一些布

尔推理技术，例如二元短句消解函数 Ｂｉｎａｒｙ＿
Ｃｌａｕｓｅ＿Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ与等价约简函数 Ｅｑｕａｌｉｔｙ＿
Ｒｅｄｕｃｔｉｏｎ，启发式地选择短句进行消解。其中消
除重言式函数 Ｎｏｎ＿Ｔａｕｔｏｌｏｇｙ的作用是删除包含
极性相反文字的短句；而Ｎｏ＿Ｓａｍｅ＿Ｃｌａｕｓｅ函数剔
除公式中重复的短句。若公式中不存在二元短

句，则随机选择两个包含极性相反文字的短句进

行消解，两个短句中相同的文字越多，那么被选择

的概率就越高。

当产生的消解式加入到公式中时，蕴含消除

过程 Ｓｕｂｓｕｍｐｔｉｏｎ＿Ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ用来删除公式中因
存在蕴含关系而导致的冗余短句。但是随着公式

与消解序列的不断增大，将会降低搜索效率，因此

提出一种悖论剪枝方法来避免出现内存溢出的问

题，通过Ｔｒａｃｅ＿Ｐｒｕｎｉｎｇ函数与Ｔｒａｃｅ＿Ｕｐｄａｔｉｎｇ函数
实现。当公式大于某个预设的常数时，随机选择

一个短句从公式中删除，其中较长的短句会以较

大的概率被选中，与此同时，将该短句在证明序列

中的一些冗余的源短句及其消解步骤删除。

在局部搜索过程中，算法记录产生空短句的

消解步骤，存入集合 ｓｅｑｕｅｎｃｅ中。而后根据证明
序列ｓｅｑｕｅｎｃｅ，构造一个悖论解析树，并通过递归
函数Ｃｏｍｐｕｔｅ＿ＵＳ提取不可满足子式。从根节点
的空短句开始回溯，找到其父节点，若其父节点是

叶节点，根据定理４，将其加入不可满足子式；若
其父节点不为叶节点，则以该节点为根结点，与其

祖先结点又构成一个子树，运用递归过程不断迭

代，直到每个分支都停止于叶结点，这时就生成一

个不可满足子式。

３　蕴含消除方法

当产生的消解式加入到公式中时，蕴含消除

方法将删除公式中冗余的短句。下面首先给出

ＣＮＦ公式的蕴含关系与自蕴含关系的定义：
定义８（蕴含关系）　给定 ＣＮＦ公式 φ的两

个短句Ｃｉ与Ｃｊ，Ｌ（Ｃｉ）与 Ｌ（Ｃｊ）分别表示 Ｃｉ和 Ｃｊ
中包含的文字集合，若 Ｌ（Ｃｉ）Ｌ（Ｃｊ），则称 Ｃｉ蕴
含Ｃｊ，或称Ｃｊ蕴含于Ｃｉ。

定义９（自蕴含关系）　给定 ＣＮＦ公式 φ的
两个短句 Ｃｉ与 Ｃｊ，若（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝Ｃ，且消解式 Ｃ
蕴含Ｃｉ或Ｃｊ，则称Ｃｉ与Ｃｊ满足自蕴含关系。

如果公式中存在蕴含关系，那么被蕴含的短

句对于公式不可满足性的证明是冗余的，可以被

删除。对于自蕴含关系而言，将消解式加入到公

式中后，能够将被蕴含的消解短句从公式中移除，

例如，给出短句Ｃ１＝（ｘ１∨ｘ２∨ｘ３）与 Ｃ２＝（'ｘ１
∨ｘ２），那么 Ｃ１与 Ｃ２基于消解元 ｘ１的消解式为 Ｃ
＝（ｘ２∨ｘ３），显然Ｃ蕴含 Ｃ１，因此将消解式 Ｃ替
换公式中冗余的短句 Ｃ１。从公式移除这些被蕴
含的短句，既不影响公式的消解结果，也不改变公

式的可满足性；并且这些短句会占用存储空间，降

低求解效率。因此，消解悖论算法中引入了蕴含

与自蕴含消除过程。蕴含与自蕴含消除过程的伪

代码如算法２所示。

算法２　蕴含消除过程
Ａｌｇ．２　Ｓｕｂｓｕｍｐｔｉｏｎｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅ

　　算法２中 Ｖ（Ｃ）表示短句 Ｃ中命题变元的
集合。

定义 １０（短句距离）　给定两个短句 Ｃｉ与
Ｃｊ，那么 Ｃｉ与 Ｃｊ中包含互补文字对的数目，称为
Ｃｉ与Ｃｊ的短句距离，记为ｄ（Ｃｉ，Ｃｊ）。

当ｄ（Ｃｉ，Ｃｊ）≥１，即包含至少一对互补文字
时，Ｃｉ与Ｃｊ可以进行消解。根据自蕴含关系以及
短句距离的定义，可以得到下面的结论：

定理５　假设包含互补文字的两个消解短句
Ｃｉ与 Ｃｊ，（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝Ｃ。若其中一个短句的命题
变元集合是另外一个的子集，且 ｄ（Ｃｉ，Ｃｊ）＝１，这
里假设Ｖ（Ｃｉ）Ｖ（Ｃｊ），那么消解式 Ｃ必定蕴含
短句Ｃｊ，即Ｃｉ与Ｃｊ满足自蕴含关系。

证明：由于（Ｃｉ，Ｃｊ）｜＝Ｃ，假设 ｌｉ与 ｌｊ是它们
的消解基，并且ｌｉ!Ｃｉ，ｌｊ!Ｃｊ，那么Ｌ（Ｃ）＝Ｌ（Ｃｉ
＼ｌｉ）∪ Ｌ（Ｃｊ＼ｌｊ）。
由于ｄ（Ｃｉ，Ｃｊ）＝１，即Ｃｉ与Ｃｊ除了ｌｉ与ｌｊ一对

互补文字之外，不再包含其他的互补文字对，即不

存在这样的文字：ｌ
!

Ｃｉ，并且ｌ#ｌｉ，但'

ｌ
!

Ｃｊ。
并且根据假设，Ｖ（Ｃｉ）Ｖ（Ｃｊ），则 Ｌ（Ｃｉ＼ｌｉ）

 Ｌ（Ｃｊ＼ｌｊ），得到 Ｌ（Ｃ）＝Ｌ（Ｃｊ＼ｌｊ），即 Ｌ（Ｃ）
Ｌ（Ｃｊ）。根据定义８，消解式Ｃ蕴含短句Ｃｊ；而根据
定义９，Ｃｉ与Ｃｊ满足自蕴含关系。结论成立。 □

·５２·
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根据这个结论，算法２中的第１～５行以更加
简单的方式判定自蕴含关系，而后从公式中删除

被ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ蕴含的消解母式。第６～１１行消除公
式中存在的蕴含关系，又分为前向蕴含消除与后

向蕴含消除。如果公式中存在某个短句 Ｃ，Ｃ蕴
含消解式ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ，那么就直接将消解式丢弃，该
过程称为前向蕴含消除，由第７～８行代码实现。
所谓后向蕴含消除，是指若公式中存在某个短句

Ｃ，消解式ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ蕴含Ｃ，则将短句Ｃ删除，该过
程由代码第９～１０行实现。通过实验表明，自蕴
含以及前向与后向蕴含消除能够有效地减少存储

空间消耗，从而加快消解过程。

４　悖论剪枝方法

在算法搜索的过程中，由于产生的消解式不

断地加入公式中，并且要保存消解悖论序列，因此

占用的存储空间会越来越大，同时会降低搜索的

效率。为了避免存储空间的不断增长乃至溢出，

提出了一种悖论剪枝方法。在短句进行消解时，

为每个消解式 ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ构造２个域值：一个是产
生该消解式的源短句序列（ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ．ｔｒａｃｅ），另一
个是当前消解式的后代短句的数目（ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ．
ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ＿ｃｏｕｎｔ）。悖论剪枝方法包含两个过程：
Ｔｒａｃｅ＿Ｕｐｄａｔｉｎｇ函数为每个加入公式的消解式初
始化并维护其２个域值；当一个短句从公式中删
除时，Ｔｒａｃｅ＿Ｐｒｕｎｉｎｇ函数删除与该短句相关但与
证明不可满足性无关的消解步骤。悖论剪枝方法

伪代码如算法３所示。

算法３　悖论剪枝过程
Ａｌｇ．３　Ｒｅｆｕｔａｔｉｏｎｐｒｕｎｉｎｇｐｒｏｃｅｄｕｒｅ

　　函数 Ｔｒａｃｅ＿Ｕｐｄａｔｉｎｇ的过程为：当产生一个消解式

ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ时，其后代短句的数目初始化为０；对于 ｒｅｓｏｌｖｅｎｔ
的源短句序列中的每个短句Ｃ１，将Ｃ１的ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ＿ｃｏｕｎｔ域
值都加１。Ｔｒａｃｅ＿Ｐｒｕｎｉｎｇ函数的具体流程为：当从公式中

删除一个短句Ｃ时，如果Ｃ还有后代短句，那么其后代短

句可能还参与空短句的消解过程；否则，表明 Ｃ已经不可
能属于最终的消解悖论，因此删除 Ｃ的消解步骤及其
ｔｒａｃｅ域，并且对于Ｃ的源序列中的每个短句 Ｃ１，将 Ｃ１的
ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ＿ｃｏｕｎｔ域都减１；但是短句 Ｃ１的后代数目也可能
会变为０，所以该步骤是一个递归过程，不断迭代，直到把
所有冗余的短句及其消解步骤都删除。通过实验表明，

悖论剪枝方法能够有效地削减证明序列，从而减少存储

空间与运行时间的消耗。

５　实验结果与分析

３ＳＡＴ问题是 ＳＡＴ测试集中一类典型的问
题，并且其他类型的 ＳＡＴ问题都可以转换为
３ＳＡＴ问题求解，因此基于随机３ＳＡＴ和２ＳＡＴ测
试集，将Ｒ２ｂＬＳＡ算法与ＡＭＵＳＥ算法［４］进行了实

验对比。ＡＭＵＳＥ算法是公认的能够高效地求解
不可满足子式的一种算法。Ｒ２ｂＬＳＡ算法采用
Ｃ＋＋与 ＳＴＬ实现。算法输入都是 ＤＩＭＡＣＳＣＮＦ
格式的公式，运行的时限设置为３６００ｓ。实验环
境是１．６ＧＨｚ的 Ａｔｈｌｏｎ２ＣＰＵ，内存１ＧＢ，操作
系统为ＲＨＥＬＬｉｎｕｘ的机器。

采用经典的 ｋＳＡＴ公式生成方法产生测试
集，其输入参数包括变元数 Ｎ，短句数 Ｃ，以及短
句所包含的文字数ｋ。构造ｋＳＡＴ公式的过程为：
从Ｎ个变元中随机的选取ｍ个变元，其中以概率
ｐ，ｍ＝ｋ；以概率１－ｐ，１≤ｍ≤ｋ；而后以概率 ｑ构
成正文字或负文字，从而组成 ｍ元短句。图１给
出了Ｒ２ｂＬＳＡ算法与 ＡＭＵＳＥ算法在随机 ２ＳＡＴ
测试集上的实验结果。图 ２是 Ｒ２ｂＬＳＡ算法与
ＡＭＵＳＥ算法基于随机３－ＳＡＴ测试集上的实验
结果。实验时的参数设置为：Ｎ＝２００，概率 ｐ＝ｑ
＝０．５，公式所包含的短句数从１００到２０００，每组
测试集递增１００个短句。

图１　算法基于２ＳＡＴ测试集的实验结果
Ｆｉｇ．１　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｏｎ２ＳＡＴｂｅｎｃｈｍａｒｋｓ

从图１和图２的实验结果可以看出，Ｒ２ｂＬＳＡ
算法优于 ＡＭＵＳＥ算法，尤其是随机２ＳＡＴ测试
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图２　算法基于３ＳＡＴ测试集的实验结果
Ｆｉｇ．２　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

ｏｎ３ＳＡＴｂｅｎｃｈｍａｒｋｓ

集；并且随着公式所包含短句数增加，Ｒ２ｂＬＳＡ算
法的性能优势更加明显。其主要原因包括以下三

点：第一，不可满足子式的求解过程与公式可满足

性判定过程结合得非常紧密，在进行公式的可满

足性判定时，就以优化的数据结构保存了求解不

可满足子式所需要的信息，因此提取不可满足子

式的过程就变得非常高效；第二，Ｒ２ｂＬＳＡ算法的
可满足性检测过程实现简单，单位时间内执行的

循环次数更多；第三，Ｒ２ｂＬＳＡ算法中包括很多针
对长度较小的短句，尤其是二元短句的优化技术，

而随机２ＳＡＴ与３ＳＡＴ测试集中包含很多单元短
句与二元短句。

６　结论

本文针对布尔不可满足子式的求解问题，提

出了一种基于消解悖论的局部搜索算法，并在算

法中融入了众多启发式方法，包括蕴含消除与悖

论剪枝技术。基于随机测试集进行了实验，结果

表明消解悖论算法优于 ＡＭＵＳＥ算法。通过实验
说明，算法对于短句长度较小但数量众多的公式，

效果较好。下一步的工作是针对如何提高包含更

多文字的短句的消解效率，在算法中融入更加高

效的推理技术。
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